Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Resumen y discusion

A lo largo del presente trabajo de investigacion, se ha estudiado el problema de falla en
aquellos materiales que pueden caracterizarse mediante leyes constitutivas con ablanda-
miento por deformacion. Para tal fin, se han propuesto distintas metodologias numéricas
y, en particular, puede notarse una clara tendencia hacia el analisis y desarrollo de tecno-
logias de elementos finitos. Estas herramientas de simulacién se han aplicado a problemas
tipicos 2D y 3D, en el contexto de fractura cuasi-fragil y falla ductil. Seguidamente enun-
ciamos algunas observaciones y comentarios importantes que surgen de dicho estudio.

Simulaciéon de fractura fragil con modelos de gradientes

El modelo de dano con teoria de gradientes (implicito) de deformacion, discutido en el
apéndice A, resulta ser una estrategia relativamente sencilla de programar en un codigo
estandar de elementos finitos dado que, al momento de su implementacion y desde un
punto de vista algoritmico, puede considerarse como un modelo local. En estos esquemas,
se introduce consistentemente una longitud caracteristica (I.) dependiente de la micro
estructura material, que es necesario caracterizar adecuadamente. La dependencia del
estado tensional en un punto, como funcién de gradientes de segundo orden en deforma-
ciones (de alto orden en general), hace que las ecuaciones de gobierno permanezcan bien
formuladas aun en presencia de ablandamiento, en el sentido de garantizar la elipticidad
del modelo constitutivo (si nos referimos a un problema mecanico cuasi-estatico). Esta
estrategia postula la introducciéon de una nueva variable, que hemos denominado defor-
macion equivalente no local 7., cuya evolucién viene dada por una ecuaciéon diferencial
adicional, la cual puede ser resuelta en forma acoplada con el campo de desplazamiento,
via MEF. En particular, el formato implicito del modelo resulta adecuado para propoésitos
numéricos dado que la interpolaciéon de 7. requiere sélo continuidad de tipo C° en las
funciones de forma.

Desde el punto de vista cualitativo y cuantitativo, los resultados obtenidos muestran
un desempeno comparable con otros tipos de aproximaciones y se ajustan razonablemente
bien con informacién experimental, fundamentalmente en la etapa donde el mecanismo
inelastico dominante es la degradacién material y micro fisuracién. A nivel de la imple-
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164 Capitulo 7. Conclusiones

mentacion por elementos finitos, no es necesario conocer a priori la direccion de falla, dado
que la misma surge a partir de la evolucion de las variables regularizadas definidas en el
modelo.

Debemos, no obstante, remarcar ciertas limitaciones en la estrategia de gradientes
estudiada, al menos en la presente implementacion. La primera de ellas es la necesidad
de una excesiva densidad de elementos en la zona de falla para obtener una respuesta
estructural objetiva. En general el tamano de los elementos debe ser inferior a la longitud
caracteristica material. Esto tltimo representa un inconveniente importante si pretende-
mos modelar situaciones generales en donde no es factible estimar previamente el dominio
probable de fractura. Se ha notado ademés que para estados avanzados de degradacion, se
produce un fenémeno espireo (fisicamente no admisible) de difusion de dafno fuera de la
zona de localizaciéon. Dicho mecanismo, de indole numérico, esta asociado a una descrip-
cion cinematica limitada cuando el proceso dominante es la coalescencia de micro defectos
y desarrollo de macro fisuras. Motivados por este inconveniente, algunos investigadores
han propuesto soluciones de compromiso, como por ejemplo la introducciéon de un enri-
quecimiento adicional, basado en la incorporacion de discontinuidades en desplazamientos
cuando se satisface algtn criterio motivado por la fisica del problema [CMP04, SS04]. Sin
embargo, nuestra linea de trabajo no ha explorado esta tltima alternativa.

Simulacién de fractura mediante CSDA

Mediante el uso utilizacion de los denominados esquemas discretos cohesivos se ha po-
dido modelar una gran variedad de casos de propagacién de fisuras. En particular hemos
de enfatizar algunas ventajas propias de la aproximacion por discontinuidades fuertes del
continuo (CSDA) utilizada: (i) un tnico marco teérico subyacente (cinemético y cons-
titutivo) para describir el comportamiento del continuo, para deducir las condiciones de
bifurcaciéon y para capturar los procesos de degradacion y falla material cuando la misma
estd gobernada por la generacion de discontinuidades en el medio, (77) una cinematica
compatible con saltos en el campo de desplazamiento, permitiendo simular modos de in-
tensa deformacion en forma objetiva y eficiente, (iiz) la adopcién de un tnico modelo
constitutivo el cual tiene implicancia en la zona regular del s6lido y que ademas, segiin
el mecanismo explicado en el capitulo 3, se proyecta consistentemente en la interface de
discontinuidad en forma de una ley cohesiva discreta, funciéon de la apertura de la mis-
ma. Asi mismo debe remarcarse la robustez del algoritmo global utilizado para simular
el mecanismo completo de falla, con ello nos referimos a las estrategias de trazado de
discontinuidad, esquemas de integracion, formulacion optimizada de elementos finitos con
modos embebidos, etc.

Basandonos en esta plataforma conceptual (CSDA), se ha trabajado especialmente en
la aplicacion a leyes constitutivas de dano isétropo y plasticidad clésica.

Simulaciéon de fractura fragil mediante CSDA

En el contexto de la simulaciéon computacional de fractura fragil se ha abordado un
estudio original comparativo sobre dos tecnologias de elementos finitos con modos embe-
bidos de deformacion, aqui denominados E-FEM y X-FEM, ver capitulo 4. Este trabajo
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se fundamenta en una implementacion optimizada de ambos modelos de enriquecimiento,
en el mismo codigo de EF, considerando elementos triangulares y tetraedros con interpo-
lacion lineal del desplazamiento regular. Las principales conclusiones de este analisis se
describen a continuacion:

» ambas formulaciones convergen a la misma (inica) solucidn, tanto en resultados
cualitativos como cuantitativos.

» considerando medidas de error relativo en términos de normas L? para curvas de
respuesta carga-desplazamiento, la velocidad de convergencia de ambos enriqueci-
mientos es similar y en general algo superior a la lineal.

= en contraposiciéon con algunos comentarios encontrados en la literatura, nuestra
observacion es que las diferencias entre los dos tipos de interpolaciones para el campo
salto de desplazamiento, que postula cada esquema (lineal para X-FEM constante
por elemento para el modelo E-FEM), no afectan sustancialmente la precision en
la representacion de la superficie de discontinuidad ni las tasas de convergencia.
El hecho que la formulacion X-FEM, a diferencia del elemento E-FEM, permite
deformaciones regulares discontinuas a través de la interface S, tampoco afecta
en forma apreciable los resultados, ni las magnitudes de error y convergencia. Estas
medidas parecen ser dependientes del grado de interpolacion de los modos continuos
de desplazamiento del elemento base seleccionado (lineal en este caso).

= se ha observado que, para mallas gruesas, la precision y la suavidad en la respues-
ta es mayor en la estrategia E-FFEM. Mas especificamente, las curvas de equilibrio
correspondientes al modelo X-FEM exhiben saltos mas abruptos, hecho que puede
estar asociado al retraso relativo en la activacion de los grados de libertad de los
modos enriquecidos, cuando un nuevo elemento es atravesado por por la trayecto-
ria de falla. Este efecto, que también puede observarse (aunque en menor grado)
en la metodologia F-FEM, disminuye con el refinamiento de malla y ha sido do-
cumentado por otros autores que utilizan el elemento X-FEM en sus simulaciones
[GHO5, Sim04]. En este sentido se ha reportado la incorporacion de nuevos modos
enriquecidos en la punta de la fisura |[ZB03| que podrian, al menos parcialmente,
corregir esta tendencia. Sin embargo este tipo de técnicas, aun en vias de desa-
rrollo [LPRS05]|, pertenecen a un escalon mas alto de sofisticacion que no hemos
considerado en el presente analisis comparativo, para ninguno de los dos modelos.

» el costo computacional relativo es, en todos los casos, favorable al enriquecimiento
E-FEM. Para el modelado de problemas que involucran una tnica fisura, X-FEM
es 1,10-1,20 (en 2D) y 1,30-2,50 (en 3D) veces més costoso que E-FEM. El factor
relativo mas bajo se corresponde a las mallas refinadas. Las razones de esta pérdida
de eficiencia en el modelo X-FEM estan asociadas a: (i) la activacion de grados
de libertad adicionales (no condensables) que se traducen en un incremento de la
cantidad de ecuaciones por resolver y (ii) la necesidad de utilizar cuadraturas de alto
orden. Estos valores, no obstante, deben tomarse como una tendencia ya que pueden
ser modificados por implementaciones alternativas. Los mismos corresponden a la
implementacién mas eficiente, a conocimiento del autor, tras un esfuerzo importante
de programaciéon, en un coédigo de elementos finitos razonablemente bien validado.
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= cuando se aborda la simulaciéon de multiples superficies de falla, el costo computa-
ctonal asociado a la tecnologia E-FEM permanece practicamente constante aun para
un numero creciente de fisuras activas. Por el contrario, para el elemento X-FEM,
el tiempo de CPU se incrementa linealmente conforme se introducen nuevas discon-
tinuidades en el andlisis. En el caso 3D considerado, se ha estimado un aumento de
aproximadamente 20 %, respecto al costo total, por cada fisura adicional.

» hemos de dejar en claro que, en un futuro, ambos modelos podrian (potencialmente)
reformularse y/o mejorarse, tanto desde el punto de vista conceptual como algorit-
mico. En ese caso deberd proponerse un estudio similar al reportado en esta tesis,
que contemple tales escenarios alternativos de comparacion.

Una menciéon especial merece el esquema de integraciéon constitutiva utilizado en la
resolucion de estos problemas, aqui denominado método implicito-explicito [OHBLO5,
OHP™04b]. Este procedimiento, como se mencioné, asegura que la matriz de rigidez con-
sistente se mantenga siempre definida positiva, incluso en presencia de ablandamiento,
hecho que se torna de crucial importancia para evitar inconvenientes de mal condiciona-
miento del sistema. Ademas, el jacobiano es constante con lo cual, la convergencia se logra
en una Unica iteracion por paso de tiempo. Debe notarse que en todas las simulaciones
se ha podido sobrepasar la carga critica hasta alcanzar una completa degradacion de la
capacidad portante estructural. La utilizacién de este método significo un gran avance,
fundamentalmente en la simulaciéon numérica de problemas 3D, tanto desde el punto de
vista de la robustez como del costo computacional. El error extra que se introduce puede
minimizarse acortando suficientemente el paso de tiempo. Para tal fin, es posible ademas
plantear estrategias automaticas de control las cuales siguen dos caminos: (i) en el paso
actual mediante algoritmos adecuados de tipo arc-length y (i) una estimacion a priori del
error de tal manera que el mismo se mantenga acotado en el paso siguiente, proponiendo
para ello un escalamiento consistente de la longitud del paso.

Segin nuestra experiencia y en lo concerniente al modelado de problemas de fractura
cuasi-fragil, una adecuada conjuncion de tecnologias eficientes de elementos finitos (como
por ejemplo E-FEM), juntamente con algoritmos robustos de integracion constitutiva, y
estrategias confiables de trazado de discontinuidad, permite en la actualidad abordar el
computo de problemas tridimensionales dominados por el desarrollo de numerosas fisuras,
en un ordenador personal y a costo de procesamiento razonable, los cuales hasta hace muy
poco tiempo eran impensables. Més atn, ya es posible encarar los primeros estudios de
sensibilidad paramétrica que nos brinden estimaciones precisas de la probabilidad de falla
en estructuras complejas, véase apéndice D.

Simulacién de falla duictil mediante CSDA

La mecanica de falla ductil fue otro de los tépicos al cual se le ha dedicado especial
esfuerzo y atencion en esta tesis, abordando su estudio (una vez més) mediante la aproxi-
macion por discontinuidades fuertes de continuo. En este sentido hemos desarrollado una
nueva tecnologia de elementos finitos, denominada PGPSD. Como particular atractivo,
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este modelo esté orientado a la obtencion de triangulos y tetraedros de bajo orden (li-
neales). Este hecho no sélo representa una ventaja importante desde el punto de vista de
generacion de mallas sino también desde la robustez que aportan los elementos simplices,
condicién esta ultima, altamente apreciable en problemas de localizacion y falla.

La estrategia numérica propuesta postula la utilizaciéon de un esquema mixto esta-
bilizado (denominado por practicidad PGP) ideado para aliviar restricciones de incom-
presibilidad material inducidas por leyes de tipo Jo, el cual se formula en marco tedrico
subyacente de la CSDA.

El desarrollo de este modelo contempla en un principio la evaluacion rigurosa de la
técnica de estabilizacion en si misma, para situaciones donde la condiciéon de conservacion
volumétrica se torna critica, tal es el caso de problemas de localizacion de deformaciones
y desarrollo de mecanismos de falla en régimen de ablandamiento, véase capitulo 5. Las
observaciones asociadas el desempeno del esquema PGP, se mencionan seguidamente:

= tomando en consideracion ciertas hipotesis simplificativas en el planteamiento teo-
rico, la introduccion del término estabilizante 77¢" en las ecuaciones de equilibrio
puede deducirse a partir de una formulacién variacional basada en el concepto de
sub-escalas (en particular sub-escalas ortogonales), véase anexo B.

= posee buen desempeno numérico en problemas gobernados por campos de defor-
maciones isocoricas dominantes (elasticidad incompresible y/o plasticidad de Von
Mises).

» la velocidad de convergencia en las variables primales (desplazamiento-presion) no
se ve sustancialmente afectada por el régimen cuasi-incompresible presente, como si
sucede en los esquemas mixtos de bajo orden sin estabilizacion.

= el comportamiento cuantitativo es comparable con otro esquema alternativo de esta-
bilizacion (PSPG) reconocido y ampliamente utilizado por la comunidad cientifica.

» la forma simplificada (desacoplada) para resolver el campo de gradiente de presion
proyectado (IT), resulta una estrategia eficiente, conservando calidad en los resul-
tados.

= en el modelado de problemas que involucran localizacion de deformaciones, especial-
mente cuando ésta es inducida por ablandamiento material, se ha observado cierta
dependencia con la orientacion de la malla, hecho que atenta desfavorablemente al
momento de simular mecanismos de falla en forma objetiva.

Haciendo uso de la estrategia PGP, es posible lograr una mejora importante en el
comportamiento de los elementos. Sin embargo ésta es solo parcial dado que, para nues-
tros propoésitos, existen atun limitaciones cineméticas que inducen falta de objetividad
en la respuesta. Con la intenciéon de soslayar esta falencia, hemos desarrollado la formu-
lacion PGPSD. El capitulo 6 estd integramente dedicado a tal fin. Alli presentamos el
modelo matematico, las hipotesis introducidas, el correspondiente anélisis en régimen de
discontinuidad fuerte y los topicos relacionados con su implementaciéon computacional.
Ademas se ha deducido la forma lineal exacta que toma la matriz de rigidez del problema
mecanico no lineal, para la solucién via un procedimiento clasico Newton-Raphson. Un
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aspecto interesante, también introducido, es la interpretacion del modelo en un contexto
de multi-escalas.

Este nuevo elemento goza de ciertas caracteristicas favorables, las cuales se detallan a
continuacion:

= posee buen comportamiento en la fase pre-bifurcacion dado que la estrategia de
estabilizacion mantiene estable la evolucion de la presion.

= posee buen comportamiento en la fase post-bifurcacion dado que se activa una cine-
matica enriquecida con modos discontinuos embebidos, permitiendo una descripcion
realista del mecanismo de falla tipico de banda de corte.

= los dos puntos anteriores hacen que el elemento tenga la habilidad de representar
en forma adecuada el fenémeno de localizacion de deformaciones, propagacion de
discontinuidades en el medio y posterior modo de colapso estructural.

= en régimen de discontinuidad fuerte, la ley cohesiva proyectada sobre la interface de
falla se corresponde a un modo de deslizamiento puro.

= la precision del esquema PGPSD resulta comparable con otra estrategia de uso
aceptado, basada en una tecnologia de cuadrangulos de tipo BBAR, tanto en la
prediccion de la carga tltima como en el comportamiento post-critico. No obstante,
debe mencionarse la ventaja adicional de trabajar con elementos simplices de bajo
orden.

= también se ha reportado buena concordancia en relacién a una solucién analitica en
carga limite.

» mediante un analisis de convergencia en normas L? se ha demostrado que: (i) el
elemento PGPSD posee mayor precision y velocidad de convergencia que el tridngulo
estandar con discontinuidades fuertes embebidas y (i7) la solucion predicha mediante
la formulaciéon propuesta, tanto en carga tltima como en trayectorias de equilibrio
(carga-desplazamiento), converge hacia la obtenida con la estrategia BBAR.

Como contrapartida, el esfuerzo computacional relativo para los problemas bidimen-
sionales estudiados, es (en promedio) aproximadamente un 35 % méas costoso con respecto
al cuadrangulo BBAR. No obstante, consideramos esta relacion aceptable en funcién de
las demés ventajas que introduce el modelo.

7.2. Aportes originales

Considerando lo expuesto anteriormente, las contribuciones originales de esta tesis
pueden resumirse en la siguiente lista:

» formulacién e implementacion de una familia de modelos de dano escalar con teoria
de gradientes (implicito) de deformacion, [SSHO3|.

168



7.3. Posibles lineas de investigaciéon a futuro 169

= desarrollo de algoritmos e implementacion computacional optimizada de la tecno-
logia X-FEM en el contexto de la aproximacion por discontinuidades fuertes del
continuo.

= estudio comparativo profundo entre los dos tipos de enriquecimiento cinemético con
discontinuidades fuertes de vanguardia (E-FEM y X-FEM) tendiente a cuantificar
la performance relativa de ambas formulaciones. Este analisis brinda informaciéon
valiosa en cuanto a topicos de especial importancia en la mecénica de falla, co-
mo ser: robustez, precision, medidas de error relativo, convergencia, velocidad de
convergencia, costo computacional, [OHS, SOHS05].

= aplicaciones a problemas 3D y de multi fisuracion en fractura cuasi fragil. En especial
se destacan las primeras aportaciones relativas al estudio de sensibilidad paramé-
trica material en estructuras complejas, para la posterior estimacion precisa de la

probabilidad de falla, [PPLT05].

= estudio critico del desempeno numérico de un esquema mixto estabilizado (PGP) di-
reccionado para medir su comportamiento en problemas de localizacion de deforma-
ciones en plasticidad. Dentro de este punto debe mencionarse ademas como aspecto
novedoso, la implementacion y evaluacion de dicha metodologia en un entorno de
calculo paralelo. Asi mismo, otro aporte original es la aplicaciéon de un nuevo precon-
dicionador (ISP), al momento de resolver (iterativamente) el sistema lineal mediante
descomposicion de dominios, en la estrategia estabilizada, [SSHO4b, SHS04].

= planteamiento tedrico, desarrollo matematico, implementacion y validaciéon de una
nueva familia de elementos finitos, denominada (PGPSD), para el modelado de
mecanismos de tipo banda de corte en plasticidad, [SSHO06, SSHO4al.

7.3. Posibles lineas de investigacién a futuro

No existe en la actualidad un criterio racional que permita decidir cual es la estrategia
que marcara el rumbo definitivo en la mecanica computacional de falla. Por ello estamos
convencidos que adn existe un extenso camino por recorrer. Sin embargo, a partir de
la experiencia obtenida durante el desarrollo de esta tesis, podemos vislumbrar algunas
posibles alternativas de trabajo futuro basadas en las metodologias aqui discutidas. En
lineas generales se puede plantear:

= aplicacion de la CSDA a modelos constitutivos de continuo mas elaborados, analizan-
do su correspondiente proyeccion sobre la interface de discontinuidad, para capturar
con mayor nivel de aproximacion la degradacion y el modo de falla en materiales de
comportamiento complejo, materiales compuestos, etc.

= extension de las estrategias discutidas al contexto de la Dindmica de Fractura. En los

altimos anos, se ha notado un creciente interés hacia el desarrollo de esta promisoria
linea de trabajo, fundado probablemente en su potencial aplicacion industrial.
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= analisis de las propiedades de estabilidad y nuevos desarrollos en relaciéon al mé-
todo de integracion implicito-explicito. Resulta de especial interés proseguir con la
formulacion de algoritmos de control automéatico del error.

Asi mismo, debemos enfatizar y reconocer que, a diferencia de los modelos para frac-
tura fragil, atn existen limitaciones en cuanto al desarrollo de estrategias eficientes para
simular falla ductil y por lo tanto, se estima una mayor dedicaciéon en el futuro proximo
hacia este objetivo puntual. Posibles aspectos a tener en cuenta son:

= extension del modelo PGPSD en el contexto general de grandes deformaciones plas-
ticas.

= extension del modelo PGPSD a tres dimensiones. A pesar de haber considerado sélo
problemas planos, el presente trabajo contiene el fundamento conceptual y numérico
para su aplicaciéon a problemas 3D.

= generalizacion de la aproximacion PGPSD para ecuaciones constitutivas capaces de
incorporar modos mixtos de falla y no sélo de tipo deslizamiento, como se postula
en esta tesis.

= extension del método de integracion implicito-explicito en mecanica de falla ductil.

= es nuestro criterio que el modelado de ciertos fenémenos tipicos de fractura ductil
no pueden ser alcanzados sélo con la utilizaciéon de modelos macroscopicos de fi-
sura discreta cohesiva. Una opciéon viable es el planteamiento en multi-escalas, en
el siguiente sentido: (i) las propiedades mecénicas de la ley cohesiva se derivan a
partir de una meso-escala, considerando los mecanismos de deslizamiento en diferen-
tes planos cristalinos y dislocaciones para caracterizar la plasticidad a ese nivel, en
conjuncién con (7i) un andlisis estructural a nivel macro-escala, como por ejemplo
el presentado en esta tesis, caracterizado por ecuaciones constitutivas fenomenolo-
gicas clasicas, tecnologias de elementos finitos enriquecidos, etc. Esta metodologia
representa un verdadero desafio en el contexto de la simulacion computacional de

falla.
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Apéndice A

Modelo de dano con teoria de
gradientes implicito

Se estudia en este anexo una clase particular de modelos constitutivos de dano con
teoria de gradientes y su aplicacion al modelado de materiales cuasi fragiles, [SSHO3|. En
este sentido, seguimos una formulacion implicita de gradientes, la cual conserva en forma
estricta la no localidad del problema [PGABBO01|. Se analiza ademas el desempetio de
tal estrategia en dos ejemplos clasicos. Presentamos resultados en forma de curvas carga-
desplazamiento y mapas de evolucion de dano, comparando los mismos con soluciones
numeéricas alternativas y experimentales.

A.1. Introduccién

La mecéanica del continuo clasica o local introduce un conjunto de variables de estado
capaces de describir explicitamente los procesos inelédsticos responsables de la degrada-
cion. En este contexto, el modelado de la fractura material utiliza la mecénica de dano
continuo como teoria subyacente, en la cual se introduce una variable auxiliar en la ecua-
cion constitutiva, el dano, para representar el deterioro local de resistencia. Desde este
punto de vista, la iniciacion, crecimiento y propagaciéon de una fisura surge entonces como
un proceso natural a partir de la evolucion de tal variable de dano hasta que su valor se
torna critico, donde se asume que el material es incapaz de soportar cualquier incremento
de tension.

No obstante, diversos estudios de estabilidad y bifurcaciéon, muestran que la estrategia
de dano local presenta severas inconsistencias para modelos con ablandamiento. Como se
mencioné en el capitulo 2, una opcién viable para mantener la buena postura del pro-
blema matematico es recurrir a generalizaciones de la mecénica del continuo estdndar.
Existen numerosas formulaciones que siguen esta filosofia. Los esquemas no locales pue-
den mencionarse como uno de los mas populares [PCB87, BPC88, BL88|. En ellos deja
de considerarse el principio de accion local, en consecuencia las variables en un punto
material  dependen de valores en un entorno del mismo. Para poder cuantificar tales
variables (mecéanicas o cinematicas) se apela a integrales ponderadas dependientes de un
parametro de longitud interna [.. En general, en la estimacion de [, se consideran factores
dependientes de heterogeneidades a nivel micro estructural.
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Los esquemas de gradientes [Aif84b, PABBAV96, dBM92|, que en particular nos in-
teresan, se basan en una idea similar, pero el argumento para introducir una longitud
caracteristica es distinto. En estos modelos, se utilizan gradientes de alto orden de las va-
riables para reproducir la dependencia espacial (no localidad) y regularizar de esta forma
la evolucion de los mecanismos irreversibles.

Desde un punto de vista conceptual, la relacion constitutiva para cada tipo de formu-
lacion, puede interpretarse mediante las expresiones siguientes:

o =Re(x),r(x)) (modelo local estéandar) (A1)
o =REe(x, &), 7(x,&)) (modelo no local) (A.2)
o =R(e(x), Ve(x),r(x), Vr(x)) (modelo de gradientes) (A.3)

en funcion del tensor de deformacion (€) y variables internas (r), ademéas hemos conside-
rado que (@) implica caracter no local en una variable arbitraria (e) y £ es cierto dominio
alrededor del punto material & en donde es posible ponderar las variables para incorporar
la no localidad (ver figura A.1).

(d=0)
(0<d<1)
(d=1)

t*

xX=x,e tx,e,

Figura A.1: Idealizacion del proceso de degradacion material en términos de la variable
de dano: d € [0,1]. Dominio de promediacion € para incorporar no localidad

El objetivo de este anexo es caracterizar el comportamiento constitutivo de mate-
riales fragiles con ablandamiento, considerando procesos de degradacion por dano hasta
alcanzar la fractura, haciendo uso de un modelo de continuo enriquecido. En esta linea
de trabajo se ha implementado una formulaciéon implicita de gradientes para modelos
de dano con ablandamiento lineal y exponencial, siguiendo los trabajos de Borst et al.
[dBMO92], Peerlings et al. [PABBdV96, PGdBB01, PABBGO02|. El esquema propuesto se
valida numéricamente para dos problemas tipicos. El primero de ellos corresponde al test
de estiramiento uniaxial de una barra en estado plano de deformacion, el segundo repre-
senta el problema de flexion de una viga apoyada en tres puntos bajo hipotesis de tension
plana.
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A.2. Modelo de dano regularizado 173

A.2. Modelo de dano regularizado

Para no agregar complejidad, se utiliza la ley de dano escalar descrita en el capitulo 2
(seccion 2.5) como marco de referencia tedrico para los desarrollos siguientes. Su aplicacion
queda restringida entonces a problemas en los cuales pueden asumirse las siguientes hi-
potesis basicas: (i) las deformaciones plasticas son despreciables (comportamiento fragil),
(7i) la evolucion del dano es el mecanismo disipativo dominante, (%ii) no se induce aniso-
tropia material, (iv) deformaciones infinitesimales hasta alcanzar la fractura. Segun este
modelo, una tnica variable escalar d € [0; 1] es suficiente para describir completamente el
proceso de degradacion: d = 0 representa propiedades del sélido en estado virgen, d = 1
caracteriza la pérdida completa de integridad material, véase figura A.1. Recordamos que
la funcion de degradacion (¢) viene dada en términos de una medida de deformacion local,
la cual hemos denominado deformacion equivalente (7.), y su valor se computa mediante:

Te=Ve:C¢: € (A.4)

La idea que incorporamos a continuacion es una simple modificaciéon a dicho criterio de
dano, al postular que el mismo depende ahora de una variable interna con implicancia no
local, T, aun por definir. Esta hipotesis es precisamente la regularizacion que se introduce
a nivel constitutivo para evitar que la localizacion de deformaciones y disipacion de energia
se produzca en un dominio de medida cero, como si sucede en los modelos locales clasicos
bajo régimen de ablandamiento.

Considerando las ecuaciones de equilibrio de Cauchy, el problema regularizado, en
su forma fuerte, puede plantearse como sigue: dado t* : I, — R ™ y y* : [, — Rndim
(fuerzas prescritas por unidad de superficie y desplazamientos impuestos respectivamente)
encontrar el campo vectorial w : 2 — R™™ tal que se verifique simultaneamente:

V-o=0 Ve € {2 (a)
u=u" Ve eI, (b)

oc-v=t" Ve € Iy () (A.5)
e=(Vu)*™m Ve e (d)
oc=%REeT1) VYrel (e)

Observacion 34 se han despreciado las fuerzas de volumen en el planteo de las ecuacio-
nes de balance.

Las expresiones que definen la ley constitutiva de dano regularizado A.5-(e) se han
resumido, por practicidad, en el cuadro A.1.

Alli puede observarse que la variable interna r esta gobernada por la deformacion equi-
valente no local 7.. Mientras ¢(7T,r) = T —r < 0 el material se comporta elasticamente y
no hay evolucion de los procesos disipativos. La condicion ¢(7e,r) = 7. —r = 0 determina
trivialmente el valor de la variable »r = 7., cuando el estado tensional ha superado el
umbral de dano. Teniendo en cuenta el valor inicial 7o = 7|0 = g0 = ¢li=0 = % se tiene:

r = max{7.,ro} (A.11)
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174 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Relacion tension-deformacion

U:@Ce:s::(l—d(r))ﬁ ; 0=C°:¢ (A.6)

Criterio de degradacion
O(Te,r)=Te —1r <0 (A7)

Ley de endurecimiento/ablandamiento

Ou

’f.' =7 ; To = ’I"|t:0 = ﬁ (A8)

g=H(r)" 3 qo=gl=0o=r0 (A.9)
Condiciones complementarias de carga-descarga

(Te,r) <0 5 v=20 ;5 v¢(Te,r) =0 (A.10)

Cuadro A.1: Ecuaciones basicas del modelo de dafio escalar regularizado en términos una
medida de deformaciéon equivalente no local 7.

Si se incorpora una definiciéon adecuada para 7. y se adopta ademés un mecanismo de
ablandamiento dependiente del tipo de material (ecuacion A.9), pueden evaluarse todas
las variables del modelo con lo cual el sistema de ecuaciones A.5 queda integramente
formulado.

A.3. Formulacién del modelo con teoria de gradientes
implicito

Las formulaciones de gradientes pueden deducirse a partir de teorias no locales. Para
demostrar esto asumimos, como se discutié antes, que la evoluciéon del dano en un punto
estd gobernada la medida 7, de la deformacion, aqui denominada deformacion equivalente
no local. En este trabajo hemos considerado que 7. se define como el promedio ponderado
de la deformacion equivalente local, 7., en un entorno de dicho punto:

7 (,6) = @ / 9(,€) To(@ + £) de (A12)
1
e | stw.)de =1 (A13)

donde & es un vector con origen en el punto  que denota una bola alrededor del mismo,
ver figura A.1, g(x, &) es una funcion de peso adecuada asociada a la longitud interna
micro estructural /. y ¥(x) una magnitud necesaria para propositos de normalizacion.
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A.3. Formulaciéon del modelo con teoria de gradientes implicito 175

Si se desarrolla la deformacion equivalente local, 7e(x + &), en serie de Taylor y en un
entorno de x:

(@ +6) =me(@) + [Vi(@)] £+ 5 [VVn(@)]: €08 +OE) (A1)

y se reemplaza esta tltima ecuacion en la expresion integral A.12, asumiendo condiciones
de isotropia y despreciando términos de orden superior (O(£?)), se llega a la clasica
formulacion explicita de gradientes:

Te(x) = 7e(x) + c Vi (x) Vx € (A.15)

Puede observarse que el parametro de longitud interna material /., presente en el
modelo no local, se preserva en el esquema de gradientes a través del coeficiente ¢, el cual
posee en este caso, unidades de longitud al cuadrado. Tal coeficiente queda determinado
por el promedio de las funciones de ponderacion g(x, €) en el volumen que genera &.

Los modelos de gradientes asumen que 7. puede considerarse como una variable inde-
pendiente adicional a resolver junto con el campo de desplazamientos. En este contexto,
el tipo de aproximacion que sugiere la ecuacion A.15 para el computo de 7. resulta, sin
embargo, inadecuada para implementaciones numéricas via MEF ya que la presencia del
operador laplaciano sobre la deformacion equivalente local requiere funciones de inter-
polacién con continuidad C! para el campo de desplazamiento. Esta desventaja puede
salvarse mediante simples manipulaciones matematicas, para finalmente obtener la forma
implicita del modelo de gradientes [PdBBdV96]:

Te(x) — cV7e(x) = 7e(x) Ve (A.16)

Considerando 7.(x) como una variable nodal independiente, que debe satisfacer la
ecuacion A.16, sélo se necesita continuidad C° para su aproximacion. Desde el punto de
vista matematico la ecuacion diferencial extra de segundo orden, presente en el modelo
de gradientes implicito, requiere la definiciéon de condiciones de contorno sobre la variable
Te(x) o su derivada normal, para obtener unicidad de soluciéon. Siguiendo los trabajos
de Belytschko |[LB88|, Miihlhaus y Aifantis [MA91], se adopta una condicién de borde
natural del tipo:

Vi(x) v=0 Vel (A.17)

Cabe mencionar que ain no se dispone de una justificacién teodrica estricta ni una
correcta interpretacion fisica sobre tales condiciones de contorno adicionales.

En vista de los conceptos discutidos, la forma fuerte del problema de dano con teoria
de gradientes implicito se describe como: conocido t* : I, — R"™™ vy u* : [, — Rdm
encontrar el campo vectorial u(x) : 2 — R"™™ y el campo escalar 7.(x) : 2 — R
compatibles con el siguiente conjunto de ecuaciones:
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176 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

V.e=0 Vo € 2 a)
u=u" Ve e I, b)
o-v=t" Ve € Iy c)

e = (Vu)™™ Vo € (2
o=N(e,Te) Vo € (2

(A.18)

e e N e e e N
QD Q
~—

Te=Ve:C¢: e VYrel f)
Te(x) — c V7o (x) = 72 Ve € (2 9)
VTe(x) v=0 Ve eI h)

A.4. Implementacién numérica

A.4.1. Discretizaciéon espacial

Siguiendo la metodologia estandar del MEF, la forma variacional (débil) y discreta
del modelo puede entonces expresarse: dado t* : I, — R™™ y y* : [, — R™™ hallar
el campo u”" € V" (que satisfaga las condiciones de contorno cineméticas A.18-(b)) y el
campo T2 € O tal que:

/(th)sym codg —/ (w" - t*)dp, =0 vw" € V) (A.19)
(9}

o

/ (" 72) do + / (V" - V) dg = / ('m)de V€O (A20)
17 2 2

donde V} C Hé(f?)’ Oy C H} (@) ademés w" y n" son variaciones en el campo de despla-
zamiento y deformacion equivalente no local respectivamente.

Observacion 35 el sequndo término integral del lado izquierdo en la ecuacion A.20 sur-

ge de debilitar (—cV?7.) y considerar la condicion de borde natural supuesta sobre T,
(expresion A.18-(h))

Si se utiliza nomenclatura matricial y se integra el modelo constitutivo mediante un
esquema implicito, haciendo uso de un procedimiento de ensamble a nivel elemental, se
obtiene la version algoritmica de las ecuaciones para el paso de tiempo actual (i + 1):

Nelem Nelem
/A} / (BZT o.(i-i—l))dne _ /A} / (NET t*(i-i—l))dpg =0 (AQl)
e= e e= re

Nelem Nelem

A1 / (NS Ne 1 B e B doe 70— A / (NET 7)) dpe — 0 (A.22)

J

v~

M;+D:;
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A.4. Implementacién numeérica 177

siendo N, y INS los arreglos de funciones de forma para interpolar w y 7. respectiva-
A ~(i+1
mente; el simbolo (e) representa valores nodales de una variable, en este caso TS : es
el vector de parametros nodales de la deformacion equivalente no local, el supraindice e
hace referencia a un elemento finito en particular. En A.21-A.22 definimos también los

siguientes operadores: BS, = (VINS)*¥™ y B = (VN5).

Observacion 36 por claridad en la lectura, se ha quitado el supraindice h que hace re-
ferencia a campos discretos.

En forma compacta, el residuo REZF;E)) del sistema de ecuaciones A.21-A.22 puede
expresarse:

u,Te ) (u,7e)

., . . int
en funcion del vector de fuerzas internas generalizada F(Zn;)):
sl €

Nelem
| F'z(Lmt) /n [fge (BZT o,(i—i—l)) dQE:|
Fioo) = = (A.24)
' F~(lnt) (i41) Telem
- (Mz +Dz)7T, " — Al [ [ (NET 784D dg]
y el de fuerzas externas F(¢*9):
Nelem
F&ext) eT 4x(i+1)
Fleat) — = é} [ (NI #) i (A.25)
(ext)
F;€ 0

A.4.2. Retorno a la superficie de dano

La actualizacion del tensor de tensiones y el calculo del operador tangente consistente
se realiza siguiendo un esquema de Euler retrasado. En este contexto, el algoritmo de
retorno a la superficie de dano puede formularse segiin el procedimiento que se resume en
el cuadro A.2.

A.4.3. Mbobdulo tangente algoritmico

Para la implementacion del modelo en un esquema iterativo de Newton-Raphson, es
necesario calcular la linealizacion exacta del esquema constitutivo. En este sentido la
primera variacion de la expresion de equilibrio y de la ecuaciéon adicional de gradientes se
plantea:

A (i+1)

6Fu(mt) (i+1) _ K. Sa+D + K> 57”12 (A.26)
o : A (i1
5F?mt) D) — g 600 4 Ko 57N-i+ ) (A.27)
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178 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Proyeccion elastica: Estado Trial

Pt =@ ) =g gD — )
¢§:ralz = 7D _ )
Fith — e et P — e Ce e
si Eﬁf;} < 0 (paso elastico)

P = @ Gl+) — () gl+) = g . gt — g

(7+1) . (s
B2 = (z+1) 5 ot = 52 U'(H—l)
si g:"j_all) > 0 (paso con evolucién de dano)
i 1)—=F (D) i+l
T'(Z+1) Te ; ;L ) =1
Ablandamiento Lineal Ablandamiento exponencial
q(1+1) _ q(z) + HAr q(z+1) _ L]QB*
i+1 (i41) . (s (i4+1 gUi+D) . .
éz ) _ z(i+1) : o.(erl) _ ﬂ2 O,(H-l) ﬁ2t ) _ r(z+1) : 0.(1+1) _ ﬁ2 a.(z+1)
(i+1) _ Hor(tH —g0+h (i+1) _ ¢tV G
3 - [rG+D]2 3 G [* @ + ]

Cuadro A.2: Algoritmo de retorno a la superficie de dano para la formulacién con gra-
dientes implicito.
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en donde se define:

Ko, = A [/Q BZT ﬂéi-i-l) Ce B’Z dQe:| (A28)
Nelem
Ku? _ A |: BZT ﬁ§i+1) §i+1) E(H_l) N;; d96:| (A29)
e= e
Nelem 1
K-y = /A} =y { / Nl gD T ge dm} (A.30)
e= 7—5 e
Nelem
K = Al / (B¢ ¢ BE + NET NY) dge} = D: + M; (A.31)

La forma explicita del tensor constitutivo algoritmico resulta en consecuencia:

Kuu Ku?
o= Ko K] am

A.5. Resultados numéricos

Para los dos ejemplos reportados, se consideran elementos triangulares y cuadrangu-
lares con interpolacion cuadratica en desplazamientos y lineal en deformacion equivalente
no local.

A.5.1. Test de traccion

El problema consiste en estirar uniaxialmente una barra, bajo hipotesis de estado plano
de deformacion, hasta que el proceso de degradacion por dano produzca la falla mate-
rial. Los pardmetros geométricos y mecanicos utilizados para la simulaciéon numérica son
(ver figura A.2): longitud de la barra L = 100 [mm], area A = 10 [mm?] (por unidad de
longitud), tension dltima o, = 2 [N/mm?], modulo de Young E = 20000 [N/mm?], ablan-
damiento lineal caracterizado por un modulo Hy = —0,008 = cte (disipaciéon mecanica
méxima Dmech = 0,0125 [N/mm?]).

Para activar el mecanismo de localizacion se perturba la region central de la barra en
una longitud [, = 10 [mm] en donde la tension tltima se reduce un 10 %. El parametro
longitud intrinseca micro estructural [. esta representado por un coeficiente ¢ = 1 [mm?].
Por condiciones de simetria sélo se modela la mitad de la barra. En la figura A.3 se
han dibujado curvas carga desplazamiento para distintos niveles de discretizacion (160,
320, 640 elementos cuadrangulares). Estos resultados concuerdan con los obtenidos por
Peerlings et al. [PABBAV96] y claramente muestran convergencia a una solucién con
energia de fractura finita, conforme se refina la malla.
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180 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

Perturbacion

Su 10 [mm]

ANAAA

WL
(2]
=

+—+
Ip =10 [mm]

L=100 [mm]

Figura A.2: Test de tracciéon uniaxial. Geometria del modelo.

20 ‘
A --- 160 elementos
-=-= 320 elementos
— 640 elementos
15
z
RS
(0]
=}
L
5 L
0 i i o L 7 |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Desplazamiento du [mm]

Figura A.3: Test de tracciéon uniaxial. Ley de ablandamiento lineal. Curva carga despla-
zamiento para distintas mallas.
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La evolucién de la variable interna de dano (d) y la deformacion equivalente no local
(Te), sobre distintos puntos en la curva de equilibrio, puede observarse en la figura A .4,
en la semi longitud de la barra (test de 640 elementos).

— Punto A — Punto A
= Punto B _ = Punto B
— Punto C || §08 — Punto C ||
= Punto D o = Punto D
- Punto E g - Punto E
<
1 20.6 1
®
=
>
o
@
4 5 04 4
[S]
®©
£
S
B 0.2 1
=)
L i 0 T —— "
10 15 20 0 5 10 15 20
Distancia [mm] Distancia [mm]

Figura A.4: Test de traccion uniaxial. Ley de ablandamiento lineal. Curvas de evolucion:
(a) Variable de dano d. (b) Deformacion equivalente no local 7¢

Para este problema particular, la formulacion de gradientes tiene la capacidad de cap-
turar adecuadamente el proceso de incremento de deformacién en la zona de localizacion
y descarga elastica fuera de la misma.

A continuaciéon asumimos la misma barra con idénticas caracteristicas geométricas
pero en este caso con un mecanismo de ablandamiento de tipo exponencial con un moédulo
inicial Hy = —0,016. La curva de respuesta fuerza desplazamiento es significativamente
diferente (ver figura A.5-(a)) respondiendo al tipo de ley impuesta.

20 : ‘
AR B | = 640 elementos | = Punto A
—— Punto B
= Punto C ||
] = Punto D
15 = Punto E
Z 4
810 :
[}
>
T i
5 4
E
0 1 —o0— 0 I i 1
0 0.05 0.1 0.15 0 5 10 15 20
Desplazamiento [mm] Distancia [mm]

Figura A.5: Test de traccion uniaxial. Ley de ablandamiento exponencial: (a) Curva de
respuesta carga desplazamiento. (b) Curva de evolucion de la variable de dano.

La figura A.5-(b) revela una falencia propia de la formulacién. Como se observa, la
curva de dano correspondiente al punto C' ha alcanzado su valor méximo, sin embargo
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182 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

a partir de ese momento incrementos de deformacion producen un fenémeno de difusion
del dano desde el centro hacia los extremos de la barra. Este mecanismo, fisicamente
inadmisible, es consecuencia de una pobre descripcidon cinemética incapaz de capturar
macro fisuras cuando la degradaciéon material es completa. En estas circunstancias, la
inclusion de una discontinuidad en desplazamientos parece ser una estrategia adecuada
capaz de incorporar una condicién de borde libre de tensiones y evitar el proceso de
difusion espureo del dano [SWS03].

A.5.2. Viga de tres puntos

Este ejemplo representa un test clasico de flexion en una viga sometida a fuerzas en
tres puntos. El ensayo esta especialmente disenado para fomentar el modo I de fractura.
El mismo consiste en una pieza de hormigén simplemente apoyada a la cual se le impone
un desplazamiento vertical monétonamente creciente (du) en correspondencia con una
entalla practicada en la seccion central de la viga, induciendo la iniciacion del proceso
de degradacion y posterior desarrollo de fisura. Las proporciones geométricas del modelo
pueden observarse en la figura A.6. Los pardmetros mecéanicos utilizados para el analisis
son los siguientes: £ = 300000 [kg/cm?]|, v = 0,20, 0, = 33 [kg/cm?], e = 5 [em] (espesor
de la viga). Desde el punto de vista constitutivo, el material se caracterizo teniendo en
cuenta varios aspectos: un coeficiente ¢ = 0,01 [em?] (de acuerdo con los trabajos de
M.G.D. Geers et al. [GABP00]), un modelo de dano exponencial modificado para que la
degradacion se produzca solo en traccion (ver capitulo 2, seccién 2.6), y un modulo de
ablandamiento por deformacion Hy = —0,026, estimado de forma tal que se verifique la
energfa de fractura correspondiente al material en estudio (aproximadamente Gy = 0,120

[kg/cm]).

| 100 [cm] | 100 [cm] |
| | |

Figura A.6: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Geometria y condiciones
de contorno del modelo.

La curva de respuesta obtenida, en términos de la carga P y desplazamiento de aper-
tura CMOD (Crack Mouth Opening Displacement), se ajusta bastante bien a resultados
experimentales y es comparable con otro tipo de aproximacién basada en un modelo de
discontinuidades fuertes como el discutido en el cuerpo de esta tesis (ver figura A.7).

En la figura A.8 puede observase un detalle de la discretizacion en la zona proxima a
la entalla y la posicion deformada para el maximo desplazamiento impuesto. Un total de
2770 elementos triangulares se han utilizado para la simulacion numérica.
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1
0.8 Py
R\
P
— ,' \
€06 7 o,
o Iy \
© I/ .
O \
04 \
‘\
KN
",
02 r - —
-=-= Discontinuidades fuertes
— Formulacién con gradientes
Resultados experimentales
| | I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Desplazamiento CMOD [cm]

Figura A.7: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Carga P vs. Despla-

zamiento CMOD. Comparacion de respuesta entre dos formulaciones alternativas y una
envolvente experimental.

Figura A.8: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Malla de elementos
finitos utilizada en la configuracion deformada (& 2770 elementos).
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184 Capitulo A. Modelo de dano con teoria de gradientes implicito

La figura A.9 pone de manifiesto la capacidad de la formulaciéon para predecir modos
de propagacion de fisura en funcién de la evolucion de la variable interna de dano.

1.00
I 0,80
00,60
10,40

I 0,20

0,00
Figura A.9: Flexion de viga entallada con fuerzas en tres puntos. Mapa de la variable de
dano d para un estado avanzado de degradacion.

A.6. Discusion

En este anexo se ha estudiado e implementado un modelo constitutivo de dano isétropo
con ablandamiento lineal y exponencial enriquecido con una formulacién de gradientes
implicita para simular numéricamente el comportamiento de materiales fragiles.

En vista de los resultados obtenidos puede decirse que el esquema resulta adecuado
como limitador de localizacion, evita la pérdida de elipticidad en la ecuaciéon de equilibrio
incremental, predice modos de iniciacion y propagacion de fisura fisicamente correctos;
ademas, para un adecuado nivel de discretizacién (en general muy elevado), se obtiene
objetividad en la respuesta. El valor de la carga limite y el comportamiento post-pico
pueden ajustarse bastante bien a resultados experimentales en funciéon de los parametros
que gobiernan el modelo.

Un aspecto importante a destacar es que la direccion de propagacion de fisura surge en
forma natural, a partir de la evolucion de la variable de dano. Este hecho representa una
ventaja frente a las clasicas formulaciones cohesivas discretas basadas en elementos con
modos embebidos, en las cuales es necesario estimar a priori tal trayectoria de propagacion.

Debe mencionarse la necesidad de una densidad de elementos importante para capturar
en forma objetiva los gradientes de deformacién durante el proceso de falla, hecho que
se traduce en un costo computacional excesivo. En este aspecto debemos dejar en claro
que desde el punto de vista de la eficiencia computacional y a partir del presente estudio,
nuestra conclusion es que el modelo de gradientes desarrollado no puede competir con
formulaciones de tipo discontinuidades fuertes, a igual nivel de precision en resultados.
Ademas, en problemas generales, dado que la trayectoria de discontinuidad no se conoce
a priori, si se pretende ganar performance numérica se debe contemplar la posibilidad de
acoplar algin esquema de remallado adaptativo.

Cuando la variable de degradacion alcanza el valor unitario en algiin punto del soli-
do, hemos notado un fenémeno de difusion esptirea del dano, evidenciada principalmente
por el modelo con ablandamiento exponencial. Este fenémeno (ya reportado por otros
investigadores) no tiene justificacion fisica y, como consecuencia secundaria, restringe se-
veramente la posibilidad avanzar sobre la curva de equilibrio, condicién indispensable para
modelar estructuras reales, en donde es comin que durante la generaciéon del mecanismo
de falla, una porcién del dominio se encuentre completamente sin resistencia.
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En sintesis del presente analisis concluimos que la mecénica del continuo enriqueci-
da con formulaciones de gradientes representa una estrategia adecuada para simular los
procesos ineléasticos en donde el mecanismo predominante es la degradacion material y la
micro fisuraciéon asociada. Cuando tales micro-fisuras coalescen y originan macro fisuras
la cinematica subyacente del continuo resulta demasiado limitada para capturar la reali-
dad fisica. Este inconveniente sugiere la necesidad de introducir de forma explicita en el
modelo numérico una discontinuidad. Algunos investigadores ya han insinuado la incor-
poracion de una cinemética discontinua en medios regularizados [SWS03, SS04, CMP04],
resultando en una linea de investigacion factible.
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Apéndice B

Estabilizacion mediante sub-escalas
ortogonales

En este apartado se pretende deducir el término de estabilizacion del esquema PGP
(SEEP) en el contexto tedrico del método de las sub escalas o multi escalas (sub-grid scales)
brindando una justificaciéon conceptual y variacionalmente consistente de la técnica de
estabilizacion introducida. La idea original de esta estrategia fue inicialmente propuesta
por Hughes [Hug95] para resolver ecuaciones escalares del tipo conveccion-difusion.

B.1. Meétodo de sub escalas

Resolver un problema por el método de elementos finitos consiste en encontrar dentro
de un espacio de dimensién finita V* € H (19) la mejor aproximacion a la soluciéon mate-

matica del modelo continuo. Dicho espacio discreto V* queda definido en términos de la
cantidad de grados de libertad adoptado y del orden de interpolacion de los elementos.
Esto implica que, una vez seleccionados estos dos ingredientes basicos del MEF (discre-
tizacion y tipo de funcion de interpolacion), queda definido un nivel de aproximacion o
escala, que se denominara de aqui en adelante la escala de elementos finitos E", capaz
de capturar una parte de la solucién real. En muchos problemas practicos, la escala E”
dispone suficiente cantidad de informacion de tal forma que el modelo formulado sélo en
términos de ésta brinda resultados satisfactorios. Por el contrario, en otras situaciones E"
resulta sobre restringida, ante ciertas caracteristicas particulares cinematicas del continuo,
siendo imposible representar el comportamiento fisicamente observable del material.

En este sentido, la idea subyacente que introduce el método de las sub escalas consiste
en incorporar explicitamente una nueva escala al problema E® (sub escala) para aproximar
aquella fraccion de la soluciéon que no pertenece a E" y por ende no se puede capturar por
un modelo simple de elementos finitos. En otras palabras, se asume la existencia de una
componente no resuelta y por ello se enriquece el espacio discreto de aproximacion para al
menos lograr capturar los efectos de [E° sobre la escala que si se resuelve numéricamente.
Esta metodologia es absolutamente general y de hecho se la ha utilizado en diferentes
contextos en la mecéanica del continuo (problemas de restriccion por incompresibilidad,
localizacion de deformaciones, etc).

Para nuestro caso en particular, es bien sabido que al utilizar formulaciones mixtas con
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188 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

igual orden de interpolacion en las variables primales (u,p), el espacio de aproximacion
del campo de desplazamientos resulta demasiado limitado comparado con el de presiones,
obteniéndose como consecuencia final resultados numéricos oscilatorios. Una alternativa
logica podria ser la introduccion de una sub escala adicional en el campo u(x). Se asume
entonces que el campo de desplazamientos del continuo tiene dos componentes, una aso-
ciada a la escala discreta E" (gruesa) y la otra vinculada a la sub escala E* (fina). Luego
para que la estrategia numérica capture en forma adecuada el comportamiento real, se
hace necesario aproximar consistentemente E” y E*. La escala gruesa E" puede resolverse
mediante interpolacion estandar de elementos finitos, sin embargo no resulta tan evidente
como aproximar E°. De hecho en la practica nos conformamos con proponer un espacio
para E® (aqui referenciado como V*) que al menos incluya localmente (a nivel de cada
elemento finito) los efectos de la escala fina en la soluciéon. En este apartado se introducen
las hipodtesis y simplificaciones bésicas adoptadas para tal fin.

A partir de estas ideas surge que el espacio en donde ha de buscarse la soluciéon al
problema tiene la forma:

VeVie Vs (B.1)

teniendo en cuenta que la sub escala no aporta enriquecimiento en la frontera I', de alli
la simbologia V. En la expresion anterior se ha considerado:

Vhc H (19) . V" . espacio discreto estandar de EF (B.2)
V5 C W ; V; : espacio discreto de la sub escala (B.3)
donde V! es un espacio, atn por definir, pensado para incorporar la fraccion de la solucién

que no esta incluida en H (19).
El campo de desplazamientos se aproxima entonces considerando dos componentes:

u=u"+u’ (B.4)
definiendo:
u €V ; u:campo de desplazamiento discreto total (B.5)
u" € V" . u": componente asociada a la escala gruesa E" (B.6)
u® €V ; u’: componente asociada a la escala fina E*, u®|ze ) =0 (B.7)

Con el mismo razonamiento, se construyen las variaciones admisibles de w de la forma:

w=w"+w’ (B.8)

w €V, ; w : variacién admisible de desplazamiento (B.9)
w" € V', w" : variacion admisible en E", w"|zcr,) = 0 (B.10)
w® €V ; v’ : variacion admisible en E*, w®|(zcr) =0 (B.11)

1Como se demuestra en este anexo, la eleccion de ¥ serd consistente con el criterio siguiente: ¥ 1 I (1_0)
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B.1. Método de sub escalas 189

donde como es natural se tiene ademas:

Vor V)@V (B.12)

Los conceptos discutidos hasta el momento se representan graficamente en la figura

B.1. Alli se observa la curva de respuesta del modelo parametrizada en funcién del tiempo

t € [0,7], y en particular el vector solucién w(t) en un instante dado de la historia de
carga, en el espacio ampliado V = V" @ V.

V,c ¥

SOW=T

s E
3 !
3 uit)e (Vov)
<
& L
tzo_df Escala de EF h
u Ve Hyg

Figura B.1: Representacion esquematica del método de sub escalas en el espacio V" — V3

Observacion 37 se puede advertir que, en este contexto de andlisis, no se considera
enriquecimiento alguno para el campo de presiones, pero en teoria podria también incor-
porarse.

La version integral del problema mecanico mixto 5.8, considerando la introduccion de
la sub escala E® puede plantearse en un formato variacional clasico como sigue: encontrar
los campos discretos u” € V', u® € V5 y p" € Q" tal que se satisfaga:

(wh; V- [-p" T4+ S(u" +u’)]) + (w"; ) =0 Vw" € V! (B.13)

(w*; V- [-p" T+ S(u" +u)]) + (w; b) =0 VYw® €V (B.14)
h

(" % YV Eut)) =0 Vgt e Qb (B.15)

observandose que las ecuaciones B.13 y B.15 estan definidas en el espacio de elementos
finitos, mientras que B.14 en el de la sub escala.

Una primera hipoétesis a introducir es que el tensor desviador de tensiones puede
escribirse como la suma de dos componentes: una inducida sélo por la escala E” y la otra
s6lo inducida por la sub escala [E®, estando ambas desacopladas:

S(u" 4 u®) ~ 8"(u") + §*(u®) (B.16)
S (uh) = 2p dev](Vul)v™ — '] (B.17)
S*(u’) = 2udev[(Vu®)*¥™ (B.18)
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190 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

Observacion 38 la propuesta B.16 es licita en régimen eldstico. Como es sabido, en
plasticidad la funcion tensorial S no es lineal en w con lo cual la expresion anterior
deja de ser estrictamente cierta. No obstante, si consideramos a u® como una pequena
perturbacion del campo u", es decir ||u®|| < ||u"|| (el efecto de la sub escala es de orden
u® =~ O(h?) Codina [Cod00b]), es razonable admitir que la sub escala de desplazamiento
no genera deformaciones pldsticas, o bien que las mismas son despreciables frente a las
inducidas por u", con lo cual la aprozimacion B.16 conserva sentido aun en el campo
ineldstico. Una justificacion alternativa puede encontrarse en [CCVdS03].

Observacion 39 una importante consecuencia de la simplificacion introducida es que
S"(u") puede evaluarse mediante un algoritmo estdndar de retorno a la superficie de
fluencia, ya que sélo depende del campo de desplazamiento asociado a la escala E".

Teniendo en cuenta B.16, las ecuaciones B.13 (previa integracion por partes), B.14 y
B.15 pueden escribirse como:

(V)7 8" () + (V)" §°(w) -

1
Sst

—<V-wh;ph>—(wh;b>—/ (w"-t)dl[, =0 Yw" V! (B.19)

o

(w*;V - 8" (u")) + (w*; V - 8(u®)) — (w*; Vp") + (w®;b) =0 Vw® cV; (B.20)
h
(q"; (% +V-u")) " V-u)) =0 VYihe Q"  (B.21)
82,

Salvo por la presencia de los dos términos adicionales S, y 8%, las formas integrales
B.19 y B.21 corresponden a la aproximacion usual de elementos finitos para un problema
mixto (nétese que estan definidas sobre los espacios V" y Q"). Estos son precisamente
términos de estabilizacion, responsables de incluir el efecto de la sub escala sobre la
solucion discreta estandar del MEF. Por otro lado, la ecuacion B.20 asociada a [E*, se
utiliza como restriccion adicional para aproximar w®, con lo cual el problema completo
queda definido, al menos desde un punto de vista conceptual.

Para llegar a las expresiones finales del esquema PGP, discutidas en el capitulo 5
seccion 5.3.1, atin se hace necesario introducir algunas hipétesis simplificativas y operar
matematicamente sobre el sistema B.19-B.21. Debe enfatizarse que el objeto fundamental
de estas aproximaciones es obtener una estimacion computacionalmente factible de los
efectos que introduce la sub escala en la formulacion, sin que ello implique la necesidad
de calcular exactamente w®. Las consideraciones que se detallan a continuacién, y hasta
el final del apéndice, siguen esta filosofia.

El término SL,, teniendo en cuenta B.18, se puede escribir:

Sk = (Vahyr™ s 24 dev[(Vart) ™) (B.22)

= —(V - {2udev[(Vw")™¥ ™} ; u) + /F[us A (Vaw™)¥™ . pldr (B.23)
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B.1. Método de sub escalas 191

luego si se utiliza interpolacion lineal por tramos para u" (y en consecuencia para w"),
como el caso presente, y recordando que u’|zcr) = 0, se concluye trivialmente que Sk
no tiene influencia en la formulacién, con lo cual la expresion B.19 representa el balance
de momento lineal estdandar. Dicho de otra forma, en este contexto de anélisis no existe
estabilizacion en la ecuacion de equilibrio clasica.

Observacion 40 el término Sk, no se anula al utilizar espacios discretos de mayor orden,
en tales situaciones es necesaria su correcta evaluacion.

Un punto clave en el planteamiento formal de esta metodologia es conservar el caracter
fuerte (en el sentido de no aplicar integracion por partes) en la ecuacion B.20. Este hecho
aporta varias consecuencias favorables, a saber:

= permite escribir B.20 de una forma alternativa:

(w*; V- 8 (u)) = —(w®;[V-S"(u") — Vp" +b]) VYw® cV; (B.24)
L(u) ) M ”

donde se observa claramente que V - §*(u®) (y por lo tanto u®) depende en cierta
medida de la proyeccion del residuo obtenido a partir de la escala de elementos
finitos ", sobre el espacio de la sub escala V.

= permite, basdndose en la misma justificacion expuesta anteriormente, anular el tér-
h

mino (w*;V - S"(u")), al utilizar interpolacion lineal para u”.

s dado que el campo u® esta afectado por una doble diferenciacién espacial, aqui
representada por la aplicacion L£(u®), es posible introducir localmente (a nivel de
cada elemento finito) una aproximacion de la forma:

L.(u®) ~ -7 u? (B.25)

€ €

donde 7, es una matriz de estabilizacion, que segin el razonamiento siguiente (véase
B.26), dependera en forma proporcional a h?, siendo h, una medida caracteristica
de cada elemento:

V- Sel = IV - 2udev(V¥Mud)l|| = —- [lull (B.26)

Un formato muy utilizado para el operador 7. y que ha generado resultados satis-
factorios es simplemente:

7. = diag(Te, ..., Te) (B.27)
definiendo 7, como sigue:
h2
Te = C—= (B.28)
2u*



192 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

donde ¢ &~ O(1) es un coeficiente de estabilidad y p* el moédulo de corte secante. De-
be aclararse que desde el punto de vista computacional 7, es un pardmetro robusto,
en el sentido que variaciones del coeficiente ¢ (dentro del orden establecido O(1)),
no tienen un impacto significativo en la respuesta. En Codina [Cod00b| puede en-
contrarse un estudio basado en anélisis de Fourier para deducir valores admisibles
del parametro 7.

B.2. Meétodo de sub escalas ortogonales

Hasta el momento, nada se ha dicho con relaciéon a qué criterio debe adoptarse para
estimar el campo u® y dar un formato definitivo al segundo término de estabilizacion
S? en B.21. Si bien existen diversas alternativas, una eleccion natural para generar el
espacio complementario Vj, de la sub escala E°, es proponer que éste resulte ortogonal
al espacio de elementos finitos V*. De este modo surge el procedimiento de estabilizacion
denominado Método de Sub Escalas Ortogonales (Orthogonal Sub Scales (OSS)) [Cod00a].

En esta metodologia se considera entonces que:

Vi LV (B.29)
Ve~ Vit (B.30)

donde Vj es el espacio complementario ortogonal al de elementos finitos. La sub escala u*
y su variaciéon admisible w® quedan definidas mediante:

u® € V)* (B.31)
w* e VIt (B.32)

Por practicidad se introducen los operadores de proyecciéon sobre V" y V" de la forma:

Pu} =u" e V" (B.33)
P {u} =u® e Vi* (B.34)
P"{(e)} = (o) — P"{(o)} (B.35)

Si ademas se asume, como es usual, que el campo de fuerzas de volumen b puede ser
descrito completamente en el espacio V'

P"{b} =0 (B.36)
la ecuacion B.20, considerando el conjunto de hipétesis enunciadas e introduciendo un

proceso de ensamble de términos integrales evaluados a nivel de cada elemento finito, se
puede expresar como:
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B.2. Método de sub escalas ortogonales 193

Nelem Nelem
A (wsir ) = A (w i) Va® € Vit (B.37)
Nelem Nelem
A wsirtug) = A s -l vw® € Vi (B.38)
Nelem Nelem
A (wsirtug) = A s PPV v € Vit (B.39)

de donde surge trivialmente que la definiciéon del campo de desplazamiento asociado a la
sub escala responde a la forma:

ul =1 P"{=Vpi} = —7(Vpl — PM{Vp}) € Vi* (B-40)

Observacién 41 de acuerdo con B.37, u® es la proyeccion del residuo r"* sobre el espacio
ortogonal a EF, a menos de un factor de escala. Segin las consideraciones introducidas,
inicamente la componente Vp" interviene en tal proyeccion, véase B.38.

Observacion 42 la componente u® no necesariamente es continua a través de los con-
tornos elementales. Para obtener las ecuaciones finales B.37-B.39 debe considerarse solo
la contribucion de la sub escala en el interior de los elementos, despreciando las integrales
entre las interfaces de los mismos.

El campo de gradiente de presion proyectado sobre el espacio de elementos finitos,
PM{Vp"}, se incorpora como una nueva variable independiente, referenciada por simpli-
cidad como:

" = ph{vp"y ; m"ep" (B.41)

la cual también se aproxima por interpolacion lineal a trozos.
Reemplazando la ecuacion B.40 en B.21 y debilitando el término 8% se obtiene:

h Nelem

(@5 V-u) g Dy A (Ve (V- TT) =0 v e @ (B.42)

KR e=1 /

~~
PGP
Sst

Finalmente, la formulaciéon mixta estabilizada puede describirse en los siguientes tér-
minos: encontrar (u”, p, II") € (V" x Q" x V") tal que se satisfaga:

(V)™ S (uh)) — (V- wh: ph) — (s pb) — / (wh - +)dl, Vw' e V! (B.43)

o

h Nelem
(q"; % +V-ul) + Al (V" m(Vp" —II").) =0
(" (Vp" —II")) =0

Yo" e Q" (B.44)
vn" e V' (B.45)
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194 Capitulo B. Estabilizacién mediante sub-escalas ortogonales

donde n" es el campo de variaciones admisibles del gradiente de presion proyectado (n" =
6IT). Obsérvese ademés que la ecuacion B.45 es la que permite computar IT" en forma
consistente con el espacio complementario de la sub escala adoptado.

El sistema B.43-B.45 es precisamente aquel presentado y evaluado numéricamente en
el capitulo 5.

De los aspectos discutidos en este apéndice se pueden enumerar algunas observaciones
finales:

= el campo de la sub escala efectivamente tiene orden O(h?), con lo cual su aporte
cinemético decrece al refinar la malla.

= u° es lineal por tramos y discontinuo entre elementos.
= a pesar que u’ se evalua a nivel elemental no es posible condensarlo en forma estatica.

= segin las consideraciones hechas, sélo se incorpora estabilizacion en la ecuacion de
restriccion volumétrica, mientras que el balance de cantidad de movimiento lineal
se resuelve en forma estandar.

= si bien durante el procedimiento descrito pueden observarse ciertas hipotesis carentes
de una justificaciéon completamente consistente, debe considerarse también que al
densificar la malla su “posible” influencia sobre la respuesta disminuye rapidamente.
El fin que tienen tales simplificaciones es aproximar en forma eficiente el efecto de
la sub escala para aliviar una restriccion presente en la escala de EF (E"), sin que
ello implique su evaluacion exacta.
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Apéndice C

Esquema PGP. Implementacion en un
entorno paralelo.

Para poder abordar eficazmente la simulacion computacional de grandes problemas
estructurales, es necesario utilizar estrategias numéricas de alta performance (HPC: High
Performance Computing). Si bien el estudio de estas técnicas avanzadas no esté estrecha-
mente vinculado a la linea general seguida en la presente disertacion, la tendencia actual
seguida por la comunidad cientifica mundial durante los tltimos anos hacia este tipo de
desarrollos, hace mas que razonable su estudio. Se pretende con ello disponer de un funda-
mento conceptual introductorio para posibles desarrollos futuros en esta promisoria rama
de la mecanica computacional.

Siguiendo tal filosofia, en este apartado se introducen los aspectos basicos de imple-
mentacion del esquema mixto estabilizado PGP (discutido oportunamente en el capitulo
5) en un entorno de célculo distribuido, [SSH04b, SHS04]|. Como objetivo mas ambicioso,
y por ende fuera del alcance de este trabajo, se pretende formular todo un conjunto de
algoritmos y estrategias numéricas para el modelado de fractura en materiales, haciendo
uso de metodologias en paralelo.

C.1. Topicos de implementacién en paralelo

La plataforma de trabajo utilizada es un codigo general de elementos finitos en paralelo
de proposito multiple PETSc-FEM (Storti et al. [SNP]). Este es un software abierto que se
encuentra en constante desarrollo en el Centro Internacional de Métodos Computacionales
en Ingenieria (CIMEC).

PETSc-FEM corre en un cluster tipo Beowulf, haciendo uso de las librerias PETSc
[BBGT01, BBGT02, BGMS97| para resolver operaciones de algebra lineal, MPI [GLS95|
como herramienta de comunicaciéon entre procesadores y esta basado en un paradigma de
programacion orientado a objetos. De hecho PETSc-FEM es una libreria formada por un
conjunto de aplicaciones desarrolladas para simular problemas de multi-fisica, como por
ejemplo:

= ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes

= ecuaciones compresibles de Euler
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196 Capitulo C. Esquema PGP. Implementacién en un entorno paralelo.

= modelo de aguas poco profundas (shallow water)
= sistemas advectivos-difusivos generales

= ecuaciones de Laplace

s clasticidad

= vy como aporte adicional, en el marco de esta tesis, se han agregado modelos de
plasticidad junto con una formulaciéon mixta estabilizada para resolver casos de
incompresibilidad en mecénica de soélidos.

Cada una de estas aplicaciones puede dividirse conceptualmente en dos modulos: ru-
tinas a nivel de los elementos y algoritmo principal.

En el primero de ellos se computan los vectores de estado, el residuo de las ecuaciones
discretas y el jacobiano o matriz de rigidez consistente con la formulacién. En este punto,
la algoritmia a utilizar no logra diferenciarse en absoluto de un cédigo secuencial.

En el segundo modulo, el algoritmo principal, se especifican caracteristicas globales
del problema a resolver (definiendo por ejemplo si es un caso lineal o no-lineal, estaciona-
rio o transitorio, etc), también a este nivel se ejecutan rutinas para lectura de malla, se
ensamblan vectores y matrices globales de tipo PETSc, se verifica la convergencia, etc. En
este sentido, la libreria PETSc permite al usuario manipular estructuras de datos com-
plejas, alocar informacion en cada nodo del cluster, como asi también realizar llamadas
a subrutinas de algebra matricial (incluyendo solvers de sistemas de ecuaciones lineales),
todo ello en un entorno de memoria distribuida y con la ventaja adicional de no tener que
programar explicitamente en paralelo.

Basicamente, el flujo de calculo se distribuye entre varios procesadores (se paraleliza)
en dos puntos bien definidos dentro de la estrategia numérica global.

Como es sabido, en el contexto del MEF estandar, el computo de las variables en el
interior de cada elemento estd completamente desacoplado de los restantes, induciendo
naturalmente un primer nivel de bifurcaciéon en el calculo. Para ello se hace necesario
fraccionar la malla de manera tal que cada nodo contenga un patch (o grafo) de elementos
y realice cuentas sobre ellos. En PETSc-FEM, esta subdivision de la malla se realiza
utilizando un particionador de grafos no estructurado (METIS [KK97]).

El otro punto clave de paralelizacion es al momento de factorizar el sistema de ecua-
ciones. En general para tal proposito se utilizan estrategias iterativas ya que los métodos
directos de solucion resultan extremadamente acoplados, con lo cual la excesiva comuni-
cacion entre procesadores hace disminuir drasticamente la eficiencia computacional, véase
figura C.1.

Observacion 43 la introduccion de una formulacion mixta estabilizada, como el caso
presente, incrementa el numero de incognitas a resolver, pero no varia la estructura bdsica
del algoritmo paralelo descrito.
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C.2. Solucién del sistema de ecuaciones

Nuestro estudio se restringe a analizar las propiedades de convergencia de métodos ite-
rativos y costo computacional en paralelo para resolver el sistema de ecuaciones resultante
del esquema mixto estabilizado PGP. Debe aclararse que dicha formulaciéon resulta simé-
trica pero no necesariamente definida positiva. Los resultados mostrados en este anexo se
corresponden a la solucién del sistema monolitico 5.24, que por comodidad se rescribe a
continuacion:

( Nelem

e=1

|:/ BeTse(,ae) dQ€:| . GOﬁ _ F&e:}:t)

1 . C.1
—G(j;’fl,—|:—Mp+L:|ﬁ+HTH:O (€1
Y

Hp—- M,IT=0

\

es decir sin desacoplar el campo II , 1o cual representa un desafié incluso mayor para el
solver lineal. El hecho de evaluar monoliticamente C.1 nos ha permitido ademas verificar
satisfactoriamente la metodologia simplificada descrita en el capitulo 5 (seccion 5.3.2) en
términos cualitativos y cuantitativos.

En particular se analizan dos estrategias iterativas para resolver C.1:

» Estrategia E-1: procedimiento iterativo global, aqui referenciado como GGMRES,
resolviendo el sistema completo de ecuaciones en paralelo utilizando GMRES (Ge-
neralized Minimal Residual Method).

» Estrategia £-2: método de Descomposicion de Dominio (DDM). Se ha encontrado
que, en cuanto a eficiencia computacional, las metodologias del tipo DDM son més
adecuadas frente a los esquemas iterativos globales, especialmente para problemas
grandes y mal condicionados. Esta técnica se basa en particionar el dominio com-
pleto en subdominios y distribuirlos entre los diferentes nodos, de tal forma que el
procedimiento completo de calculo pueda dividirse en dos fases: resolver las incog-
nitas internas en cada subdominio y resolver las incognitas globales en las interfaces
de los mismos. El sistema de incognitas internas se resuelve localmente en cada pro-
cesador utilizando métodos directos (tipicamente descomposicion LU). Los grados
de libertad en la interface forman parte de un sistema global, el cual se resuelve ite-
rativamente utilizando nuevamente un esquema de tipo GMRES. Por lo expuesto,
esta procedimiento de calculo se referencia de aqui en adelante como esquema I1SD
(Interface-Iterativo/Subdominio-Directo).

Observacion 44 debe agregarse que, siguiendo la misma filosofia descrita anterior-
mente, a su vez cada subdominio en cada nodo del cluster puede resolverse utilizando
nuevamente un Método de Descomposicion de Dominios (DDM).

El requerimiento de memoria para el procedimiento iterativo global (GGMRES) y
para Descomposicion de Dominios (DDM) crece a medida que disminuye la tolerancia del
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198 Capitulo C. Esquema PGP. Implementacién en un entorno paralelo.

error admisible en la solucion. DDM necesita mayores recursos de memoria (y tiempo de
CPU) que GGMRES para tolerancias groseras. Sin embargo la tasa de crecimiento del
consumo de memoria RAM (y del tiempo de CPU), al disminuir la tolerancia, es mayor
para GGMRES comparado con DDM, como se muestra en la figura C.1. Luego, DDM
resulta mas eficiente cuando se requieren tolerancias mas ajustadas, como suele suceder
en aplicaciones practicas, para mayor detalle véase ademéas [SDP03].

A - A
S &
= >
3 =
S | Directo | Directo
a _____________________ .g ______________________
-log(tolerancia) - -log(tolerancia)
(a) (b)

Figura C.1: Performance en paralelo para solvers directos e iterativos: (a) Tiempo de
CPU para distintas estrategias de solucion. (b) Consumo de memoria RAM para distintas
estrategias de solucion.

Como se menciond, el hecho de fraccionar el dominio completo en subdominios no sola-
pados origina un problema de interface cuya matriz representativa se denomina Matriz de
Complemento de Schur (MCS). El tamano del sistema de interface es mucho menor que
el sistema global y por lo tanto se encuentra mejor condicionado. Aun asi, para mejorar la
performance computacional, el problema de interface puede precondicionarse con lo cual
el nimero de condiciéon de la MCS disminuye. En este sentido, aqui utilizamos un precon-
dicionador denominado ISP (Interface Strip Preconditioner) recientemente desarrollado
por Storti et al. [SDP*03], disefiado para métodos de descomposicién de dominios. Es-
te estda basado en resolver un problema sobre una delgada tira de nodos alrededor de
las interfaces de los subdominios, de forma tal que las altas frecuencias del operador de
Steklov! puedan capturarse correctamente. El precondicionador ISP requiere menos me-
moria y costo computacional que el clasico precondicionador Neumann-Neumann y sus
variantes. Ademas el ancho de la tira de nodos puede utilizarse como un pardmetro para
decidir qué cantidad de memoria asignar para propoésitos de precondicionamiento.

En este trabajo se ha extendido la aplicacion de las estrategias IISD /ISP al contex-
to de la mecénica de sélidos, comparando ademas su performance con otros esquemas
alternativos de soluciéon y precondicionamiento.

! Asumiendo que £ es el operador que gobierna el problema a nivel del continuo, el operador de Steklov
es aquel que proyecta a L sobre el espacio de la interface. La Matriz de Complemento de Schur representa
la version discreta tal proyeccion.
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C.3. Test de elasticidad incompresible

El problema de elasticidad incompresible en 3D presentado en el capitulo 5, se estudia
ahora desde el punto de vista de la eficiencia computacional en paralelo (para mayores
detalles en cuanto a la descripcion del ejemplo véase en particular la seccion 5.4.2). Para
su resoluciéon se ha utilizado un conjunto de 9 procesadores P4 2,4 [GHz|, 1 Gb-RAM
DDR 333 [MHz.

En la figura C.2 se observan los dos modelos discretos de elementos finitos utilizados
en el presente test, cada uno compuesto de aproximadamente 56000 y 90000 tetraedros
lineales en u, p y II (desplazamiento, presion y gradiente de presion proyectado) respec-
tivamente.
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Figura C.2: Modelo PGP, performance en paralelo. Ejemplo de bloque elastico incompre-
sible. Mallas de elementos finitos: (a) 56000 elementos tetraé¢dricos (b) 90000 elementos
tetraédricos.

El anélisis comparativo del costo computacional para resolver el sistema monolitico
C.1, considera las dos estrategias ya mencionadas en la secciéon anterior. En el primer
caso (E-1: GGMRES) se utiliza un precondicionador estandar Jacobi, mientras que en el
segundo (E-2: IISD) se analiza la performance relativa del precondicionador ISP? con el
de Jacobr.

En las figuras C.3 y C.4, se muestra el ntiimero de iteraciones requeridas por el solver
lineal al reducir 10 6rdenes de magnitud la norma relativa del residuo, para las dos mallas
respectivamente. Las diferencias entre IISD y GGMRES son méas que evidentes, véase
también tabla C.1 y C.2.

Notese que en el contexto de la estrategia IISD, el precondicionador ISP requiere
menos iteraciones que el precondicionador estandar Jacobi en una relaciéon practicamente
de 1/2 para ambas mallas, consecuentemente, el consumo de memoria para almacenar el
espacio de Krylov generado disminuye. Este hecho por si solo no implica necesariamente
una mejor performance del algoritmo. Sin embargo cuando comparamos tiempos totales de
CPU, en las tablas C.1 y C.2, se observa una mejora de aproximadamente 12 % entre ISP
y Jacobi. Si bien actualmente todavia se esta trabajando para lograr una implementacion

2En este ejemplo adoptamos para el precondicionador ISP un ancho de banda de nodos unitario
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I
—— GGMRES

Norma del residuo relativa

condicionador Jacob
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10" x x x x x
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Numero de iteraciones

Figura C.3: Modelo PGP, performance en paralelo. Ejemplo de bloque elastico incompre-
sible. Convergencia del solver lineal, test con 56000 elementos.
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Figura C.4: Modelo PGP, performance en paralelo. Ejemplo de bloque elastico incompre-
sible. Convergencia del solver lineal, test con 90000 elementos.
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mas eficiente del precondicionador ISP, los resultados mostrados en este apéndice son
alentadores.

| Estrategia de soluciéon | Precondicionador | Tiempos Absolutos | Tiempos Relativos |

GGMRES Jacobi 64,85 [seg] 3,33
IISD Jacobi 19,47 [seg] 1,00
1ISD ISP 16,93 [seg| 0,87

Cuadro C.1: Modelo PGP, performance en paralelo. Tiempos medidos en segundos de
CPU, referidos a la estrategia ISSD-Jacobi. Test con 56000 elementos

‘ Estrategia de soluciéon | Precondicionador | Tiempos Absolutos | Tiempos Relativos ’

GGMRES Jacobi 197,02 [seg] 3,83
IISD Jacobi 51,49 [seg] 1,00
1I1SD ISP 45,99 [seg] 0,89

Cuadro C.2: Modelo PGP, performance en paralelo. Tiempos medidos en segundos de
CPU, referidos a la estrategia ISSD-Jacobi. Test con 90000 elementos
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Apéndice D

Aplicacion de la CSDA al analisis de
vulnerabilidad estructural.

En este anexo se reportan resultados parciales de una linea de investigaciéon atn en
desarrollo, cuyo objetivo fundamental es la cuantificacion precisa de la probabilidad de
falla en estructuras de importancia, [PPL*05]. El trabajo completo se ha enmarcado en
un proyecto europeo de investigacion denominado NW-IALAD: Network on the Integrity
Assessment of Large Concrete Dams. El mismo contempla la utilizacion de un cédigo de
Redes Neuronales (Neuronal Network: NN) basado en un procedimiento de tipo Monte
Carlo (MC') para el analisis de vulnerabilidad estructural® de grandes diques en conjuncién
con una secuencia de andlisis no lineal por elementos finitos hasta la falla?. Nuestro aporte
radica en la obtencion de una gran cantidad de soluciones numéricas (deterministicas) para
una misma estructura utilizando la CSDA, en términos de carga limite y mecanismos de
colapso.

Este apéndice se ha incluido con la tinica finalidad de enfatizar la capacidad (robustez)
del algoritmo numérico global utilizado para simular fractura fragil, descrito en el capitulo
3y 4, en un problema 3D complejo dominado por el desarrollo de multiples fisuras. Con
esta idea en mente, no pretendemos discutir aquellos aspectos ajenos al analisis mecanico
de falla, y que complementan el desarrollo del proyecto.

D.1. Introducciéon

Durante los ultimos anos, las teorias y procedimientos para confiabilidad estructural
han alcanzado un importante desarrollo. Entre éstos puede mencionarse la incorporacion
del tratamiento probabilistico de las incertezas en los estados de cargas, resistencias del
material, etc. La vulnerabilidad, entendida como la probabilidad de falla frente a diversos
escenarios de carga, es un aspecto de suma importancia en el diseno, construcciéon, moni-
toreo y mantenimiento de obras civiles de alta prioridad como por ejemplo las presas. Este
analisis intenta cuantificar la probabilidad que tiene la estructura para satisfacer comple-

nstitute of Structural Analysis and Seismic Research, National Technical University of Athens
(NTUA), Athens 15780, Greece.

2Technical University of Catalonia (UPC), Campus Nord, Edifici C-1, C/Jordi Girona 1-3, 08034
Barcelona, Spain.
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204 Capitulo D. Aplicaciéon de la CSDA al analisis de vulnerabilidad estructural.

tamente los requerimientos de servicio y diseno con un nivel aceptable de seguridad ante
el colapso.

Encarar este complejo problema no es una tarea sencilla. Esta contribucion forma
parte de un proyecto interdiciplinario que avanza hacia este objetivo involucrando recur-
sos de varios institutos y/o universidades europeas (NTUA, UPC). Como una primera
aproximacion, este estudio supone considerar que las incertidumbres estéan asociadas sélo
a la caracterizacion del comportamiento material, mientras que los deméas factores como
estados de cargas, condiciones de contorno, condiciones de construccion, etc, no se con-
sideran entre estas incertezas. Siguiendo esta idea, la lista global de tareas a desarrollar
puede resumirse en:

= identificacion y definicion de las propiedades materiales que pueden sufrir variaciones
importantes (parametros inciertos) a utilizar en el modelo mecénico de falla. Para
el hormigoén, se adopta:

e Modulo de Young (E)
e Relacion de Poisson (v)
e Tension tdltima uniaxial (o)

e Energia de fractura especifica (Gy)

= estimacion o caracterizacion estadistica de tales parametros inciertos. Esto ultimo
puede asumirse en funcion de estudios previos o bien obtenerse mediante ensayos
experimentales.

= generacion de un nimero definido (nr) de combinaciones, cada una estara asociada a
un conjunto de cuatro parametros materiales {E, v, 0,,Gs}; @ = l...np, obtenidos
siguiendo una funcion de densidad de probabilidad pre-especificada (en general una
distribucion normal) a partir de los valores medios del material.

» seleccion de un caso de prueba (benchmark) para realizar la cantidad pre-establecida
(nr) de anélisis limite estructural y consecuente computo de capacidad de carga
ultima (trabajo presente).

= célculo de la confiabilidad (probabilidad de falla) utilizando un entorno de Redes
Neuronales entrenado en forma apropiada.

Este apéndice se limita s6lo a presentar algunos resultados correspondientes al cuarto
punto de la lista previa, y puede interpretarse como un estudio de sensibilidad paramé-
trico asumiendo que las propiedades del material pueden modificarse dentro de un rango
fisicamente admisible de variacion.

D.2. Ejemplos numeéricos

Se desarrollan a continuacion dos ejemplos. Para la resoluciéon de ambos se adopta
la CSDA, involucrando las estrategias numéricas discutidas en esta tesis (en particu-
lar aquellas presentadas en el capitulo 4) como por ejemplo: algoritmo de integracion
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D.2. Ejemplos numéricos 205

implicito-explicito, metodologia global de trazado de discontinuidad y elementos con mo-
dos enriquecidos de deformaciéon. Con respecto a este tltimo punto se utiliza la tecnologia
E-FEM, por cuestiones de precisiéon y costo computacional.

D.2.1. Viga de 4 puntos. Caso 2D

En esta seccion reproducimos un test experimental clasico, ampliamente utilizado en
mecénica de fractura para validaciones numéricas. El mismo corresponde al caso de una
viga apoyada en 4 puntos sometida a un modo predominante de flexion, véase figura D.1.
Recordamos que este ejemplo ha sido presentado en el capitulo 4, pero en esta ocasion el
objetivo es distinto. Se pretende ahora resolver este problema de propagacion de fractura
una gran cantidad de veces (1000 para ser mas especificos) variando la caracterizacion del
material.

J1.13P
[ < ]
0.13P | L P
A B
224,
l 82.
PR B
203 397 616l 397.  203.
(a) (b)

Figura D.1: Viga de 4 puntos: (a) Descripcion geométrica del modelo. (b) Trayectoria de
fisura obtenida experimentalmente.

En el cuadro D.1 se muestra el valor promedio de los parametros mecanicos, en concor-
dancia con el ensayo experimental reportado por Arrea & Ingrafea [AI82], y los méximos
y minimos adoptados para cada propiedad material.

FE v Oy Gf
[M Pa] [MPa] | [N/m]
Valor méximo 37081 | 0.331 | 4.904 | 158.941
Valor promedio | 24800 | 0.18 2.80 100.0
Valor minimo 13471 | 0.017 | 0.670 | 43.054

Cuadro D.1: Viga de cuatro puntos. Valores promedio y rango admisible de variacion para
los parametros del material.

Considerando tales valores y postulando que la aleatoriedad sigue una funciéon densidad
de probabilidad Gaussiana, se generan 1000 test, uno por cada combinacién de cuatro
parametros y se efectiian los correspondientes anélisis de falla utilizando la aproximaciéon
por discontinuidades fuertes del continuo.

En la figura D.2-(a) puede observarse la respuesta en términos de la curva carga P
versus el desplazamiento en modo deslizamiento (CMSD) obtenida numéricamente para
los valores medios del material y la envolvente experimental documentada por Arrea &
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Ingrafea, acorde a la misma caracterizacion constitutiva (mismos parametros). Se advierte
una adecuada correspondencia entre las dos soluciones.

200 T T T T
Envolvente experimental
[ == Solucién numérica usando los valores experimentales

160+ de los parametros materiales

PIkN]

80

401

CMSD [mm]

(a)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

= Solucién numérica

usando los valor
experimentales
de los pardmetrg
materiales

0.02 0.04 0.06 008 0.1
CMSD [mm]

(b)

Figura D.2: Viga de 4 puntos. Curvas de respuesta carga P vs. desplazamiento CMSD:
(a) Comparacion entre la solucion numérica via CSDA y la envolvente experimental. (b)
Curvas de equilibrio para todos los casos analizados.

Las trayectorias de equilibrio (P-CMSD) para la totalidad de los ejemplos estudiados
se muestran en la figura D.2-(b). A partir de la figura D.3-(a) y D.3-(b) queda en evidencia
la variacion en la carga pico y del desplazamiento CMSD, segtn el problema considerado.
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Figura D.3: Viga de 4 puntos. Resultados para los 1000 casos analizados: (a) Variacion de
la carga limite segtn el problema considerado. (b) Variacion del desplazamiento CMSD,
en correspondencia con la carga limite, segtin el problema considerado.

Finalmente, a modo ilustrativo, en el cuadro D.2 se transcriben 10 de los casos anali-

zados.
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Nombre del problema E v oy Gy Carga ultima | CMSD
[M Pad] [MPa] | [N/m)] [kN] [mm)]
v4p-0015 27699 | 0,2197 | 2,4831 | 60,6210 117,6618 0,0405
v4p-0020 24982 | 0,1824 | 2,1489 | 62,6940 108,8068 0,0442
v4p-0150 23036 | 0,1558 | 2,8217 | 81,3010 127,6422 0,0493
v4p-0225 23953 | 0,1684 | 2,5206 | 86,3941 125,1792 0,0543
v4p-0458 19840 | 0,1121 | 4,1581 | 98,0562 140,7802 0,0615
v4p-0550 23406 | 0,1610 | 2,9645 | 102,2470 140,3054 0,0550
v4p-0700 22288 | 0,1455 | 2,8721 | 109,4215 136,1133 0,0592
v4p-0745 27161 | 0,2123 | 1,7504 | 111,8349 115,6962 0,0512
v4p-0840 23285 | 0,1592 | 2,3254 | 117,8936 129,2772 0,0623
v4p-0970 25829 | 0,1941 | 2,6397 | 133,6778 148,5738 0,0633

Cuadro D.2: Viga de cuatro puntos. Conjunto de datos y resultados obtenidos para 10
combinaciones, tomadas arbitrariamente, de parametros del material.

Observacion 45 debe enfatizarse que la resolucion de cada problema hasta alcanzar el
mdximo valor de CMSD (falla completa), compuesto por aprozimadamente 2000 elementos
(1000 nodos) y considerando 400 pasos de tiempo (400 iteraciones), insume (en promedio)
solo 1,4-1,5 minutos en un ordenador personal estandar.

D.2.2. Presa de Scalere

El problema propuesto corresponde a la presa de arco de Scalere®. Esta represa fue
construida entre 1910 — 1911 y se encuentra ubicada en regién centro-norte de Italia. La
cota maxima de la cresta es 830,5 [metros| a.s.l., la altura maxima del dique es de 34
[metros] y la longitud de la cresta 158 [metros].

Para el analisis sistemético de falla se consideran fijos todos los pardmetros que definen
la estrategia numérica, permitiendo solamente variaciones en la descripciéon material. En
consecuencia, los resultados estardn asociados a tales perturbaciones fisicas.

Geometria

La geometria del dique de hormigén se ha tomado de [NW-|. S6lo se modela una
pequena parte de la fundaciéon debido a que el anélisis esta especialmente direccionado al
colapso de la presa propiamente dicha. Sin embargo, para recuperar el comportamiento
mecénico real, se deben aplicar las condiciones de borde apropiadas al modelo numérico.

En la figura D.4 y D.5 puede observarse la malla de elementos finitos desde distintas
perspectivas. La discretizacion estd compuesta por aproximadamente 13580 elementos
tetraédricos y 3047 nodos.

Condiciones de contorno

Las restricciones cineméticas a considerar son muy simples, a saber: las dos superficies
laterales y la cara inferior se asumen empotradas (A, B y C en la figura D.4-(b)), mientras
que las restantes estan libres.

3Este ejemplo se ha tomado como benchmark en Wp3Tg4 [GMMF03] (7" International Benchmark
Workshop 2003, Bucharest, Romania), véase también http://nwialad.uibk.ac.at/Wp2/Tg3/Seb/Ss9/Sss1.
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Figura D.4: Presa de Scalere. Geometria del modelo numérico: (a) Vista superior. (b)
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Figura D.5: Presa de Scalere. Geometria del modelo numérico: (a) Perspectiva aguas

arriba. (b) Perspectiva aguas abajo.
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El estado de cargas externas comprende el peso propio de la estructura (constante) y
la presion hidrostatica (variable). Se asume que el reservorio se llena con agua hasta la
cresta de la presa, ver figura D.6. La evolucion, en el pseudo-tiempo, del factor de carga
debe entenderse como un factor de proporcionalidad aplicado a la densidad del agua, de
tal forma que en un principio la densidad es cero, incrementéandose posteriormente hasta
que se alcanza la carga tltima de la presa. Este no es el escenario comun adoptado en el
diseno de diques, sin embargo, consideramos que este criterio es mas aceptable desde el
punto de vista de la falla estructural y ademas simplifica en gran medida la aplicaciéon
del empuje hidrostético. El valor maximo del factor de carga obtenido, determina el coe-
ficiente de seguridad.

Diagrama de presion hidrostética

Figura D.6: Presa de Scalere. Esquema simplificado para la aplicacion de la presion hi-
drostatica. Evolucion del factor de carga.

Propiedades del material

La estructura en estudio esta formada por dos materiales: la roca de fundacion y
el hormigén que conforma la presa. Para ambos se asume un modelo de dano continuo
isdtropo con diferente resistencia a compresion y traccion. Como simplificacion adicional
se consideran incertezas solo en la caracterizacion del hormigon (cuadro D.3) mientras
que el comportamiento mecanico de la roca se postula como deterministico (cuadro D.4).
En consecuencia, el analisis presente esta dirigido a evaluar la probabilidad de falla de la
estructura mas que la probabilidad de falla del sistema estructura-fundacion.

Observacion 46 ndtese, en el cuadro D.3, que ni la tension ultima a compresion (ag(,_))
ni la densidad material (p) se consideran como variables aleatorias.

Como en el ejemplo previo, a partir de los valores medios del hormigén y adoptando una
distribucion de probabilidad, se genera una cantidad establecida (nr) de combinaciones de
parametros ({E£, v, 0,,Gf}), v se realiza un analisis hasta la falla de cada una de ellas. En
este caso particular hemos adoptado ny = 100, y por ende se computaron 100 magnitudes
distintas de carga tltima.
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Hormigon
E v ol oy Gy p
Compresion | Traccion Densidad
[M Pa] [M Pal [M Pa] [N/m] [kg/m?]
Valores maximos | 22297 | 0.235 10.0 1.399 113.988 2300
Valores promedio | 20000 | 0.20 10.0 1.0 100.0 2300
Valores minimos 17690 | 0.172 10.0 0.614 88.907 2300

Cuadro D.3: Presa de Scalere. Valores promedio y rango admisible de variacion para los
parametros del hormigon.

Roca de Fundacion
E v crg(,_) Oy Gy
Compresion | Traccion
[M Pa] [M Pad] [MPa] | [N/m)]
| 20000 | 0.20 | 10.0 | 1.0 | 100 |

Cuadro D.4: Presa de Scalere. Pardmetros materiales para la roca de fundacion.

Resumen de las hipétesis introducidas

A continuacion remarcamos las principales hipotesis hechas para la resolucion de todos
los casos:

= s6lo dos materiales se modelizan: hormigén y roca.
= no hemos considerado elementos de interface entre la roca de fundaciéon y la presa.
= la roca se asume como deterministica.

= los cuatro pardametros materiales del hormigén tomados como variables aleatorias
son: modulo de Young, relacion de Poisson, tension tltima uniaxial y energia de frac-
tura, los cuales estdn definidos via una funcion densidad de probabilidad establecida
a partir de valores medios.

» se adopta un tUnico escenario numérico. Solamente las propiedades del hormigén
pueden modificarse.

= incremento monétono de la densidad del agua como principal estado de carga, se
considera ademaés el peso propio de la estructura.

Resultados numeéricos

El cuadro D.5 muestra resultados para 10 conjuntos de parametros, en términos del
factor de carga (columna 6).

En la figura D.7 se observa, para uno de los casos estudiados, la curva de evolucion
del factor de carga como funciéon del desplazamiento horizontal (direccion x) del punto P
en la cresta de la presa (véase figura D.4-(a) y D.5-(a)).

Los mapas de igual desplazamiento (figuras D.8-(a) y D.8-(b)) y la geometria del
modelo discreto en la configuracion deformada (ver figuras D.9-(a) y D.9-(b)) ponen en
evidencia el mecanismo de colapso de la presa. Este estd formado por la conjuncion de
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Nombre del problema E v oy Gy Factor de Carga
[M Pa] [M Pa] [N/m]
dam-004 20343 | 0,2046 | 1,0587 | 91,8538 7,23
dam-018 20106 | 0,2017 | 1,0223 | 95,9953 7,56
dam-027 21124 | 0,2152 | 1,2043 | 97,3479 7,74
dam-040 20650 | 0,2092 | 1,1226 | 99,0081 8,29
dam-042 19284 | 0,1901 | 0,8708 | 99,2920 7,98
dam-064 19425 | 0,1924 | 0,8954 | 101,9026 7,32
dam-077 17690 | 0,1717 | 0,6140 | 103,9041 5,17
dam-084 19980 | 0,1995 | 0,9968 | 105,3341 8,88
dam-089 20051 | 0,2006 | 1,0104 | 106,6047 8,78
dam-098 18884 | 0,1897 | 0,7947 | 100,5677 7,30

Cuadro D.5: Presa de Scalere. Conjunto de datos y resultados obtenidos para 10 combi-
naciones, tomadas arbitrariamente, de pardmetros del material.

Factor de Carga
<

-0.805 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
Desplazamiento horizontal (direccion x) Nodo P

Figura D.7: Presa de Scalere. Curva de equilibrio: Factor de Carga vs. Desplazamiento
horizontal del nodo P.
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212 Capitulo D. Aplicacion de la CSDA al analisis de vulnerabilidad estructural.

2 macro fisuras primarias que propagan a través del cuerpo del dique, como se puede
observar en las figuras D.10-(a), D.10-(b), D.11-(a) y D.11-(b). Sin embargo, debe hacerse
notar que el proceso disipativo completo también involucra un ntmero importante de
fisuras secundarias que se desarrollan tanto en el dominio de la presa como en la roca de
fundacion.

(a) (b)

Figura D.8: Presa de Scalere. Contornos de igual desplazamiento.

: 2
i

T VAT
REELECE

=

(a) (b)

Figura D.9: Presa de Scalere. Geometria en la configuraciéon deformada.
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Figura D.10: Presa de Scalere. Trayectorias de fisuras primarias.

(a)

(b)

Figura D.11: Presa de Scalere. Trayectorias de fisuras primarias.
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214 Capitulo D. Aplicaciéon de la CSDA al analisis de vulnerabilidad estructural.

Observacion 47 enfatizamos que para resolver cada presa hasta el colapso, en un orde-
nador personal, el tiempo de cdlculo promedio ha sido de 2 : 15 horas.

Observacion 48 la idea que se pretende transmitir, mediante los resultados mostrados
en este anexo, es la capacidad que posee el modelo de falla utilizado y la potencialidad del
mismo (bajo costo computacional) para encarar los primeros estudios de vulnerabilidad y
confiabilidad estructural aplicando conceptos de mecdnica de fractura mediante aproxima-
ciones por discontinuidades fuertes. Fsta aplicacion prdctica, de gran interés ingenieril,
se considera un aporte novedoso en el contexto de la presente investigacion.
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