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Abstract. En el presente trabajo se desarrolla un modelo de viga curva compuesta
deformable por corte. Para ello se emplea una formulacion cinematica no lineal, basada en
las denominadas rotaciones finitas semitangenciales. Se pone especial énfasis en la adecuada
consideracion de la deformabilidad por corte en forma completa, esto es por flexion y por
alabeo torsional no uniforme. El modelo de viga curva se implementa computacionalmente
mediante el método de elementos finitos para efectuar un andlisis paramétrico en diferentes
problemas de estdtica, dindmica de vibraciones libres y bajo tensiones iniciales y de pandeo,
para mostrar la respuesta de diferentes secciones y/o arquitecturas de laminacion.
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1 INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha reportado en el mundo una gran cantidad de investigaciones
referidas a la dindmica, estatica e inestabilidad de vigas curvas. Sin embargo muy pocos han
puesto de manifiesto los efectos de corte en forma general. En la teoria desarrollada por
Gendy y Saleeb!!! se considera la flexibilidad por corte en forma completa, es decir, corte
debido a flexion y corte debido al alabeo torsional no uniforme. Los autores ) extendieron
las aplicaciones contemplando estados arbitrarios de tensiones iniciales y formas mejoradas
de la flexibilidad por corte mediante el empleo de coeficientes de corte obtenidos en forma
consistente con el principio de Reissner. Estas dos teorias precedentes fueron encuadradas en
el contexto de los materiales isotropos. Aparentemente, Palani y Rajasekaran ! desarrollaron
la primer teoria de vigas curvas anisotropas con secciones arbitrarias de paredes delgadas,
pero sin contemplar la deformabilidad por corte y el modelo fue empleado exclusivamente
para evaluar problemas de pandeo. En la referencia [4], se consideraron efectos de curvatura y
en la cinematica del arco so6lo se contemplaron las componentes lineales. De forma que en tal
contexto, la prediccion de las cargas de pandeo de arcos, en determinado rango paramétrico
puede acarrear dudas, debido a que no se emplea una cinematica no lineal mas rica y
representativa. En este sentido, recientemente Kim, Min y Suh 1561 desarrollaron un modelo de
viga curva isotropa considerando componentes cinematicas no-lineales basadas en las
rotaciones finitas semitangenciales introducidas por Argyris ", aunque sin contemplar la
deformabilidad por corte. El modelo de Kim, Min y Suh, fue aplicado para analizar problemas
de pandeo en arcos de seccién monosimétrica. Los autores desarrollaron paralelamente un
modelo ! de viga curva ortotropa deformable por corte aunque sin incluir desplazamientos no
lineales en la formulacion, cuyas aplicaciones se orientaron principalmente sobre problemas
de estatica fuera del plano, desarrollando para ello un elemento finito de dos nodos, libre de
bloqueo por corte. Este modelo ha servido para desarrollar una teoria ['> ') de estatica para
vigas curvas anisotropas deformables por corte, que permite evaluar acoplamientos elasticos
intensos.

En este trabajo, sobre la base conceptual de la teoria descripta en la referencia [12], se
desarrolla un modelo de viga curva anisotropa que contempla la deformabilidad por corte en
forma completa, esto es, la deformabilidad por corte debida a flexion y la deformabilidad por
corte debida al alabeo torsional no uniforme. En la formulacion cinematica se incluyen
desplazamientos no lineales basados en las rotaciones finitas semitangenciales. La deduccion
del modelo se lleva a cabo aplicando el principio de trabajos virtuales. Una vez establecido el
funcional del problema se implementa una soluciéon mediante el método de elementos finitos,
introduciendo un nuevo elemento isoparamétrico de 5 nodos.

2 DESCRIPCION DEL MODELO

Se considera una viga curvada en el plano, con seccion genérica de paredes delgadas como
la expuesta en Figura 1. En ella se pueden apreciar los dos sistemas de referencia cartesianos
y dextrogiros, que se emplean. El sistema de referencia {C:%, 3, %}, es el principal y sobre el

mismo se mide la mecanica global de la viga. El sistema de referencia secundario {A: %, 3,7}
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es solidario a la linea media del perfil seccional y, en el mismo se evaltan las caracteristicas
propias de la seccion transversal. Las coordenadas (s, n) son tangente y normal a la linea
media, respectivamente, tal como se puede apreciar en la Figura2 a .

@ (b)

Figura 2. Descripcion del perfil y entidades geométricas de una seccion genérica

En la Figura 2.a se muestra el perfil de una seccion genérica de paredes delgadas, donde se
ven las entidades geométricas que permiten definir la cinematica de la seccion y por ende de
la viga. En tanto que en la Figura 2.b se muestra la manera en que se idealiza la seccion, como
si se tratara de una sucesion de segmentos indefinidamente pequefios, cada uno de los cuales
responde al comportamiento de una placa plana. Los puntos P, C, Op y O son ¢l polo de la
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seccion, el centroide geométrico de la seccidn, el centro de referencia y el origen de la
coordenada s. Con el objeto de simplificar la descripcion analitica del modelo los tres
primeros puntos se consideran coincidentes. Algunas teorias ) de materiales is6tropos suelen
definirse en funciéon de dos polos, para poder simplificar las expresiones constitutivas en
virtud de la anulacion de determinadas integrales en el area, sin embargo en el caso de
materiales anisotropos, la presencia de acoplamientos intensos, no permite tal anulacion,
conduciendo a expresiones mucho mas complejas.

2.1 Hipétesis cinematicas e hipotesis generales del modelo

La presente teoria de arcos anisotropos deformables por corte se desarrollara de tal forma
que pueda emplearse en diferentes problemas de mecanica estructural, permitiendo a su vez
contener como casos particulares a otros modelos precedentes de vigas curvas deformables y
no deformables por corte. En este contexto la teoria se basara en las siguientes hipotesis:

H.1- La seccion es indeformable en su plano, esto es que la proyeccion de cualquier
segmento recto de la seccion sobre un plano perpendicular al eje de la viga, luego de la
deformacién no manifiesta ninguna distorsion.

H.2- La seccion se considera compuesta por una sucesion de placas de pequefio ancho tal
como se ve en la Figura 2.b. cuyo espesor puede variar a lo largo de la coordenada perimetral
“s” pero se mantiene constante a lo largo del eje de la viga.

H.3- Se utiliza un solo sistema de referencia ubicado en el centroide geométrico de la
seccion. Los ejes de referencia no son necesariamente paralelos a las direcciones principales.

H.4- Las siguientes deformaciones se admiten como mas las representativas

L L L

4 &

-Deformaciones de primer orden debidas a desplazamientos lineales: €, ,,€,;

-Deformaciones de segundo orden debidas a desplazamientos lineales: n % ,n fy nk

NL _ NL _ NL
€ €

-Deformaciones de primer orden debidas a desplazamientos no lineales: €,,",€,, ,€,;
H.5- Se desprecian componentes de deformacion de orden superior debidas a los
desplazamientos de segundo orden, es decir n;vL .
H.6- Se considera que las componentes mas representativas del tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff son {G
H.7- Se contempla la existencia de un estado arbitrario de tensiones iniciales, cuyas

0 0 0

ey ’G)Cy ’GXZ

XX ’G Xy > G pv4
componentes mas representativas son{c

H.8- La funcién de alabeo consta de dos componentes: el alabeo primario o en el contorno
p(s) y el alabeo secundario w,(s,n) o en el espesor, el cual se supone con variacion lineal en
el espesor.

Bajo estas hipotesis el campo de desplazamiento puede definirse con las siguientes
expresiones:
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u)f(x,t)=uxc(x,t)—y(@z(x,t)—ux‘;x’t)j—zey(x,t)—m(ex(x,t)—eyimJ

uf (x,0) =u,.(x,t) = 2¢,(x,1), ub(x,t) =u_, (x,0)+ y o (x,1)

1
ui“(x,r)=—ﬂz¢x(x,z)[ez<x,r) ottt ’)j+y¢ (.00, (x, t)} @
WMy =2 {(¢ (0))? +(e( e ’)j }—(e( i ’))e( 0
uZNL(x,r)=—§[(¢x(x,t)) +6,n)f]-2 [9( X,1)— )je( x,1)

En (1) los superindices “L” y “NL” identifican a las componentes lineales y no lineales del
campo de desplazamiento. u,.(x,¢) es el desplazamiento axial, 0_(x,?) y 0 (x,7) son
parametros de rotacion flexionales (los cuales, en el caso de una viga recta coinciden con las
rotaciones flexionales), u,.(x,f) y u,(x,) son los desplazamientos transversales de la
seccion, ¢, (x,7) es la rotacion torsional de la seccion y 0 . (x,7) es una variable de intensidad
de alabeo. o es la funcion de alabeo que viene expresada como:

o (s,m) =0 , () +0, (s.1) @
con
0, )= [ M) -y (ks - D 5
o, (s,m) = —nI(s)
siendo
r(s) ds r(s) =y (5)]4,, (s)ds
W(S):AM](S) iIl g | DCZi[ iA”(sid: @
g (5)

Donde Ags y A son coeficientes de elasticidad transversales y normales por unidad de
longitud ), que pueden variar a lo largo del perimetro. La funcion y(s)=0 en el caso de una

seccion abierta, y las cantidades (s) y /(s), fundamentales para describir la funcion de alabeo,
se definen como:

r(6)=26) 1) 2 1(5)=v () D420 )

En esta ultima expresion, las coordenadas [Y(s), Z(s)] identifican a las coordenadas del
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punto A sobre la linea media de la pared (Figura 2) y cualquier otro punto B, queda referido
respecto de las coordenadas del punto A segun la siguiente expresion:

y(s)=Y(s)—ni%, Z(s)=Z(s)+nad’—§ (6)

2.2 Estado de deformaciones

El estado de deformaciones e;;, de un cuerpo curvo como el de la Figura 1, considerando
como hipotesis cinematicas (1) viene dado por:

e;=c; +e)" +n) +n)" @)
g dfen) ouf| e _1fow)” au k=l duj; Ouy
Yo2lex, ox, ) 2 ey, ax, [ Y 2\ ox, ox
_ _ _ ®
awd Ouy Ouy" | | 1 0ouy" Quy |, 1( ouy" ouy”
Yoo2\oxy ox, ) 2( ox ox; ) 2\ oy, ox,

Siendo ¢ UL las componentes de primer orden debidas a desplazamientos lineales, & ,.;VL las
componentes de primer orden debidas a desplazamientos no lineales, 115 las componentes de

segundo orden debidas a desplazamientos lineales y n ij-vL las componentes de segundo orden

debidas a desplazamientos no lineales. Estas ultimas por hipétesis H.5 se consideran
despreciables frentes a las restantes, que de acuerdo a la hipotesis H.4 vienen descriptas
como:

Sfx:(sm—ygm_ngZ_m “-"'04)‘;/'7 )
. = L= - 870) 870) o7
y”_zg”z[gm (”ay)%“aygm}] (10)
L L o) oM £7
sz:zsng[smJ{y_gjsbﬁgsw}/ an
£ =" 6(831832)+8§2+8§3 +z ey 255) e VL 12
XX y ax R ax €83 3 ( )
O}, 06} ey €45) €585, ]| 7
NL _ o NL_ B2, %53 B1¢83) Ep3€ps (S
T __{Smggﬁy{ o o }Z{ & R } 2 (13)
M _ o No_E53€p; e, 833)i 5£§2iag§1 7
Y _ngz - 2 {y Ox +Z 2 } o 5 (14)
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oe,,\ | .72
nfx:{x3(gm_y8r)3_zgnz_m804)2+(836+y aizj }2+

(15)
2 2
Y, 4O 7
HEpsTZps Ay REms YRR || 5
L_ oo 7
Ny = _833_8345 (ep,=Vep;=28,p,~0 8, ey, 836"")’ 6 5l (16)
nk=1-¢,,—¢ a—w(s —VEp;—ZEp,~OE )i—
xz 81 €847, |€ni p3 % €p; pi)[
7 a7)

y (O]
—€p; SBS_ZSD8+ESB3+ESB4 >

donde las gp;, €py, €51, etc. se definen como sigue para simplificar y condensar notacion:

g n) (B8, (. ga) (@, s,
EoiT oy TR P P\ e TRPE T &y Rax ) PP\ Rox
ou,, ou, o, o, 9,
8D5:( 8; _ezj’ €ps= [ 2 -0 j D7:[ B _exj’ SDSZ[ x R (18)

U 6 4 8u ¢ uw' aMzc
€5,=0 ¥ €5,=9, ( _;;]’ :[ex_jé} 835:( 6; - R } €ps= o

La funcién .7 que cuantifica el efecto de curvatura se define y aproxima como sigue:

S, R Y(s) Y(s)°
]—R—ﬂ/ > J=I- 2 %, s (19)

siendo x; y x> coeficientes cuyos valores permiten considerar diferentes hipdtesis de gran
curvatura (de aproximacion lineal: ;=1 y y>=0 o cuadratica y;=y.=1) o bien la hipotesis de
curvatura baja (y;=y2=0).

2.3 El Principio de Trabajos Virtuales

La expresion general del principio de trabajos virtuales, considerando estados de tensiones
iniciales arbitrarios, se puede escribir de acuerdo con la expresion (20). Donde 7 es el
trabajo virtual de las deformaciones lineales sobre las tensiones incrementales. 7 identifica

al trabajo virtual de las tensiones iniciales debido a las deformaciones no lineales (12-14) y
deformaciones de segundo orden (15-17), 3 es el trabajo virtual de los desplazamientos

lineales sobre las fuerzas volumétricas y superficiales externas y <y es el trabajo virtual de
los desplazamientos lineales sobre las fuerzas de Inercia
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J:o Seldv+ J: (om - +8e ;.VL)dV+[— J:)?iauf av - 'LTl.BuiLdA)+ .[p ifsul dv=0 (5
2 _
)

‘Zl) C7(2) r7(3)

Las componentes del principio de trabajos virtuales vienen dadas por:

T, = J;[QX&D, M, 5¢,,-M,5c,,~Boc,,|dc+ on

+ I[QY 8¢ ,),+Q, 8¢y, +Tsy 8¢y + Ty 86, ]dx

) 0 )
‘ZZ):E.[{J/()[S§5+S§6+X3812)/]+J2()[812)8+Xs512)2]}dx+
Oe 2
(0 @
2HJ”|:( 6)]?2} +y;€ D3+x4 33}(} |:X3 D4+X4 I :|}dx+
€,,€ €,. €
+8 ‘[{‘ngw[)ﬁ €p2€p3 ™Ay 33R D8:|+006(0)|:X3 €p3€ps~ Ay 82234}}617)“'

€,,€ - €,-€
+5 .[{‘7@(0){7(3 €ps€pr Ky B4R o8 :|_J8()[X3 €pr€psXy 35R = :|} dx+

oe €,
+5 _[{‘709(0) |:836 6;,2_ €p3EpThy R :| J1§)0) [X3 €p1€prtepsEpg ]}dx+ (22)
2
3 10} e, €p,) 81i2+833 © 8(832 833) €31 €53
+ 5 HM =z l: o R +M o R dx+

€,,€
B2°BI | €3283;3
+8 I{QY ‘:886882 “EpfpsTT 5 }* z [ 5 Enifm _832835}} dx+

€ 5,8
+0 [{M(o)[gmjD? 8D22883j|+Q(0) [ €pLp— BZRB‘}}"‘Q(O) [81)4833]} dx+

+0 _[{Tm) [834 8D3]+TWZ [834 802]+T(0) [834 D4] T [ B4 DI]}dx
Ty = I[ (x)Bu,, +2, (x0)30, +25 (2,180, +2, (x,1) 30 |dx—

23

- _[[WZ (x0)3u,,+2, (r)u,, +2, (x.0)80,, Jdx=— _[{5 Uyl *)
T = [[ U () 1+, ()50 +ML; ()80, +.1L, (x)50 dv+

+ I[ UL, (x)3u,, +M, (¥)u, +M, ()80, |dx= I{s U MU fax @9
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En las expresiones (21) a (24) se han efectuado las siguientes definiciones:
{U}:{uxc ’uyc ’e z ’uzc ’e y ’d)x ’e X }T 2 {U}: {uxc ’uyc ’e z ’uzc ’e y ’d)x ,9 X }

[PI1=[2,(x0) Z,(x0) 2,(x0) 2,(x0) Zs(xt) 2-(x) 2, (x 0]

[, o0 A, o0 A, 0 M, ]
i, 0o 0 o0 A, 0
My, 0 Ay 0 L,
[(M]= M, 0 A, 0
My 0y,
sim iﬂé s 0
L < 1277 i

{QX My M, ’B}: J;Gxx {12y wtdd, {QY Q, }: J; {G w0 x }dA

ow o do 0w
ok [ {lo(o- 2 oal oo oo Goe- 2}

M, = L [zey—crxyz]dAzTSV +Ty

S@ =Q§?—X1A{ng+x2]\;’(§)' , S :NZ—XIN%Z+X2NI%ZZ
‘VQ3(0) —NICO})’_XJA%?""XzA]??a ”%(0)—N%_X1N%+X2NI%W2
SP =N XIJ\%?Z+X2A§§Z= Ja(y):N%_XJN%)Wer ;%W

{Q(o),M{,ﬂ) ,Mf),B(”)}: J.G){:x {Lz,yo}dA ,Q%,z J.nya)dA,ngé,z sza)dA
A A A
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{N%,NZ,N%,N%,N%,N”’H b 0 z0.y0.5z)dt

1@ 12 10,19, - J‘(Gg,%—j})+cf(%m) {12y wjdd

M@~ [fov-o! Jar- :r(%zgg)
{ﬁfn»_A,a» N© }_ 5.3 }dA
v¢ YV y3z AN ysw ’y z,y ®
{Ngy,NgmaNg)zw}:IGm v’z ,yzﬂ)zyyzzo)}d/l
©) ] (0)
{NYJ ’NYZZ’ oW }I o ,y 84 (D}dA
{N(ﬂ) N2 NO. % 0 } i
YZW > YZZa yZ(DZ y(o y
9 (xd)= J‘Xr —5dd, 2 (x)= jX L dd, 3(xt)——JX ?dA

o _*L o __ Iy £ 0 __ |y o
Z,(xt)= LXZQ&Z dA, Zs(x,t)= J;XxydA, 2 (x,t)= LXX 7 dA

o = (x v-x oL
o601 [(F, -, bt
i 275 5 I s I T TN -
N’M” :(JIPI " R13 +R323J ’ n/t/{“ :_(JIF; +]§3J "/Mvj :(_sz +11;_1§3+R324J ,c/(/f//m :J1pj’

p Jp P J3p4 n P
Ay =] Th AT |l = T =5 | lly = My =02y My =, =T,

. 278 T8 - J! .
n/c/z/ﬁ:[sz—I;4+I;;J,Mm57=[fg gj],uuﬂ TE My == % Al =75+,

donde las constantes J se definen de acuerdo a la siguiente expresion:

JP= Ip44a>(w

con g'“ dado por la expresion (54) y con .7 dada por la primera de (19).
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g {I Z+nd—Y Y- ndZ ®,+n l(s)} (49)
ds’ ds’F

En las expresiones (20)-(30) se definen las resultantes de tension en el area que identifican
a los esfuerzos representativos de una viga, estos son Esfuerzo Normal, Qx; Momentos
Flectores, My y Mz Bimomento, B, Esfuerzos de Corte, Qy y Qz Momento de Torsion
Pura, Ty, Momento Flexotorsor, T3y momento torsor total My.

En las expresiones (31)-(41) se definen resultantes generalizadas de tensiones iniciales en
el area, las cuales en algunos casos son homologas a los esfuerzos iniciales, en otros casos
como por ejemplo (40)-(41) son resultantes generalizadas no relacionadas con esfuerzos de
viga conocidos. Estos esfuerzos iniciales son fundamentales para el calculo de cargas criticas
de pandeo y de frecuencias bajo estados de precarga, los cuales se obtienen mediante un
analisis estatico previo.

Las expresiones (42)-(44) representan las componentes de carga externa. Mientras que las
expresiones (45)-(47) representan las fuerzas de inercia presentes en el cuerpo curvo.

2.4 Expresiones constitutivas en términos de las deformaciones generalizadas

Las relaciones constitutivas basicas, atendiendo a las hipotesis H.4 a H.7, se pueden
escribir en términos de las resultantes de tension en el espesor N, N, N, M  y M

xx 2

como funcion de las deformaciones de placas, de acuerdo a la siguiente expresion:

N,, IEII ’E]o 0 fju §]6 €xx
N Ajs Ags 70 Bis Bgs ||V s
N,t=| 0 049 0 0 Ky, (50)
M, Biu §16 0 911 2]6 K
M Bis Bss 0 Dy Dgs ||
siendo
dz dy p
glvxz[sm—Y(s)am—Z(s)aDZ P(S)8D4]J7K [dssm—gam—l(s)am}f 51
1704 dz ) p
Y :[$8D5+$8D6+[r(s)+\u )y, +v (s)sm}], K. =[—28D8 +8D7]f (52)
dz_ Yy
yw—[ dsD5+%8D6+l(s)sD7}/ (53)

Para obtener los coeficientes en (50) se ha supuesto que Ny, = M, = 0, de tal forma que se
determinan las deformaciones €, €5, Enn ® en términos de €xv Vrs Yans Kux Y Kys cOntemplando
asi efectos tridimensionales que se generan por los acoplamientos del material. En el caso de
un material iso6tropo, esta operatoria no es necesaria.

De forma que teniendo en cuenta (50) y considerando (51) a (53), la expresion general de
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las ecuaciones constitutivas de los esfuerzos en funcion de las deformaciones generalizadas
queda con la siguiente forma:

% )=1751a) (54)

Donde {QE } es el vector de esfuerzos generalizados de viga, {A} es el vector de
deformaciones generalizadas 'y [J g | es la matriz constitutiva de los esfuerzos. Los cuales se
describen a continuacion:

{QE}:{QX M, M, B Qy Q; Ty TS’V}T (3
{A}:{SDI’ ~€p2s T€p3s T€pys €pss Epgs Epys EDA’}T (56)
'J1111 J” J1131 J” J16 J16 J6 J16
S SST SRR SSIN SN SR £14
J3131 J” J16 J1o T 16 J16
- i ok i g
JE JE I8 Iy
sim J“ I J“
J66 J78
] T

Los elementos de la matriz constitutiva (57) de los esfuerzos se obtienen con la expresion:

I iAkh g"g (b) /dS+LBkh FPF +50g (b))/ ds

l

(58)
LA(H) 7(‘) (c) ]ds+LD g(d)gﬁd))}zds
para {i, j}={1,..,8} y {h, k}={1,6} y con los vectores:
59
g —{1 ZOR OO SATE w(s)w(s)} &
{0000‘12 —d—Y—l()O} g = {odl—dﬁ 1(5),0,0,1, 2} (60)
ds’ d d

La teoria hasta aqui expuesta se puede reducir a un modelo sin flexibilidad por corte
cuando se impone las siguientes condiciones:

ou, ou oo
0 =2 0 ="—= 9 ="2x
* oo 7 ox o ox (61)
En tanto que las condiciones (61) no sean empleadas, el modelo contemplara la
flexibilidad por corte en forma completa.
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3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

La teoria descripta en el apartado anterior se ha implementado numéricamente sobre el
método de elementos finitos. Para ello, se ha desarrollado un elemento de tipo isoparamétrico
de cinco nodos que permite representar apropiadamente la mecanica de los movimientos “en
el plano™ y “fuera del plano” caracteristicos de un arco dispuesto en un plano.

En la Figura 3 se puede observar el elemento finito con los desplazamientos genéricos,
definidos en la primera de (25). La forma de interpolacion de un desplazamiento generalizado
Ui(x) vendra dada por la siguiente expresion genérica !'':

Ny
U(%)=) £,F)U con i=1,..7 con ¥e[0,1] (62)
=1

Ny es el numero de nodos del elemento, X es la coordenada intrinseca del elemento y
fj (¥) son las funciones de forma del elemento definidas seglin las expresiones siguientes:

ﬂ(x):]—z—;ﬂ@xz—@f%gf", fz(f):162—2—28)?2+967c3—@7c4

3737 03
£,(F)=—125+76%° 1285 +64%° , £,(¥)="05 11252 2245 1285 63)
3003 3 3
f, (f):—f+2—32)?2 ~16%° +%fc4

UJ-( 1) Uz'( 2) Uz'( 2) DE-( ) LE-('S 3]

=0 =1

Figura 3. Descripcion geométrica del elemento

El vector de desplazamientos nodales de (62) viene descripto de la siguiente manera:
wilo o o oo (64

con

@ () (i) (i) (i) (i) (i) M\ _
{U(f)}_{UI ’UZ ’Uj’ ’U4 ’US ’U6 ’U7 } _{uxcj’uycj-’ezj-’uzcj’e}’j’d)xj’e«\’j}/ (65)

Reemplazando (63) en (62), luego en las expresiones del trabajo virtual (21) a (24) y
operando en la forma convencional, se obtiene la clasica ecuacion general del método de
elementos finitos:

(K 1+ Ko )W +[M W ={P} (66)
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donde [K], [K;] y [M] son la matriz de rigidez global, la matriz de rigidez geométrica

global y la matriz de masa global, respectivamente. En tanto que, {W}, {W} y {P} son el
vector global de desplazamientos nodales, el vector global de aceleraciones nodales y el
vector global de cargas nodales.

De la ecuacion general (66) se derivan las siguientes expresiones particulares:

(&1 (K o (M)W =P} @7
(&1rlxg -0’ MW" o} (68)

cuando se impone un movimiento armonico como el siguiente:
W= }Cos[2 1] (69)

siendo Q la frecuencia circular del movimiento armonico, tal que Q=2nfy siendo f la
frecuencia medida en Hertz.. Para evitar problemas de bloqueo por corte se recurre al uso de
integracion reducida ' en los términos del funcional de trabajos virtuales que contengan a
las deformaciones por corte eps, €ps y €p7. Con este elemento se pueden obtener las
soluciones correspondientes a la teoria sin flexibilidad por corte mencionada en el anterior
apartado, mediante la inclusién de funciones de penalizacion en los coeficientes de rigidez

por corte J oo 6666 y J 7676 y anulando los restantes coeficientes de las filas y columnas

55°
2338
adyacentes (2.38]

4 ANALISIS PARAMETRICO

A continuaciéon se mostraran una serie de ejemplos estatica, inestabilidad, vibraciones
libres y vibraciones bajo estados de tensiones iniciales con el fin de ponderar el efecto de
corte en la mecanica de las vigas curvas anisotropas. En la Figura 4 se pueden ver un perfil
rectangular y un perfil H, ambos con laminados simétricos y balanceados, los cuales seran
utilizados como esquemas basicos para los subsiguientes estudios. Las propiedades elasticas
del material se exponen en la Tabla 1.

{of—af—afal {o/~o/—afa}

Figura 4. Descripcion de las secciones a utilizar en este estudio
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E11:141.96GP61 E22:E33:9.79 GPa
G12:G13:6.00 GPa G23:4.14 GPa
V12=V]3=0.24 V23:0.5 p=1389Kg/m3

Tabla 1. Propiedades elasticas del material

4.1 Analisis del efecto de corte en estatica

En la Figura 5 se muestra un arco empotrado en ambos extremos que se halla solicitado
por una carga Qz=-100 N, aplicada en x=L/2. Este ejemplo, se calcula con 4 elementos, que
son més que suficientes para obtener una precision 6ptima!''l en este tipo de problemas. Para
comparar el efecto de la flexibilidad por corte se definen los siguientes dos parametros:

A e () e A 00 e (68)

! uZC (xf XMSFC ’ ’ ¢X (xi )‘MSFC

En (68), el punto x;, corresponde al punto donde se aplica la carga, y con MCFCCy MSFC
se identifican los modelos que consideran la flexibilidad por corte y que la desprecian
respectivamente. El MSFC se obtiene del MCFCC al imponer las condiciones (61).

En las Figuras 6 y 7, para diferentes angulos de refuerzo fibroso, se comparan los valores
de los parametros de desplazamientos flexionales y torsionales para las dos secciones. Se
puede observar en la Figura 6 que el efecto de corte cobra importancia insoslayable en los
laminados cercanos a 0° y disminuye hacia 45°. Por otro lado se puede apreciar de la Figura 7
que la deformabilidad por corte torsional debido a alabeo no uniforme es mayor en las
secciones abiertas que en las secciones cerradas, en virtud de que en estas ultimas, el
mecanismo de deformacion por torsion esta gobernado en mayor medida por torsion pura, con
una pequefla componente de alabeo. En cambio las secciones abiertas poseen un mecanismo
de deformacion torsional donde el alabeo y los momentos flexotorsores relacionados con el

alabeo son predominantes.
| ‘Qz
I

Figura 5. Caracteristicas del arco anisétropo
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Figura 6. Comparacion del pardmetro flexional
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Figura 7. Comparacion del parametro torsional

4.2 Inestabilidad de arcos deformables por corte.

En la Figura 8 se muestra un arco biempotrado de radio unitario y abertura angular de
180°, sometido a una carga radial de pandeo Qy; aplicada en el centro de referencia. Para
poder obtener las cargas de pandeo, se confeccionan modelos de 10 elementos. En la Figura 9
se muestran las variaciones de la carga de pandeo con respecto al angulo de refuerzo de las
fibras en el modelo deformable por corte, para los dos tipos de seccion. Notese que el patron
de variacion con respecto al angulo posee un maximo en 15° en la seccion cerrada.
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Figura 8. Caracteristicas del arco anisotropo.
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Figura 9. Comparacion de las cargas de pandeo de la seccion cajon y seccion.

4.3 Vibraciones libres y bajo tensiones iniciales

En la Tabla 2, se muestran las primeras 6 frecuencias de los modelos con y sin
deformabilidad por corte correspondientes al arco de la Figura 8, libre de cargas, para el perfil
cajon de la Figura 4 con un laminado {15/-15/-15/15}. En la misma también se disponen los
modos de vibracion, indicando con la sigla FT-FP modos flexotorsionales fuera del plano y
con FE-EP, modos flexionales-extensionales en el plano. En la Tabla 3 se comparan las
frecuencias del modelo deformable por corte de Tabla 2 con las frecuencias del mismo,
obtenidas considerando dos estados de carga inicial de 1/3 y 1/5 de la carga critica
correspondiente al laminado, la cual fue calculada en el apartado anterior. Tanto las
frecuencias de vibracion libre como las frecuencias de vibracion bajo estado de tension
inicial, se han obtenido con modelos de 10 elementos finitos. Se puede apreciar en la Tabla 3
que los estados de tension inicial solamente alteran sustancialmente el valor de las frecuencias
mas bajas, llegando en este caso al 20% en la primer frecuencia, mientras que las frecuencias
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mas altas no se ven mayormente afectadas por los estados de tension inicial.

Numero | Frecuencia [Hz] Considerando | Frecuencia [Hz] Despreciando
de deformabilidad por corte deformabilidad por corte
Orden Valor Modo Valor Modo

1 53.68 1 FT-FP 55.25 1 FT-FP
2 149.54 2FT-FP 157.19 2FT-FP
3 215.47 1 FE - EP 237.31 1 FE — EP
4 304.40 3FT-FP 33245 3FT-FP
5 439.13 2 FE - EP 511.03 2 FE - EP
6 504.47 4FT-FP 576.73 4FT-FP

Tabla 2. Primeras seis frecuencias de vibracion libre. Comparacion del efecto de corte

De manera que la presencia de una carga compresiva como la dispuesta en la Figura 8,
reduce el valor de las frecuencias en la medida que aquella aumenta, llegando a anular las
frecuencias cuando la carga actuante es la carga critica, seglin se desprende de (66). Notese, a
su vez que el efecto de las tensiones iniciales es mas influyente en las frecuencias
flexotorsionales fuera del plano, con diferencias porcentuales maximas de entre 4% y 20%.
En cambio, para los modos flexionales-extensionales en el plano, las diferencias porcentuales
maximas no superan 1%.

Numero | Frecuencias [Hz] de | Frecuencias [Hz] de | Frecuencias [Hz] de
de Vibracion Libre Vibracion bajo 1/5 | Vibracion bajo 1/3
Orden de carga critica de carga critica
1 53.68 48.44 44.49
2 149.54 145.70 143.05
3 21547 214.09 213.16
4 304.40 298.85 294.98
5 439.13 437.15 435.83
6 504.47 499.83 496.67

Tabla 3. Comparacion de las primeras seis frecuencias bajo carga inicial

5 CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado una teoria de vigas anisétropas de paredes delgadas
curvadas en el plano, considerando deformabilidad por corte flexional y por alabeo. El
modelo general de esta teoria se desarrolla empleando un campo de desplazamientos no lineal
sustentado en las rotaciones finitas semitangenciales introducidas por Argyris. El planteo
introducido en este modelo permite describir mas apropiadamente los estados de deformacion
no lineales, fundamentales para la obtencion de las cargas criticas de pandeo y frecuencias
naturales bajo estados de tensiones iniciales. Paralelamente el modelo general deformable por
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corte se puede reducir a un modelo no deformable por corte cuando se imponen las
condiciones que anulan tal efecto y por otro lado también se reduce a un modelo de viga recta
anisotropa cuando se impone la condicion de radio infinito. Se ha desarrollado un elemento
finito isoparamétrico de cinco nodos con el cual se han efectuado distintos estudios que han
permitido evidenciar la importancia de la flexibilidad por corte en la mecénica de estos
elementos estructurales juntamente con la versatilidad de disefio que ofrecen los materiales
compuestos.
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