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Resumen. En el presente articulo se presenta una expresion generalizada de la ecuacion de
Reynolds que gobierna el problema de lubricacion en cojinetes, tanto para el caso
hidrodinamico (cojinetes absolutamente rigidos) como elasto-hidrodindamico (considerando
la flexibilidad del cojinete). La generalizacion consiste en incluir términos de “penalizacion”
para corregir la ecuacion de Reynolds en las zonas donde se produce cavitacion.
Dicha formulacion se implementa en forma computacional mediante el método de elementos
finitos, a través del software Flex PDE.
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1 INTRODUCCION

La Teoria de Lubricacion ha permitido el tratamiento de numerosos problemas tecnologicos
relacionados con la Mecanica de los Fluidos (lubricacion de cojinetes, procesamiento de
polimeros, etc.). Dicha teoria se expresa mediante la ecuacién bidimensional de Reynolds,
que modeliza el comportamiento de una delgada pelicula de fluido, teniendo en cuenta una
direccion preferencial de desplazamiento. De esta manera, el problema se reduce a la
determinacion del campo de presiones en el fluido!. Este modelo ha sido aplicado
profusamente en la solucion de diversos problemas de lubricaciéon en cojinetes, tanto para
modelos ideales absolutamente rigidos, como asimismo teniendo en cuenta la elasticidad del
material, lo que conduce a considerar las deformaciones producidas sobre el metal por efecto
de la sobrepresion que se genera dentro del cojinete. Este tipo de fendémeno es importante en
el caso de rodamientos o cojinetes de bolas, donde las cargas imperantes sobre las bolillas en
la zona de contacto generan altas sobrepresiones que tienden a deformarlas. También puede
darse el fendmeno en cojinetes altamente cargados'®’.

Las soluciones matematicas a la ecuacion de Reynolds predicen en muchos casos la existencia
de una zona en la cual la presion es menor que la de saturacion del fluido (aproximadamente
igual a la presion atmosférica). No obstante es un hecho conocido que presiones mas bajas
que la de saturacion originan la presencia de burbujas de aire. Este fendmeno se conoce como
cavitacion. La cavitacion lleva a la ruptura de la pelicula de fluido, razén por la cual la
ecuacion de Reynolds deja de ser valida en dicha zona (esto es porque dicha ecuacion asume
la continuidad de la pelicula fluida).

La delimitacion de la zona cavitada es desconocida “a priori”, debiendo obtenerse en el
mismo proceso de solucion. Matematicamente esto lleva a la generacion de un problema de
borde libre!*!. Teniendo en cuenta la existencia de la zona de cavitacion, Gumbel™ propuso
despreciar las presiones negativas en la solucion de la ecuacion de Reynolds. De todas
maneras no es asi posible localizar en forma precisa la frontera entre la zona activa (presiones
positivas) y la zona cavitada. Basicamente, la inconsistencia radica en que se estd utilizando
la distribucion de presiones que surge de la ecuacion de Reynolds aplicada atn en la zona de
cavitacion.

Uno de los modelos mas utilizados en la modelizacion del fendmeno de cavitacion, se
denomina modelo de cavitacién de Reynolds y considera la continuidad del flujo a través de
la frontera libre que separa la zona activa de la zona cavitada. Este modelo introduce para la
frontera libre las condiciones de “localizacion”: p = dp/on = 0.

Otros modelos de cavitacion, como el de Elrod-Adams™ introducen la hipotesis de que en la
zona de cavitacion existe una mezcla de fluido y aire definiendo una nueva variable ®(x,y)
que representa la concentracion de lubricante en el entorno del punto (x,y), es decir una
funcion de saturacion que vale 1 en la zona activa y toma valores entre 0 y 1 en la zona
cavitada.

En este trabajo se presenta una solucion computacional del problema de lubricacion con
cavitaciéon mediante una modificacion del modelo de Reynolds. El enfoque aludido ha sido
implementado computacionalmente en el software Flex PDE!®”. Dicho software permite
resolver, por medio de la aplicacion del Método de Elementos Finitos (MEF), problemas de
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contorno formulados mediante ecuaciones diferenciales de segundo orden a derivadas
parciales.

El enfoque utilizado para modelizar el fendmeno de cavitacion, consiste en incorporar a la
ecuacion de Reynolds un “término de penalizacién™ que permite obtener en forma automatica
la zona de cavitacion, consiguiéndose, de esta manera, resultados concordantes con los
existentes en la literatura. La ecuacion de Reynolds asi generalizada se torna no lineal. Este
enfoque se extiende luego a otros problemas mas complejos que consideran la elasticidad del
cojinete. El modelo computacional propuesto permite resolver con simplicidad problemas de
alto interés tecnoldgico ya que hace posible modelizar problemas reales en cojinetes para
determinar su comportamiento fluidomecanico. Ademas, debido a la facilidad de operacion
del programa y a su excelente salida grafica, se constituye en una poderosa herramienta
didéctica para aplicaciones en los cursos de Mecénica de los Fluidos.

2 MODELO DE CAVITACION DE REYNOLDS

El modelo de cavitacion de Reynolds para flujo isotérmico incompresible en cojinetes rigidos
con alimentacidon axial (en x = 0), se expresa matematicamente, para el dominio que se
muestra en la figura 1, mediante las siguientes ecuaciones (1):

3 3 (12)

a[h@p]ﬂ[h@p]:wa(ph)

Ox| u ox| oyl p oy ox
p>0enQ+ (1'b)
szenQO (1c)
~P _geny (o
on
p=0enT (1e)
Donde:

h=C(l1+¢& cosh) 2

Con la siguiente notacion:

: coordenada circunferencial medida desde el punto de maximo espesor de pelicula
: coordenada axial

: presion

: densidad del lubricante

: velocidad tangencial del eje

: viscosidad del lubricante

: espesor de la pelicula

TE £ DT X
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C: huelgo radial
: excentricidad radial

Debe observarse que la ecuacion (1) es valida solamente en la zona activa (Q") mientras que
en la zona cavitada (€)y) se impone que la presion sea nula. Sobre el contorno de la zona
activa, la ecuacion esta asociada a una condicién de contorno excepto en la interfase con la
zona cavitada donde aparecen dos condiciones de borde. La condicion adicional es la que
permite localizar dicha interfase. El problema asi planteado esta gobernado por una ecuacion
lineal sobre un dominio desconocido “a priori” cuya localizacién exacta depende de las
condiciones de presion.

o o Z r

0 2n

Figura 1: Representacion grafica del dominio desarrollado del problema.

3 MODIFICACION DEL MODELO DE REYNOLDS
3.1 Lubricacion con cavitacion en cojinetes rigidos

El modelo previamente descripto se formula a continuacion en forma diferente. La
modificacién apunta a obtener una ecuacion que sea valida tanto en la zona activa como en la
zona cavitada. Para ello se incorpora en la ecuacion (1) un término de presion multiplicado
por una constante extremadamente alta, llegando a la siguiente expresion:

o(mwap), o(ng o 3)
2| O g p=eu (o)
Ox|\ nwox) oyl u oy Ox

Siendo:

N

| Valor muy grande, sip <0
- 0,sip>0
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La ecuacion (3) estd asociada a la siguiente condicion de borde:

p=0enl )

Puede apreciarse que en la zona activa Ky = 0, por lo que la ecuacion de Reynolds retoma su
forma original. En cambio en la zona cavitada, el término agregado forzara a que la presion se
anule. Es facil entender esto si se divide la ecuacion (3) por la constante Ky y se considera
que esta tiende a infinito. Teniendo en cuenta que la presion y sus derivadas deben tomar
valores finitos, los términos originales de la ecuacion tenderdn a cero, quedando solo el
término adicional que indicard p = 0. Desde el punto de vista numérico solo es necesario
asumir un valor muy grande para Ky lo que asegurard que la presion toma un valor
despreciable en la zona cavitada. El signo “-“ del término agregado responde a una cuestion
de estabilidad numérica.

Es interesante notar que las condiciones de borde se plantean en el dominio completo del
problema haciendo caso omiso de la zona cavitada. De todas maneras teniendo en cuenta el
hecho de que la presion debe anularse por la forma de la ecuacion en la dicha zona, y
considerando que no se ha impuesto ninguna discontinuidad para la presion, la condicion de
borde de cavitacion (1 d) se cumplird de manera automatica. Una forma interesante de razonar
este enfoque es mediante una analogia con el caso de una membrana sobre una fundacion
elastica unidireccional. Finalmente desde el punto de vista de la formulacion variacional del
problema, el término agregado se denomina de “penalizacion”.

En consecuencia, en esta formulacion, debe resolverse un problema diferencial sobre un
dominio fijo. La localizaciéon de la zona cavitada se ha trasladado a la ecuacion diferencial. El
precio que debe pagarse por considerar un dominio fijo es tratar con una ecuacion de
Reynolds no lineal.

De todas maneras, la ecuacion asi generalizada es conveniente para la aplicacion de eficientes
métodos numéricos que se basan en la formulacion diferencial, tales como el método de
cuadratura diferencial'®).

En el presente trabajo esta ecuacion se ha desarrollado para ser resuelta mediante el programa
Flex-PDE, que es un poderoso “solver” de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales.
Internamente este “solver” transforma de manera simbdlica, el problema diferencial en uno
variacional mediante el método de Galerkin, y finalmente procede a la solucion numérica del
problema utilizando el método de los elementos finitos.

3.2 Lubricacion elastohidrodinamica con cavitacion

En algunos casos industriales, la presion del lubricante puede producir deformaciones
elasticas apreciables en el cojinete. Dicha deformacion modifica el espesor de la pelicula
lubricante y, en consecuencia, la distribucion de presiones.
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Luego, para determinar en forma precisa la distribucion de presiones debe abordarse el
problema acoplado de la hidrodinamica del cojinete y la deformacion eldstica del mismo,
conocido como lubricacion elastohidrodindmica.

Una aproximacion razonable para describir el comportamiento eldstico de un cojinete muy
g]elgado es modelizarlo como una placa elastica simplemente apoyada en los bordes laterales

Teniendo en cuenta lo dicho anteriormente, el huelgo entre cojinete y eje toma la forma:

h (x)=h(x)+n(x,y) (5)

donde w(x,y) representa el desplazamiento transversal que se produce en el cojinete debido a
la accion de la presion.

Haciendo uso de la ecuacion generalizada de Reynolds, descripta en el apartado anterior el
problema elastohidrodinamico se expresa matematicamente en la forma:

o(hWaop) ol ap ) (6 a)
Bl I /e ) DO Y { e o Sp— p— . p=6u—I(ph
ax[u 6x]+6y{u o | Ky P Ker-K,p uax(p )
2 2
¥ N 6b
0 2+6 —+p=0 ©b)
ox Oy
2 2 (6C)
& 0 v:+a v: +¥=0
ox Oy
Donde:
h=C(1+g-cosx)+w (7 a)
_ | Valor muy grande, si 0 < x < 0.005 (7b)
< 0,si x > 0.005
(7¢)
_ |Valor muy grande,si 6.23 <0 < 2n
£ 0,six <6.23
siendo:

w: deformacion elastica de la placa (cojinete)
&: rigidez flexional de la placa
y: variable auxiliar que permite formular el comportamiento elastico de la placa mediante dos
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ecuaciones diferenciales (Modelo de Marcus)

Las ecuaciones (6) estan asociadas a las siguientes condiciones de borde:

p(x,0) = p(x,) = w(x,0) =w(x,]) =y (x,0) =y (x,) =0 (8a)
p(0,2)=p(2n,z) (8b)
w(0,2) = w(2r, z) (8c¢)
v (0,2)=y(2r,z) (84d)
@ g o)
ax(O,Z) ax(zTE,Z)
202y O 50
ax(O,Z) 6x(2n’z)
v _ov @2
™ (0,2) B (2m,z)

Las condiciones (8a) en los bordes laterales del cojinete expresan que la placa estad
simplemente apoyada y que los valores de p son iguales a cero (presion atmosférica). Las
ecuaciones (8b) a (8g) expresan condiciones ciclicas que garantizan la continuidad en x = 0.
La alimentacion de lubricante a presion atmosférica se ha impuesto con el agregado de los
términos de penalizacion K¢ y Kr en la ecuacion diferencial, en forma similar al apartado
anterior para la zona cavitada.

4 RESULTADOS NUMERICOS

Para los ejemplos numéricos se ha considerado € = 0.9 y C = 1 en la definicion del espesor de
pelicula h(x).

En primer lugar se resolvio el problema de lubricacién en un cojinete rigido de longitud
infinita (modelo unidimensional). En la figura 2.a se muestra la distribucién de presiones
obtenida mediante el modelo de Gumbel. Esto es, se resolvid la ecuacion sin considerar
cavitacion, y luego se anul6 la presion donde la solucidn arrojo valores negativos. En la figura
2.b se muestra la distribucion de presiones determinada mediante el presente modelo de
Reynolds modificado. De la comparacion entre ambas soluciones se desprende que la presion
en el modelo con cavitacion alcanza valores mayores que en el modelo de Gumbel. Por otra
parte, la extension de la zona activa es mayor en el modelo con cavitacion. Estas diferencias
pueden acentuarse en otros casos lo que implicaria un mayor efecto de la cavitacion en el
calculo de la carga que soporta el cojinete asi como de su direccion. Cabe aclarar que los
presentes resultados son coincidentes con soluciones analiticas disponibles en la literatura.

La figura 3 muestra resultados andlogos determinados para un cojinete finito de longitud L =
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1. Los comentarios generales realizados para la solucion unidimensional son validos también
en este caso. Por otra parte comparando la solucion bidimensional con la unidimensional se
aprecia que la primera arroja valores de presiones pico mas bajos que los correspondientes al
caso unidimensional. Ademas la distribucion de presiones es notablemente diferente debido a
la disminucion de las presiones hasta valores nulos en los extremos. Esto puede apreciarse en

la figura 4.
Se han calculado también resultados para el problema elastohidrodindmico con cavitacion

considerando cuatro diferentes grados de rigidez del cojinete (§ =0.05,£=0.1,E=0.5y E>>

0). La longitud axial de los cojinetes es de L = 2.
Los resultados se muestran en la figura 5. En el caso del cojinete con gran rigidez flexional (&

= 10000) se observa que la distribucion de presiones reproduce los valores obtenidos para el
cojinete infinitamente rigido. Se observa también que los valores maximos de presion

disminuyen a medida que aumenta la flexibilidad del cojinete.
La figura 6 muestra la distribucion de la deformacion elastica del cojinete para una

rigidez de § = 0.5. Finalmente la figura 7 muestra el espesor de pelicula considerando la

deformacion del cojinete.
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Figura 2.a: Modelo Unidimensional eliminando la zona Figura 2.b: Modelo Unidimensional con el presente
cavitada (cojinete rigido) enfoque (cojinete rigido)
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Figura 4: Diagrama Tridimensional de Presiones en un cojinete rigido utilizando el presente enfoque
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Figura 6: Deformacion w en un cojinete eldstico con & = 0.5 segun el presente enfoque
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5 CONCLUSIONES

Se ha presentado una nueva formulacion del modelo de cavitacion de Reynolds. En el mismo
se utiliza una ecuacion de Reynolds generalizada no lineal que es vélida en todo el dominio.
La zona cavitada se obtiene automaticamente al resolver dicha ecuacion. El modelo se
implemento en el “solver” de elementos finitos FlexPDE . Se presentaron algunos ejemplos
de lubricacion con cavitacidon en cojinetes rigidos y flexibles.

Es importante hacer notar que esta técnica puede aplicarse a problemas de mayor generalidad
(viscosidad variable con la presion, problemas no isotérmicos, geometrias de mayor
complejidad, etc.) que tienen lugar en el ambito industrial.

Por otra parte el modelo propuesto puede ser también de utilidad en combinacidon con otras
técnicas numéricas basadas en la formulacion diferencial.
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