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Abstract. En este trabajo se ensayan métodos de elementos finitos estabilizados para
simular flujos turbulentos resolviendo los vértices de gran tamano (LES). Para ello se re-
solvio el decaimiento de turbulencia homogénea e isotropica en dos y en tres dimensiones.
Se comprobo el establecimiento espontdineo de un espectro turbulento a partir de diversas
condiciones iniciales. Se utilizaron soluciones DNS (Direct Numerical Simulation) como
referencia, para estudiar los efectos de disminuir la cantidad de nodos (LES), aumen-
tar el paso de tiempo y cambiar los parametros numéricos de estabilizacion. También se
demostro la conveniencia de un método numérico modificado, y se estudid el efecto que
tiene la utilizacion del modelo de sub-escala de Smagorinsky, que mostro efectos positivos
en el caso tridimensional, pero no en el caso bidimensional. Las soluciones LES que se

obtuvieron mostraron muy buena concordancia con las simulaciones DNS propias y con
datos DNS tomados de la bibliografia.
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1. INTRODUCCION

En los ultimos anos en nuestro grupo se hicieron varias simulaciones de flujos tur-
bulentos para aplicaciones tecnoldgicas. Algunos ejemplos son: El flujo en el tanque de
decaimiento, en el tanque reflector, dentro de la chimenea, y en la fuente fria de neutro-
nes® del reactor nuclear para investigacién que construye la empresa Argentina INVAP
en Australia.

Estas simulaciones se hicieron resolviendo numéricamente las ecuaciones de Navier-
Stokes con el método de elementos finitos implementado en el codigo FEMCO. Quedando
demostrada la utilidad y las perspectivas que tienen este tipo de simulaciones surge la
necesidad de hacer un estudio en detalle del alcance de las mismas. En especial, analizar la
validez y precision de simulaciones de flujos turbulentos donde se resuelven tinicamente los
vortices de gran tamafo. Esta técnica recibe el nombre LES (Large Eddy Simulation). El
interés proviene de la escasez de datos cuantitativos sobre el comportamiento de esquemas
de elementos finitos estabilizados de bajo orden (como los que utiliza el FEMCO) para
hacer LES.

Surge asi la necesidad de estudiar un flujo turbulento del que exista suficiente informa-
cién en la bibliografia. Por este motivo se eligié el decaimiento de turbulencia homogénea e
isotrépica. Cabe mencionar ademds que las escalas pequenas de todos los flujos turbulen-
tos tienden a ser isotropicas. El objetivo de este trabajo es probar el método de elementos
finitos implementado en el c6digo FEMCO para hacer simulaciones LES, y asi optimizar
los pardmetros numéricos y encontrar caracteristicas de las soluciones que puedan servir
para predecir la confiabilidad de los resultados.

2. TEORIA
2.1. Presentacion del problema

Se resuelve las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en un dominio cuadrado
en dos dimensiones (2 = [0, L]?) y ctbico (2 = [0, L]?) en tres dimensiones. Se utilizan
condiciones de borde periédicas para no introducir anisotropia.

ou

Po pu-V)u—div 2uViu)+Vp=f , divu=0 (1)

donde u es el campo de velocidades, p la densidad, p la viscosidad dinamica, V? el operador
gradiente simétrico ((V*u);; = (u;; + u;;)/2), p la presién, y f la fuerza volumétrica. En
todas las simulaciones se utilizaron los siguientes valores: L = 1m, f = 0, p = 1000 kg/m?
y v = u/p = 107%m?/seg. En este trabajo los espectros energéticos y de disipacién se
presentan siempre en unidades del modo fundamental. Esto significa unidades de k/kg
donde ko = 2~

El problema planteado tiene todos sus parametros fijos salvo la condicién inicial. A esta
se la caracterizard por dos aspectos: La energia cinética inicial y la forma del espectro
energético. Como se utilizan siempre campos de velocidades con velocidad media nula, la
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energia inicial se relaciona directamente con la velocidad media cuadratica inicial V.50 =

V2 Ej.

2.2. Esquemas numeéricos

Presentamos los métodos en un caso general (sin hipé6tesis de periodicidad). Se asume
que las ecuaciones (1) se cumplen en un dominio acotado €2, con condiciones iniciales ug
en 2, velocidades impuestas en la frontera de Dirichlet ['p, y tracciones impuestas en la
frontera de Neumann I'y (Cp UTy = 09Q), Tp N Ty = 0).

u(z,0) = ug(x) z € Q , u(zt)=g(z,i) z €Tlp (2)
(—p1+4+2uVu) - n=F z €'y (3)

Sea Ty, una particién de elementos finitos de 2, y sea Vj, C H*(2)™s¢ el espacio de elementos
finitos asociado para aproximar el campo de velocidades, donde ny4 es el numero de

dimensiones espaciales. Se asume que V}, consiste en campos vectoriales lineales, bilineales
o trilineales por trozos. Se define, como es usual,

VhD = {’Uh € Vh, Vp = g 0N FD} , VhO = {’l)h € Vh, v, =0 on FD} (4)

y sea Qn C L*(Q) un espacio de elementos finitos para la presién. En este trabajo los
interpolantes para la presion coinciden con los usados para cada componente del campo
de velocidades. Finalmente, sea G} otro espacio vectorial de elementos finitos, que se
tomard en general coincidente con V}, (sin condiciones de borde impuestas).

2.2.1. Formulaciéon acoplada

Método de Galerkin linealizado: Encontrar (uf™', pi*') € Vip x Qy tal que

u Tl —yn .
Gi= p ( b+ (uj - V)uzw,vh) + a(urt, vy) — (pitY, div vy)
—(f"*0 o) = [, FH0 vy dD =0 (5)
Gy = (qn, div up™) =0 (6)

para todo (vh,qn) € Vio X Qp- En (5), a(urt?, vy) = Jo 2 uVeurt? o Vou, dQ es la forma
bilineal viscosa, uj = u?, y (,-) es el producto escalar L.
La formulacién de Galerkin sufre de modos espureos de presién, y comportamientos

oscilatorios (wiggles) a altos Re, por lo que hay que introducir términos de estabilizacién.
Se define

untt — oy
RO = o (Mg o) st - @
Pon) = plup - V)vp + aq pdiv (uf,)vp (8)
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y sea II, : L?(Q) — G} la proyeccién ortogonal en Gj. Poniendo g = II,(Vpl), la
formulacion estabilizada queda

G + Z / (%R( mHLpitY) - Pvy) + 6 div ult div vh> dQ = 0
K

KeT;
Vo, € Vio 9)
Go + Z / ( n+1’pz+1) (Vpn+1 9}?)) Vg, dQ = 0
KeTy,
Vgn € Qn (10)

-1
, . . o . 2
que todavia requiere definir 71, 7, 73 y . Siguiendo a Codina* se usa 7y = (ph2 + 2w |) :

do = 4p + 2p|lu*|h, donde h es el tamano del elemento en la direccién del flujo. Usando
T =Ty =Ty, 0 =0 vy 73 =a = 0 obtenemos la formulacién GLS. Por otro lado, si
Tm=0=0a =0y 7 =73 =T obtenemos la formulacién SPGP de Codina y Blasco.?

2.2.2. Formulacion de pasos fraccionados

Los métodos de pasos fraccionados permiten desacoplar las incégnitas de velocidad de
las incégnitas de presién y son por esta razén muy populares en CFD. La formulacién de
pasos fraccionados para los esquemas estabilizados introducidos en la subseccion anterior
es:

Primer sub-paso: Momento

,&n—|—1 —qn
(phTth + p(u* . V) n+6 + (1 + ’Y)Vph ,_yvpn 1 — foun+ Tl(u* . V)’Uh>

+a(@7 0 v) =0 (11)
Segundo sub-paso: Incompresibilidad

At
(divap™, qn) + " (V™ —ph), Van) + p (Vp"+1 - g, Vg,) = 0 (12)

2.3. Definicién de los métodos utilizados

En esta seccién se definen los tres métodos numéricos que se utilizaron en las simula-
ciones. A cada uno de ellos se le dio un nombre para poder referenciarlos con facilidad.
En la discretizacién temporal se utilizé siempre el esquema de Crank-Nicolson (8 = 3).
En todas las simulaciones se utilizé una discretizaciéon uniforme de cuadrados bilineales o
cubos trilineales (Q1).

Método “normal”: Este nombre se le da a la formulacién (9)-(10) con los valores:
B=ar=7m13=00= 5, 0 = 0y, 71 = Toxupwf, o = 7o * upwf * establ. Este es un
esquema clasico estabilizado.
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Método “mnl”: Es igual al método normal salvo que en (5) y (7) se introduce el
término®
p £ div(u) u"*? (13)

para disminuir la disipacion numérica. De esta manera quedan:

n+1

Gi= p (%Ai;u" + (uf - V)upt® + 1 div(u¥) u"+9,vh> +a(urt vy — (P, div vy)

(" on) = fp, FH0 v dl =0 (14)

uptt —
R( n+1’p2+1) p ( h A h + (u;kz . V) n+0 4= dw( )un+0> + sz+1 _ fn+9 (15)
Con esta nueva definicién de G; y R(u ”“, pﬁ“) la formulacién queda definida igual que

el método normal y utilizando los mismos parametros numéricos.

Método BS: El método BS utiliza la formulacion de pasos fraccionados presentada
en la seccion 2.2.2, salvo que, al igual que en el método mnl, se le introduce el término
(13) en el primer sub-paso. Los pardmetros numéricos de este método son: f = a; = 0,
0= %, y=1,1 =7 *xupwf, 73 = 7 * upwf * estab2.

2.4. Formula analitica de la disipacién

A partir de la formulacién variacional se puede deducir la expresién exacta de la disi-
pacion numérica del problema discreto. Esta disipacién se dividird en distintos términos
para estudiar su comportamiento e importancia relativa en las simulaciones.

El procedimiento matemdtico para la deduccién consiste en elegir v, = " y reempla-
zar en (9). Haciendo un poco de dlgebra se obtiene la expresién de la disipacién discreta
exacta para el método normal:

16
17
1

AL (fn R fQ up,) ) = )
)
)
19)
)
)

_fQQ,U'L‘VS h+9‘2
_ fQ 2/1 |Vs n+0|2

pfg uh Vun-l—ﬂ) n+0

—Yker Jx (Tl’R (ur ™ pi ) - P(ur ) + 8 div ul ! div u”+9> dQ

o)

20

(
(
(
(
(
(21

Se dividié p = pr, + pr, donde py, es la viscosidad dindmica (real) y pr es la viscosidad
turbulenta que se introduce al utilizar el modelo de Smagorinsky (ur = p(Cs h)?|V*i|
con Cs = 0,15). Si no se utiliza modelo entonces pu = pr.

. . . ’ sy n+l_ pn

Observar que el término 16 es la derivada discreta de la energia cinética (2 2"). A

los términos del segundo miembro se los llamara: Disipacién laminar = - ecuacién (17),
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Término de disipacién de Smagorinsky = - ecuacién (18), Término de disipacién 1 = +
ecuacion (19), Término de disipacién 2 = - ecuacién (20), Término de estabilizacién = -
ecuacion (21).

La disipacion discreta exacta en el método mnl es igual a la recién explicada salvo que
no posee el Término 2. Este se cancela con el término (13) multiplicado por u2+9.

3. SIMULACIONES 2D
3.1. Desestabilizacién de una condicién inicial ordenada

La condicion inicial que se presenta corresponde a un campo de velocidades isotrépi-
co con velocidad media cuadrética V,,,s0 = 10 mm/seg donde toda la energia cinética
estd concentrada en un solo modo de Fourier correspondiente a 8 veces el modo funda-
mental £ = 8ky. Definiendo una escala integral de longitud con el tamano de los vortices
de la condicién inicial, el nimero de Reynolds inicial es Re = 1250. Aqui no se utiliza el
Re definido con L (Re;, = %) porque no representa el tamano tipico de los vortices.
La expresién del campo inicial es @y (z,y) = 0,01(cos(16 7 y), — cos(16 7 x)) Se utilizé una
malla de N = 1002. En la Fig. 1 (izquierda) se grafic6 la energia cinética de la velocidad
en X y la de la velocidad en Y multiplicadas por dos para comparar facilmente con la
energia cinética total. Se ve claramente el momento en que se desestabiliza la solucién

ordenada.

5e-05 . ; 0.0001 . -
Energia total . T'i';renfggoz = o J—
4.5e-05 2 veces Energia en X - 1 1e-05 B, Tiempo = 100 seg % |
2 veces EnergiaenY - o - Tiempo = 300 seg &
4e-05 1e-06 | ; E(k) = cte * k-4 ----- ]
3.5e-05 1e07 | il |
3e-05
= 1e-08 | ,
= 2.5e-05
= 1e-09 |
2e-05 : —
15605 - e S le-10 ,
1e-05 1 le-ll r 1
5e-06 - g le-12 | o i
0 : ‘ : ‘ : le-13 L ‘ ‘ E
0 50 100 150 200 250 300 1 10 100

Tiempo [seg] k/kO

Figura 1: Izquierda: Energia cinética en funcién del tiempo. El momento de la desestabilizacién se produce
cuando las componentes de la velocidad comienzan a fluctuar. Derecha: Espectros energéticos. A partir
de un pico de energia se forma un espectro turbulento.

En la Fig. 1 (derecha) se ve como se activan las distintas componentes de Fourier,
hasta formar el espectro turbulento. El algoritmo pasa de una solucién ordenada a una
cadtica de manera espontanea. La turbulencia bidimensional isotrépica tiene un espectro
tedrico, en el rango inercial, cuando Re tiende a infinito. En ese caso E(k) es proporcional
a k3. En nuestro problema Re es relativamente bajo y el espectro cae con mds pendiente,
aproximadamente como k~*. Esto concuerda con simulaciones previas.!
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3.2. Decaimiento de una condicién inicial con un pico de energia disperso

En esta seccién se mostrardn aspectos generales de una simulaciéon hecha con una
malla de N = 1002 nodos. Esta simulacién tiene una velocidad media cuadrética inicial
Vimso = 1lmm/seg, con el espectro de Fig. 2. El Re inicial es Re;, = 1000. Nuevamente el
espectro converge al espectro turbulento.

le-06 T T le-10
% t=1seg - t=300seg ——
1e-07 | ¥ % t=300seg x 1
+ le-11 | E
1e-08 | x 1
*
1e-09 < 1 =  le12 - b
1e-10 | . 1 %
le-13 | 1
< le-11 | “& 1 S
w L % 4 =
le-12 . % 5 le1s ! 1
1e-13 | . % | 2
% pin}
1e-14 + . x B ° 1e-15 1
le-15 ., P 1 16
ar— -16 1
le-16 | % 1
le-17 . . le-17 . .
0.1 1 10 100 1 10 100
k/ko k/ko

Figura 2: Izquierda: Espectro energético inicial y a ¢=300 seg de la simulacién. Derecha: Espectro de
disipacién a t=300 seg.

Se observaron también estructuras coherentes tipicas de turbulencia bidimensional. En
la Fig. 3 se puede ver al campo de velocidades a t = 250 segundos en la corrida de
N = 100? nodos. Abajo hay un apareamiento (pairing), a la derecha hay un dipolo. El
sentido de los vértices se deduce del sentido de los vectores de velocidad.

v RSN
V\V@ NEF®®
RV ARE T
ANGH>ANPEEY
SaaTwa>
e s )

>

NN S>>
GNIS 33>
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YT LLy / 0
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<L Ly
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~N Vv

N N22%

NANAAZ

VVNNN

L NN

< vN N AaF

LvN AA>3>777F5dy v,
<< S5y 3y
FrTreA gl e 0 S U R

\aas

Figura 3: Estructuras coherentes: Abajo se observa un apareamiento, a la derecha un dipolo.
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3.3. Parametros Numéricos
3.3.1. Efectos de la discretizacion

La discretizacion temporal se escogi6é con At = 1. Diversos ensayos mostraron que para
At < 2 el resultado es independiente del paso temporal.

En cuanto a la discretizacion espacial, en la Fig. 4 se puede ver que la solucién es
independiente de la malla si NV > 100%. En una malla con N = 252 nodos, en cambio,
la disipaciéon numérica es apreciable. Para estudiar la disipacion numérica se compara
la derivada discreta de la energia %{En con la disipacién laminar, que corresponde a
e = 2v | V*@ |*. La diferencia entre estas dos es la disipacién numérica. En las mallas
con N = 100%, N = 200% y N = 250? este valor es insignificante. Recordando (16)-(21)

tenemos, esquematicamente:

En—|—1 — En

A7 = € 4+ Terminol 4+ Termino2 + Estabilizacién (22)

En la Fig. 4 también se muestran las contribuciones de cada término para la malla de
N = 252, Aqui el término de estabilizacién es pequefio y los otros dos aproximadamente
iguales. El método numérico mnI disminuye la disipacién numérica puesto que no posee
el Término 2.

4e-10 T T T T T
mallas 10072, 20072, 2502 —+—
e 252 laminar --------
3.8e-10 ¥ e 2572 laminar + Termino 1 - b
AN R 2572 laminar + Termino 1 + Termio 2 -
e A - ! e e
3.6e-10 L Sl 2572 laminar + Termino 1y 2 + upwinding |
3.4e-10
3.2e-10
g
= 3e-10
=

2.8e-10

2.6e-10

2.4e-10

2.2e-10

2e-10 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo [seq]

Figura 4: Contribuciones a la disipacién (malla 252). Las mallas de 1002, 200% y 2502 no poseen disipacién
numérica apreciable (linea gruesa).

En la Fig. 5 se presentan los espectros energéticos de cuatro simulaciones hechas con
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mallas de 252, 502, 1002 y 2502 nodos, todos ellos a t = 200 seg. Se ve que los espectros
son iguales en el rango de nimeros de onda que captura cada malla.

1le-06 T
2502 ——

5012 —x
soas e
| .| 4

le-10 |

le-12 %%@

%
le-14 -
%%
E")
%

le-16 |

E(k) [(3 m)/kg]

le-18

1 10 100

Figura 5: Espectros energéticos para distintas mallas.

3.3.2. Efectos de los parametros de estabilizacion

Los parametros de estabilizacién son el upw f y el estab. Cuando la discretizacion es
suficientemente buena estos parametros no introducen efectos en los resultados y pueden
variarse en un rango grande. Este fue el caso observado con las mallas de mas de N = 1002
nodos. Para las mallas més gruesas el upw f introduce difusividad numérica y conviene usar
un valor pequefio. La experiencia acumulada mostré que valores < 5x 102 funcionan bien.
El producto estabx upw f no se puede variar tanto como el upw f porque se desestabiliza el
algoritmo. Para este producto se recomiendan valores entre 0,5 y 0,05. Para el método BS
fueron necesarios valores mas cercanos a estab x upw f = 0,5 en cambio para los métodos
normal y mnl se utilizaron valores mas cercanos a estab X upw f = 0,05.

3.4. Modelo de Smagorinsky en turbulencia 2D

Se hicieron corridas con mallas LES utilizando el modelo de Smagorinsky. Los resul-
tados en este caso demostraron ser més disipativos que si no utilizdramos el modelo (ver
figura 6). El modelo de Smagorinsky agrega una viscosidad turbulenta para modelar la
disipacion de las escalas no resueltas. Pero en este caso si bien esta disipacién estabiliza
més el algoritmo, da resultados peores que si no lo utilizdramos.

Este efecto negativo del modelo se debe a que, a diferencia de la turbulencia 3D, en
la turbulencia bidimensional la disipacion de las escalas pequenas es menos importante
que la de las escalas grandes. Esto hace que no sea tan importante la disipacion que falta
debido a no estar resolviendo las escalas pequenas. Mas atin considerando que el algoritmo
tiende a ser sobredifusivo al disminuir la cantidad de nodos. Para comparar la forma de
los espectros de disipacién de un flujo turbulento de dos y de tres dimensiones ver figuras
2y 13.
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5e-07

malla 1002 ——

49007 | ™ malla 5012 - |
A 5072 con Smagorinsky

4.8e-07 |
4.7e-07
4.6e-07 |

[I/kg]

4.5e-07 |
4.4e-07 |
4.3e-07 |
4.2e-07 | g
4.1e-07 | .

49'07 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Tiempo [seq]

Figura 6: Evolucién de la energia, con y sin modelo de Smagorinsky.

3.5. Prueba del método mni

El método mn1 esta pensado para introducir menos difusividad numérica. Esto se com-
prueba comparandolo con el método normal. En la Fig. 7 se puede ver que este ultimo
introduce aproximadamente el doble de disipacién numérica. La mejora se logra introdu-
ciendo el término de compensacién en la formulacion variacional que cancela exactamente
el Término 2 de la disipacion.

4e-10 T — T
Referencia: malla 2502
Metodo normal: disip laminar 252 --------
3.8e-10 |- : Metodo mn1: disp laminar 25/2 -------- b
N Metodo normal: dEdt 252
~ : D
3.6e-10 - ~ Metodo mn1: dEdt 252 i
3.4e-10
3.2e-10
g
= 3e-10
=
2.8e-10
2.6e-10
2.4e-10
2.2e-10
2e-10 L L L L L
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo [seg]

Figura 7: Composicién de la disipacién en los métodos mnl y normal. La linea continua es solucion DNS
2502. El método mnl introduce aproximadamente la mitad de disipacién numérica que el normal.

3.6. Prueba del método de resolucion por bloques

Se comparé el método de resolucion por bloques BS, con el método acoplado mn1. Para
ello se hizo una corrida con N = 1002 nodos. Se comprobé que los resultados concuerdan

152


xyz
152

xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz



P. F. Mueller, G. C. Buscaglia, E. A. Dari

perfectamente. Ademas el BS utiliza menos memoria y es mas rapido. Se observé sin
embargo que es algo menos robusto, y que anula menos la divergencia de la velocidad.
En conclusion el método dio buenos resultados, y fue fundamental para realizar corridas
tridimensionales dada la limitaciéon de memoria del cluster de computadoras disponible
para el presente trabajo.

4. SIMULACIONES 3D
4.1. Desestabilizacién de una condicidn inicial ordenada

Al igual que en la seccion 3, se comenzard mostrando que se establece un flujo tur-
bulento a partir de una condicién inicial ordenada. Para ello se partié de un campo de
velocidades con un solo modo de Fourier en k = v/3kg en la direccién (1,1, —1) (ecuacién
23). Este campo tiene divergencia nula pero a diferencia de la desestabilizacién presentada
antes, es no isotropico. Se mostrara que una vez que se desestabiliza el flujo la energia se
distribuye isotrépicamente en todo el espectro.

. (cos[2 m(r+y—2)] cos2m(x +y— 2)] cos2m(z+y— z)])
" 20v3 20v3 10V/3

La energia inicial y la disipacién inicial se pueden calcular analiticamente y valen: Ey =
L[ @2 =0,00125 k—Jg, e=2v [, | Vi [>=0,296x10"° %. Estos valores se mantienen

(23)

ﬁas%a que el sistema se desestabiliza. A partir de alli aparece toda una gama de vortices
més pequenos (Fig. 9) que producen un gran incremento en la disipacién (Fig. 8). Si
se observa la evolucién de las tres componentes de la energia, se ve que el desbalance
inicial se equipara y el flujo tiende a hacerse isotrépico. En la Tabla 1 se muestra este
efecto cuantitativamente, comparando la energia en los diferentes octantes del espacio de
Fourier.
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Figura 8: Izquierda: Energia en funcién del tiempo. Derecha: Disipacién en funcién del tiempo.

En esta corrida se produce el conocido fenémeno de acumulacién de energia en las
escalas resueltas mas pequenas, por ser la malla demasiado gruesa. A la derecha de la
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Figura 9: Evolucién de los espectros. Izquierda: Primera mitad del tiempo, donde se forma el espectro
turbulento. Derecha: Segunda mitad, donde decae la energfa.

Fig. 9 se ve que el apilamiento se corrige a medida que la energia disminuye. Esto es
posible corregirlo con el modelo de Smagorinsky, pero cabe mencionarlo pues contradice
la creencia de que los métodos estabilizados son “sobredifusivos”.

‘ ‘ Octante 1 ‘ Octante 2 ‘ Octante 3 ‘ Octante 4 ‘

Tiempo inicial 0 0 0 1
t = 150 seg .02 .05 .04 .89
t =175 seg .20 23 .20 37
t = 200 seg .25 .25 .24 .26
t = 250 seg .25 .26 .25 .24

Cuadro 1: Energia relativa en cada octante.

4.2. Simulacién con 643 nodos

Aqui se presentan varios aspectos de una simulacién de decaimiento de turbulencia
isotrépica 3D. Se utiliz6 un campo de velocidades inicial con un espectro turbulento
isotrépico, proveniente de otra corrida, multiplicado por una constante para fijar su ve-
locidad media cuadratica a Vrms ~ Tmm/seg (Re;, = 7000). La Fig. 10 muestra el
Re basado en la microescala de Taylor (Rey) durante el curso de la simulacién. Se uti-
liz6 un paso temporal de At = 0,5seg, una malla de N = 642 nodos. Se usé el modelo de
Smagorinsky.

La Fig. 11 muestra la evolucion de las escalas de Kolmogorov y de Taylor, que como es
natural crecen con el tiempo. En la Fig. 12 se grafica la velocidad media por componente
dentro de un cubo de 15,625 cm?®. Las fluctuaciones turbulentas son cada vez més suaves
debido al decaimiento de la energia.
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Figura 10: Evolucién de Rey durante la simulacién.
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Figura 11: Evolucién de las escalas de Kolmogorov y de Taylor.
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Figura 12: Izquierda: Velocidad media en un pequefio cubo de 15,625 cm?. Derecha: Velocidad media
cuadratica.

Los espectros energéticos y de disipacién de los campos de la Fig. 14 (entre otros) se

encuentran en la Fig. 13. Se observa que al evolucionar adquieren una pendiente cada vez
mayor, por la disminuciéon de Rey. Los espectros de disipacion, a diferencia del caso 2D,
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tienen el maximo en un nimero de onda grande, mostrando que las escalas pequenas son
las que mas disipan. Notar ademdas cémo el modelo de Smagorinsky disipa rdpidamente
energia en las escalas pequenias y el espectro adquiere el aspecto correcto.

le+08 T 1le+09
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Figura 13: Izquierda: Espectros de energia. Derecha: Espectros de disipacién. En la turbulencia 3D la
disipacién de las escalas pequenas es méas importante que en 2D.

4.3. Comparacién con datos DNS 2563

En esta seccién se comparan simulaciones LES, con el modelo de subescala de Smago-
rinsky y sin modelo, contra datos DNS tomados de una publicacién de Hughes et al.? Las
simulaciones LES se realizaron con Nygg = 64°%. La simulacién DNS fue realizada con un
método espectral con Npyg = 2563.

Se reescalearon los datos DNS de manera que tengan las mismas unidades que las
corridas LES. Las corridas LES parten de la misma condicion inicial. Los campos de
velocidades DNS poseen un espectro energético similar a los campos LES si los miramos
en unidades de ky. Si se hace la suposicién que en la condicién inicial son iguales y que
sblo difieren en una constante multiplicativa, entonces los unicos parametros de los que
depende el problema periédico exacto son L, v y V,p,s. Se definio el tiempo £ = 0 de cada
corrida como el momento en que todas tienen el mismo valor Re; = 6800.

Las curvas de evolucién de la energia (Fig. 15) son muy similares para las tres corridas
(DNS, LES sin modelo, LES-Smagorinsky). En la Fig. 16 observamos que la disipacién
laminar LES es menor que la de los datos DNS, por no contener las escalas pequenas.

La disipacién total tiene en ambos casos (con y sin modelo) un valor parecido al de
DNS. En la corrida sin modelo la disipaciéon laminar es mas parecida a la de DNS y la
numérica proviene del llamado Término 1 y del upwinding (ver Fig. 20). Con el modelo de
Smagorinsky la mayor parte de la disipacién es introducida por el término de viscosidad
turbulenta. Esto podria parecer una ventaja de no usar modelo, pero en realidad la mejora
es fortuita y un analisis més detallado muestra que la corrida sin modelo tiene mas error.
En efecto, la primera parte de la corrida sin modelo tiene un comportamiento transitorio
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Figura 14: Médulo de la velocidad para una malla de 64° nodos. El color blanco es velocidad mayor a 9
mm/seg, el negro es velocidad cero. La primera figura es a tiempo t = 40 seg y la segunda a t = 120 seg.

erréneo donde la disipaciéon no disminuye con el tiempo. Esto se debe al fenémeno de
apilamiento de energia en las escalas pequenas (ver en Fig. 17 cémo se levanta al comienzo
la parte final del espectro). En las corridas 3D, al contrario de las 2D, el modelo de
Smagorinsky tiene asi efectos positivos.

4.4. Simulaciones con mallas de 483 y 323 nodos

Ahora se estudiara el efecto que tiene la discretizacion espacial en las simulaciones con
y sin modelo de Smagorinsky. Para ambas se realizan corridas en mallas de 323, 483 y 643
nodos. En todas ellas se utilizo At = 0,5seg.

En la Fig. 18 se comparan los espectros a ¢t = 40 seg en unidades de energia por
unidad de nimero de onda, en vez de histogramas, para poder compararlos entre si. A
la izquierda (sin modelo) se puede ver que cuanto menos nodos se utilizan, el efecto de
apilamiento de energia al final del espectro es cada vez mayor. En cambio si utilizamos el
modelo de Smagorinsky los espectros son correctos. En la Fig. 19 se graficé la evolucién
de la energia para los seis casos comentados. A pesar de que el modelo de Smagorinsky
introduce disipacién adicional las simulaciones con modelo son menos disipativas.

También se compararon las distintas contribuciones a la disipacién. En la Fig. 20
se graficaron los distintos términos para una corrida con N = 323. Es notable que la
disipacién numérica del esquema sin modelo es del mismo orden y aproximadamente
igual a la disipacién que introduce el modelo de Smagorinsky a través de la viscosidad
turbulenta. Se observé ademas que las simulaciones realizadas utilizando el modelo de
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Figura 15: Energia en funcién del tiempo.

Smagorinsky tienen menos divergencia (en norma L?).

En esta seccién se mostraron resultados de simulaciones LES de 322 nodos. Si compara-
mos esta cantidad con los requeridos si hubiéramos hecho DNS se aprecia la importancia
del LES. Para la simulacién DNS se requirieron 2562 nodos. Esto es 512 veces superior en
cantidad de ecuaciones a resolver.

5. CONCLUSIONES

Se presentaron simulaciones del decaimiento de turbulencia homogénea e isotrépica en
dos dimensiones y tres dimensiones, utilizando métodos de elementos finitos estabilizados.
Se obtuvieron soluciones LES que mostraron muy buena concordancia con simulaciones
DNS.

Se comprobd el establecimiento espontaneo de un espectro turbulento a partir de di-
versas condiciones iniciales.

Estudiando las distintas contribuciones a la disipacién, se demostré la conveniencia
de un esquema numérico modificado propuesto por Simo y Armero® debido a su mejor
comportamiento dinamico.

En el caso 2D se mostré que el upwinding es particularmente perjudicial, y que incor-
porar el modelo de Smagorinsky no tiene efectos positivos. Resulta claro que los métodos
estudiados tienden a ser sobredifusivos, pero esto puede evitarse utilizandolos cuidadosa-
mente.

En el caso 3D se mostré que el modelo de Smagorinsky introduce aproximadamente
la disipacién necesaria para un LES exitoso. Por otro lado es notable que la disipacién
numérica que introduce el método sin modelo es aproximadamente la misma. El problema
de simular sin modelo de subescalas es que se produce un apilamiento de energia en las
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Figura 16: Disipacion en funcién del tiempo.

escalas pequenas que introduce comportamientos erréoneos en ciertos casos.
Este trabajo fue financiado parcialmente por ANPCyT a través de los PICT 12-6337
y 12-09848.
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Figura 17: Espectros con y sin modelo de Smagorinsky respectivamente. Se incluyé un espectro DNS
como referencia. Notar que en el caso con modelo el apilamiento inicial desaparece, en cambio en el caso
sin modelo el apilamiento primero se amplifica y después tiende a desaparecer.
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Figura 18: Espectros en funcién del ndimero de nodos.
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Figura 19: Evolucién de la energia para distintas mallas.
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Figura 20: Contribuciones a la disipacién término por término.
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