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Resumen. En el presente trabajo se modela el fendmeno termo-elastodindmico en solidos porosos
micro-estructurados con micro-temperaturas, para lo cual utilizamos, la formulacién de Green Nagh-
di tipo II, y de micro-temperaturas (D. lesan, Discrete and Continuous Dynamical Systems - B, Volume
19, Number 7, 2169-2187, 2014), en relacién con el acoplamiento al campo escalar de temperaturas, y
la teoria de segundo gradiente para el calculo de deformaciones. Las micro-estructuras consideradas son:
inclusiones y dislocaciones genéricas. Se formula rigurosamente el problema de condiciones iniciales y
de borde, luego se definen las funciones de Green asociadas a cada campo, para finalmente, utilizando el
segundo y tercer teoremas de Green Lagrange, construir las representaciones integrales de las soluciones.
Posteriormente utilizando el teorema de Picard, se muestra un método iterativo para calcular aproxima-
ciones a todo orden

Keywords: Thermoelasticity, poro-thermoelasticity, microtemperatures, second gradient theory, Green-
Naghdi type II theories.

Abstract. The present work models the thermo-elastodynamic phenomenon in micro-structured porous
solids with micro-temperatures. For this purpose, we use the Green Naghdi type II formulation and
micro-temperatures (D. Iesan, Discrete and Continuous Dynamical Systems - B, Volume 19, Number
7,2169-2187, 2014), in connection with the coupling to the scalar field of temperatures and the second
gradient theory for strain calculation. The considered micro-structures are generic inclusions and disloca-
tions. The problem of initial and boundary conditions is rigorously formulated, then the Green functions
associated with each field are defined, and finally, using the second and third theorems of Green Lagran-
ge, the integral representations of the solutions are constructed. Subsequently, by employing the Picard
theorem, an iterative method is presented for calculating approximations to any order.
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1. INTRODUCCION

Se escriben las ecuaciones de gobierno de la poro-termo-visco-elastodindmica, con micro
temperaturas en la formulacion de segundo gradiente, sus variables descriptoras son

R= {uj,@2%’,ﬂﬁzuy‘awjapa,pbawjaT} (1)

Las ecuaciones de movimiento son las siguientes (Iesan, 2007, 2014)
Distribucion de campos de desplazamiento viscoelastico (cuerpo de Voigt) en la formu-
lacion de segundo gradiente

PO, (7, 1) = (07, (1)) i — (1 = BV)us(F.) = -+ NV (V(F.8))
— (1 = V)i (Z,1) — (1 + NV (Vin(Z, 1)) + ar MG, (1 = BEV)pas(E, )+
+ asMY(1 = BV2)py(@,1) + BME(1L — Z%W)(l + 70T (7, ) =
Sﬁimslmk(f, t) enRy (2)
u;(7,0) = u) /u) € (Hy(Dy))® ; Oyu;(,0) = RS / h € (L*(Dy))? (3)
ll?p?u? A?M? )\,06172,5,7' S R(J]r (4)
Distribuciéon de campos de micro-temperaturas (operador de Stokes)
bOw; (T, 1) — ki V2w; (T, 1) — kaV (Vwy(Z, 1)) + BME (1 — V) (1 + 70,) Tk (&, t)+
+ kg’w]' (f, t) =0 en Rk (5)
w;(Z,0) = w) /w) € (Hy(Dy))? ; b ki3, 3,7 € Ry (6)
Distribucion de presiones de poro
eaatpa(fv t) - (Kqupa,j (fv t)),k - (K]C‘lkpad (f’ t))Jﬂ + @1ngk(1 - lfﬁz)aﬁk(:& t)“’
+0,0H(t, T,py) =0 enRy (7)
Pa(T,0) = py / po € Hy(Dy,) (®)
0u0ips(T, 1) — (K Do (1)) 1 — (Ko (F,1)) e + oMY (1 — 13V2)i (7, £)+
+ Hbat’;'-L(t, T, pa) =0 en Rk (9)
po(,0) = py / py € Hy(Dy) (10)

Distribucion de temperaturas segiin Green-Naghdi tipo 11

pe, ;T (T, t) — (KET(Z,4)) 5 — (K5T35(Z,) 4 + pe, 0T (T, ) —
— kow; (7, 1) + ToBME(1 — BV (1 + 70,52, ) + EOH(E, popa) =0 (11)
T(%,0) =Ty / To € Hy(Dy) ; &T(%,0) = qo / qo € L*(Dy) (12)
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Condiciones de borde mixtas

(it () + G Vs, 0) | -
1

(4 (1= BVRun(7,0) | -

— (=i (F,t) — al3 V2, (7, t ‘
(—fngt e (7, 1) — pling V=i, g (7, 1)) o o

1

— (B4 N)((1 = V)i (7, 1))

ar,
+ (a1 M (1 — PV?)pa(Z,t) + agMJl-’k(l — 2V?)py(Z, t)) g ‘

ory
FBMA( - BV )T@E i | = | /) € (L20r) (13)
(—hyw; (1) — ka(Van(7,1)) + BME(1 — BV?)(1 + 70,)T (%, t) )i (m —0 (14)
(— K pap(@,t) — Kpur(,t) + ar MG, (1 — BV (&, t))ny _— (15)
(—Kuposo(Z,1) — Kopoge(Z,1) + QoMU (1 — FV2)ig (T, ))hy - 0 (16)
(~KET (1) + TyBME(1 — BV2)(1 + 70,)ity (7, 1)) ‘apl — kowi(Z, ) ’m —0 (17)
W@ | =w @) =0 pEY)|  =p(E ‘m: 0; T(Z,1) ‘m: 0 (18

Las constantes que intervienen en el modelo son todas reales positivas, las matrices asociadas
a los tensores de segundo orden son simétricas y sus formas cuadraticas propias son definidas
positivas. Las funciones H se definen como funciones de tipo histeretico esencialmente de tipo
Preisach (Cacciola et al., 2009) (Morée y Leijon, 2023)

SEs es el tensor de Eshelby-Mura, que satisface

Jklm
Sfim = SLi = Sk
Emi € (L*(Ry,))%*?: Deformaciones residuales.
1.1. Definicion de las funciones de Green
— 019a(AT, At) — (K§39ak (AT, Al)) j — (kagmk(Af, At)); = 0(AZ, At) (19)
— Ovgp (AT, At) — (Kj-’kgb,k(Af, At)); — (Ii’;-’kghk(Af, At)) ;= 0(AZ, At) (20)
pc,TOrgr (AL, At) — (KﬁgT(Af, At) )k + peoTOgr (AT, At) = 0(AZ, At) 21

PO} g (AF, At) — p(1 = V) V2 g5 (AT, At)—
— (4 N((1 = BV?)gjnn(AF, A1) . — A1 = [V?)V2§5(AT, At)—
— (B4 N((1 = V) gjnn(AF, A)) 5 = 5x0(AT, AL) - (23)
DGk (AT, At) — kyV2G (AT, At) — koy(Grnn (AT, AL)) ; + ksGiu(AZ,AL) =0 (24)
Ga(AZ, —t) = go(AZ, —tf) = 0; Gi(AT, —t5) = g (AZ,0) = 0rgji,(AZ,0) =0 (25)
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Condiciones de borde
(—,uﬁlgjk,l(Af, At) + l%ﬁl@2gjk,l<Af, At)) or —
1

— (1 + Vi (1= BV g (A7, A1) |+

4 (=g (AT, At) + ANV (AZ, AL)) ‘ -

ory
= (Vi (1= EV)gua(AT, A1) | =0 (26)
(K gur (A7, A1) — Ky a(AF, A | =
= <_K§k9b,k(Afa At) — K?kgb,k(Afa At))ny, o 0 @7
k1G i (AZ, At) g — ko(Grun (AT, At))i; _ — K gr(AZ, At) i, _ 0 (28)
Ja(AT, AY) ]m — (AT, Al) ]m —0 (29)
Gin(AZ, At) (m = gu(AT. A1) | = gr(AF, A1 ‘am —0 (30)

1.2. Construccion de las soluciones semi-analiticas

Utilizando el segundo y el tercer teorema de representacion de Green-Lagrange podemos
construir las representaciones integrales de las soluciones en la forma siguiente:

u;(Z,t) = ///V 2" {g;1 (T — T, 1) Opup (T, 0) — up (7, 0)0: g (Z — T, t) 1+

¢
+ / dt’{/// d?’x’gjk(f— 7ot — )=t @(Ujapa,pb7T))}+
0 Vi

t
+/ dt’{# dS gin(@ — 7't — t’){q}l(f/,t/) + 95 (1, Par 2o, T) ’ }} (31)
0 ar ory or,
pa(T,t) = // P2 {go(T — T, t)pa (T, 0)}+
Vi

¢
" / dt'{ /// B g(E — Tt —t')Ea@’,t’,p(uj,pa,pb,T>>}+
0 Vi
¢
+/ dtl{# dS{ga(f_ f/7t - t/)pZ(ujapaapbaT) ’ }} (32)
0 o, o,
wiat) = [[] etoa- om0
Vi
¢
- / dt'{/// 2 gy (7 — 7t — ) Ey (2, 1, go(uj,pa,pb,T))}—i—
0 Vi
¢
+/ dtl{# dS{gb(f_ flat - t/>pz(ujapaapb7T) ’ }} (33)
0 o, o,
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///V k &2 {gr (7 — &, )0T(F,0) — T(T,0)dgr(Z — T, ) }+

+ [ dt’{ I df‘x/gT(f—:fxt—t’)ET(f’,t’,m(uj,pa,pb,T>>}+
0 Vi
t
+ [ar{ g asforte -z~ tyitummn|, b}
0 oy ory
= /// &2’ G (T — & ) wi(Z,0)+
Vi
t
+/dt’{/// dgx/ij(f—f/,t—t/)ék(f/,t/,pT(wj,T))}-l-
0 Vi
t
+/dt’{# dSij(f—f',t—t’)p;(wj,T)‘ } (35)
0 ory ol

1.3. Construccion de los aproximantes de Picard

Los aproximantes de Picard serdn:

u("H)(:c t) = K7 (u), w))+

/dt{/// & giu(F — &t — )= (@, plu (-"),pé”),pfl”),ﬂ(")))}Jr
Vi

/dt’{# dSg(T — 2 t—t’){qg(f’,t’) —l—pj(uj,pa,pb,T)‘ }} (36)
aI‘l 8F1 8F1

pUI(E ) = KO (¢, pl)+

/ {/// o' ga(F — Tt — )27, p(u (»%p£">,pé’vT(")))}+
Vi
t
/dt’{# dS{ga(f—f’,t—t’)pZ( <.">,pg>,pg”>,T<”>)] }} (37)
or, ory

nH)( 775) = Kb t Pb)

+ dt'{/// P2 gy(7 — 7t — ) (2, 1 p( (n 7pl(l),pb),T(")))}—I—
0 Vi
o, dt/{# ds{gb@—:f',t—t’)pi(uﬁ-”),pg"),pé”),T( ) }} (38)
0 ar, or,

TUD(Z, 1) = KJ(To, q0)+

t
Vi
+ / dt’{# ds{gT@—f',t—t')@ (u <”>,pg">,p£”>,T<”>,w§"))\ }} (39)
0 ary ary

w" (@, 1) = KO(w?)+

/ dt{ /// PG *’,t—t’)E,ﬁ")(f’,t’,p(w§”),7;(")))}+
Vi
+/dt'{# dSij(f—f’,t—t’)pj(w](."),T(”))‘M} (40)
0 8F1 1
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Los operadores definidos genéricamente como (u; () , T, ©5( 5-"), T™) ... etc.deben inter-
pretarse en el sentido que son los términos acoplados que han sido trasladados al miembro de
la derecha de cada ecuacion y que actian como forzados externos, todos ellos son acotados,
compactos y estdn definidos en la clausura de los espacios utilizados habitualmente.

En general puede probarse que, para todas las variables descriptoras utilizadas en ambos
modelos, dado que {u;}°, es de Cauchy; entonces

Z QJ{uj}n 1

n

, } =0= u§n) — u uniformemente ; ¢; € Ry

lim { sup

n—oo UERk

La estrategia computacional utilizada serd la de wavelets, descriptos segun la siguiente es-
tructura
Base de Haar y formula de cuadratura asociada

{t = o plt) = (2" — k); n €N,0 < k < 2"} @1)
/ T 22T — P2 — 1) = B O (42)
(b N CL)( 2N 2N
Sn(f) = ZZZf{a+ (0:/2)(2i = 1),
k=1 j=1 =1

+(0,/2)(2+ e+ (0./2)(2k+ 1)} (43)

Finalmente puede probarse que el error cometido tiene la estructura siguiente

m+1

d{ [l — H}< My 5 Mo = sup {[|F(Z,t,uj)ll} (44)

Z,tERy

Las representaciones integrales se expresarian en la forma siguiente

a\™ (7, t) = a7, 1)+

2N 2N 2N

+ 6,0, ZZZ{/ dt' Hy{x,y, z,t —t',a + (6,/2)(2i — 1), ¢ + (6,/2)(25 + 1),

k=1 j=1 i=1

e+ (0./2)(2k + 1)} oy {ul™ P {a + (8,/2)(2i — 1), ¢ + (8,/2)(2) + 1),

e+ (9,/2)(2k + 1)}}}+

+ 6,0,0. ZZZ{/ dt' Hp{a,y,0,t — ' a+ (8,/2)(2i — 1), ¢+ (6,/2)(2] + 1),

k=1 j=1 i=1

e+ (0./2)(2k + 1)} i {ul" P {a + (8,/2)(2i — 1), ¢ + (8,/2)(2] + 1),

e+ (0./2)(2k + 1)}}} (45)

2. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se analiz6 y resolvid semi-analiticamente, un modelo de tipo poro-
termo-visco-elastodindmico con micro-temperaturas desde la perspectiva de D. Iesan, y R.
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Quintanilla, se construyeron las soluciones semi-analiticas y los aproximantes de Picard, se
definieron funciones de Green asociadas a cada operador, y luego utilizando los teoremas de
Green Lagrange, se construyeron las ya mencionadas representaciones integrales de las solu-
ciones, el sistema de ecuaciones integrales puede resolverse por multiples, vias siendo una de
las exploradas por este grupo la de los wavelets.
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