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Resumen. En este trabajo se presenta una implementacién simple y directa del Método de Galerkin
libre de elementos (MGLE) en la solucién numérica de problemas de flujo en medios porosos bajo la ley
de Darcy. Tal problema ha sido abordado como una ecuacién de Poisson en términos de presion, la cual
ha sido apropiadamente adaptada a la formulacién débil global del MGLE. El método convencional de
minimos cuadrados méviles (MCM) ha sido utilizado en la construccion de las funciones de forma para
la aproximacion de la presion, lo cual ha permitido el calculo continuo de velocidad y presion en todo
el dominio del problema. El sistema de ecuaciones resultante ha sido adaptado a la solucién de distintos
problemas de prueba para flujo en medios porosos, y la precision de este enfoque basado en el MGLE ha
sido demostrada por comparacién con soluciones analiticas.

Keywords: Element-free Galerkin Method, Porous Media, Fluid-Dynamics, Darcy’s Law.

Abstract. The present work introduces a straightforward implementation of the element-free Galerkin
method (EFGM) in the numerical solution of porous media flow problems under Darcy’s law. Such a
problem has been addressed in terms of a pressure-based Poisson’s equation, which is properly adapted
to the global weak-form of the EFGM. The standard moving least square method has been used in the
construction of the shape functions for pressure field approximation, which has allowed the continuous
computation of both pressure and velocity throughout the entire problem domain. The resulting system of
equations has been adapted to the solution of several porous flow benchmark problems, and the accuracy
of this EFG based approach has been proven by comparison with the analytical solutions.
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1. INTRODUCCION

Las condiciones de flujo de Darcy toman parte en diversos fendmenos y casos aplicados en
ciencias de la ingenieria, los cuales involucran el movimiento a bajas velocidades de fluidos vis-
cosos en medios porosos. Tales condiciones se pueden encontrar en procesos de extraccion de
petréleo, flujo de resinas en la fabricacién de materiales compuestos fibro-reforzados, filtracién
de fluidos en suelos porosos, flujo de gases en reactores de lecho fijo, entre otros [Nakshatrala
et al. (2006); Bochev y Dohrmann (2006); Zhang y Li (2017)]. Las ecuaciones que rigen tales
condiciones de flujo son la Ley de Darcy, la ecuacién de continuidad y las condiciones de pe-
netracion en las fronteras [Zhang y Li (2017)]. Este grupo de ecuaciones se interpretan ademds
como una simplificacién de la formulacién general de Darcy-Forchheimer-Brinkman (DFB)
para flujo en medios porosos [Reddy y Gartling (2010)]. Los problemas de flujo en medios
porosos bajo el régimen de Darcy pueden ser resueltos con el empleo de métodos numéricos
basados en malla, tal como el método de elementos finitos (MEF) [Nakshatrala et al. (2006);
Bochev y Dohrmann (2006); Reddy y Gartling (2010)]. La factibilidad de una solucién basa-
da en el MEF para problemas de fluido-dindmica, incluyendo también aquellos que involucren
medios porosos, requiere de una seleccion adecuada de las funciones de forma para la aproxi-
macion elemental de la velocidad y la presion en modo de satisfacer la condicion de estabili-
dad de Ladyzhenskaya-Babuzka-Brezzi (LBB) [Nakshatrala et al. (2006); Bochev y Dohrmann
(2006)]. En el caso de modelos completos DFB para flujo en medios porosos, se pueden obte-
ner resultados estables y convergentes bajo formulaciones cldsicas mixtas o penalizadas con una
seleccion apropiada de las funciones de forma [Reddy y Gartling (2010)]. Sin embargo, en la
forma reducida para el régimen de Darcy, las formulaciones cldsicas mixtas o penalizadas don-
de la funcién de forma para la aproximacion de la presién es de orden menor respecto a aquella
implementada para la interpolacién de la velocidad, conllevan a una inconsistencia debido a
que el enfoque directo bajo condiciones de flujo de Darcy da lugar a una equacién de Poisson
donde la presion es la variable a interpolar. Posteriormente, el perfil de velocidades calculado
a partir del gradiente de presiones serd consistente y de un orden menor [Reddy y Gartling
(2010)]. En resumen, la implementacion de formulaciones mixtas o penalizadas comunes, im-
plican notables dificultades a menos que se introduzcan métodos de regularizacién que permitan
la obtencidn de resultados estables y convergentes, independientemente del tipo de funciones
de forma utilizadas para la aproximacion de las variables [Nakshatrala et al. (2006); Bochev y
Dohrmann (2006)]. Por otra parte, el enfoque directo de la ecuacién de Poisson para la presion
no estd exento de dificultades cuando se resuelve por medio de esquemas convencionales bajo
el MEF [Reddy y Gartling (2010)]. Tal enfoque proporciona una aproximacién continua de la
presion en todo el dominio, mientras que la velocidad es discontinua a trozos entre elementos
debido a que se calcula a partir del gradiente de presiones por medio de la Ley de Darcy. Esta
condicién implica una notable pérdida de precision en el calculo de la velocidad, la cual requie-
re de técnicas de post-procesamiento para obtener una distribucién continua en esta variable,
sin garantizar en muchos casos la conservacion de masa [Reddy y Gartling (2010); Nakshatrala
et al. (2006); Bochev y Dohrmann (2006)].

El MEF ha sido exitosamente utilizado en la solucién de diversos problemas de mecédnica de
sOlidos y fendmenos de transporte, y su grado de desarrollo ha permitido su implementacion en
simulaciones cada vez més complejas. En este sentido, varias modificaciones han sido introdu-
cidas para poder abordar problemas relacionados con la distorsion de la malla en problemas de
grandes deformaciones, discontinuidades durante transformaciones de fase, fronteras moviles,
problemas de flujo con superficie libre, entre otros. Tales dificultades estdn principalmente re-
lacionadas al proceso de mallado, que constituye la etapa donde se consume mayor tiempo en
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problemas tridimensionales y geometrias complejas [Liu (2009); Alvarez-Hostos et al. (2018b,
2019)]. Por otra parte, varios autores han logrado superar tales dificultades de manera mas di-
recta y simple con el empleo de técnicas alternativas basadas en un conjunto de particulas o
nodos para representar el dominio del problema, conocidas como métodos sin malla. Entre los
problemas complejos abordados con éstas técnicas se pueden mencionar dindmica de fluidos
no newtonianos [Li y Dong (2018)], problemas acoplados de fluido-dindmica y transferencia
de calor [Hon et al. (2015)], elasticidad no lineal [Li y Tian (2018)], elastoplasticidad [Cheng
etal. (2014)], problemas de transporte con coeficientes variables [Gharib et al. (2017); Dehghan
y Narimani (2018)] y adveccion-difusidon-reaccion [Cheng et al. (2018)], mecénica de fractura
[Pathak et al. (2014)], termo-mecdnica no lineal [Alvarez-Hostos et al. (2018); Alvarez-Hostos
etal. (2018a, 2016)], entre otros. En el caso particular del método de Galerkin libre de elementos
(MGLE), su formulacion débil global hace que tal técnica no esté exenta de ciertas dificultades
comunes al MEF. Particularmente en la solucién de problemas de transporte y fluido-dindmica
se pueden mencionar las dificultades inherentes al bloqueo volumétrico[ Alvarez-Hostos et al.
(2018b)] y las condiciones de flujo dominantemente advectivas[Alvarez-Hostos et al. (2019)].
Afortunadamente varios autores han demostrado la posibilidad de superar tales dificultades a
través de la extension plausible de varias técnicas originalmente formuladas para el MEF, al
MGLE. En principio, Wang et al. (2012) presentaron una interesante discusion basada en la
idoneidad del MGLE para resolver problemas de fluido-dindmica incompresible en condiciones
estacionarias bajo una formulaciéon mixta velocidad-presion convencional con el objeto de eva-
dir el problema puesto por la condicién LBB, en comparacién con métodos de pasos de tiempo
fraccionados tales como la técnica de las caracteristicas, o el método semi-implicito de ecua-
ciones vinculadas por la presion. Posteriormente, el método variacional multiescala de Hug-
hes (1995) fue extendido al MGLE para resolver problemas de conveccion-difusion-reaccion
[Zhang y Xiang (2014)], conveccion natural [Zhang y Zhang (2015)] y finalmente flujo en me-
dios porosos [Zhang y Li (2017)], dando lugar al MGLE variacional multiescala (MGLEVM).
Un avance ulterior en este ambito fue alcanzado por Zhang y Li (2018), al seguir las ideas del
MEF Generalizado (MEFG) para formular el MGLE Generalizado (MGLEG), basdndose en la
propiedad de particién de la unidad que possen las funciones de forma creadas por minimos
cuadrados mdviles (MCM). Tal técnica, fue empleada adecuadamente en la solucién de proble-
mas de fluido-dindmica bajo condiciones de flujo reptante satisfaciendo simultdneamente las
condiciones de LBB. Por otra parte, Alvarez-Hostos et al. (2018b) implementaron exitosamen-
te los métodos de penalizacion consistente e integracion reducida en el MGLE, para superar la
dificultad del bloqueo volumétrico durante la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes en
condiciones de flujo incompresible. Mas tarde, Alvarez-Hostos et al. (2019) propusieron una
extension plausible del esquema de estabilizacion corriente arriba de Petrov-Galerkin al MGLE
para abordar el problema de transporte dominantemente advectivo durante el cambio de fase en
procesos de colada continua con enfriamiento directo.

Particularmente en los casos de flujo en medios porosos bajo el régimen de Darcy, el MGLE
ha sido implementado en problemas de flujo bifasico [Samimi y Pak (2014)] y en el andlisis
hidro-mecénico de fisuras en medios porosos [Samimi y Pak (2016)]. En tales comunicaciones
las ecuaciones de conservacion en la fase fluida han sido resueltas para calcular la distribucion
de presiones, sin dar mayor importancia o poner especial énfasis en el clculo de velocidades. Es
por esto que recientemente Zhang y Li (2017) han propuesto la implementacion del MGLEVM
con funciones de forma construidas por el método de MCM mejorados (MCMM), constituyen-
do el primer estudio en que el MGLE es usado en problemas de flujo de Darcy para el célculo
estable de velocidades y presiones de forma continua en todo el dominio del problema. El em-
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pleo de los MCMM ademads permitié superar los problemas de condicionamiento de la matriz
de ponderacién involucrada en la construccion de las funciones de forma, especialmente para
dominios de influencia pequefios [Li y Wang (2016)].

Con base en todos los aspectos mencionados hasta ahora, en el siguiente trabajo se propone
el empleo del MGLE de una manera mds simple y directa para la solucién de problemas de
flujo en medios porosos, considerando el enfoque directo para el cual la presidn constituye la
variable principal en la ecuacién de Poisson inherente al problema de flujo de Darcy. Dadas las
caracteristicas de las funciones de forma creadas por MCM, este enfoque permite el cdlculo de
velocidades y presiones estables de forma continua en todo el dominio del problema abordado.
La obtencion de tales resultados es posible sin recurrir a técnicas de post-procesamiento que
conllevan una pérdida de precisién y no garantizan el cumplimiento del principio de continui-
dad. La factibilidad y confiabilidad de este procedimiento serd validado por comparacién con
las soluciones analiticas de varios problemas de referencia.

2. ECUACIONES GOBERNANTES

El problema de flujo de Darcy puede ser abordado bajo una formulacién mixta o en forma
potencial resolviendo un problema de Poisson para la presion, siendo la segunda opcién aquella
a implementar en este trabajo.

2.1. El problema de flujo de Darcy

El movimiento de fluidos en medios porosos bajo condiciones de flujo de Darcy en un domi-
nio continuo €2 con fronteras I', se rige por[Zhang y Li (2017)]:

ovit+pi=fi en Q, ey

sujeta a:
vi,i =g en Q, (2)
vin; =b sobre T, 3)

donde (1) y (2) son la ley de Darcy y la ecuacion de continuidad, respectivamente, mientras que
(3) son las condiciones de penetracién o permeacion en las fronteras. En tal grupo de ecuacio-
nes v; es el vector velocidad, p la presion, n; es el versor normal a I', mientras que f;, g y b son
funciones dadas. Por otra parte, 0 = p/k siendo p y & la viscosidad del fluido y la permeabi-
lidad del medio, respectivamente. La sustitucion de (1) en (2) da lugar a la forma potencial del
problema de Darcy en términos del problema de Poisson para la presion:

(IZ)’i—(f)"l—g:O en Q @)

32

2.2. Implementaciéon del MGLE en la forma potencial del problema de Darcy

El MGLE es una técnica numérica para resolver la forma débil de las ecuaciones gobernan-
tes. En este procedimiento, la formulacion débil es resuelta en forma global utilizando funciones
de forma creadas en un dominio local mévil, dando lugar a un célculo continuo de las variables
de campo y sus derivadas. La forma débil del problema de Poisson para la presion (4) es:

/WdQ:/dpﬂmdF—/(Sp ving dF—/dp (f> dQ—I—/(Spng (5)
Q O r o r T Q 0/ Q
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En un dominio representado con n nodos, la funcién de forma construida por MCM con un
polinomio base bi-lineal para un nodo /-ésimo es [Liu (2009)]:

-1

. 1 xg Yy xgyJ 1
D _1 T Wi - xg Ty TIYS TYg Ty 6
#@ = | v ] (xx"); yr o xgys Yy xgyy yr |’ ©)
Trys T3ys Try; T3y TryYr

donde la funcién de ponderacion Wz_z,y es construida sobre dominios de influencia rectangu-
lares, utilizando trazadores cubicos:

% — 4% — 43 r<sj
Wipy=R3—dr+4?—3% 1<r<1 (7

0 r>1

Wie—z) = W) Wiy
donde: || I I I
T —Xr Yy—yr

T = ) - 8
ly - dmax Y Ly - dypoe ®

En (8) d7'** y d;** son los multiplicadores para definir el tamafio del dominio de influencia
en términos del espaciado internodal en las direcciones z (I,) e y (I,), respectivamente. La
formulacion débil presentada en (5) serd resuelta bajo el esquema centrado de Bunov-Galerkin.
En este sentido, se utiliza la misma funcién de forma para aproximar la presiéon y también su
variacion virtual:

Dz = Z @Egﬁb opz) = Z gogg)éﬁ[. 9)
I=1 I=1

La formulacion para resolver el problema de Darcy bajo el MGLE se obtiene luego de sustituir
las aproximaciones (9) y (10) en la forma débil (5). El resultado de esta sustitucion se escribe
con operadores vectoriales para una lectura mas simple:

Todas las sumatorias son finalmente reescritas en un arreglo de vectores y matrices como sigue:
K™"p" = F — BE — F& + GB (11)

3. EJEMPLOS NUMERICOS Y RESULTADOS

Se abordardn tres ejemplos numéricos propuestos por Zhang y Li (2017) para evaluar la fac-
tibilidad y precision del procedimiento utilizado en esta comunicacion. Las soluciones basadas
en el MGLE han sido codificadas en el editor del software Matlab®. Los cédigos fueron ejecu-
tados en un procesador 13-2.13 GHz (i3 es una marca de la corporacion Intel, Santa Clara, C.
A., USA) en sistema operativo WINDOWS7 Home Basic (WINDOWS es una marca registrada
de la corporacion Microsoft, Redmond, C.A., USA) con 4 GB de RAM instalados.
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3.1. Flujo de Darcy compresible sin fuerzas de campo

Se considera un flujo con o0 = 1y f; = 0, para el cual la distribucion exacta de presion es:
p(x,y) = cos(2mx)cos(2my), (x,y) € [0,1] x [0,1].

La distribucién de velocidades se calcula entonces de acuerdo a v; = —p ;. Bajo estas con-
diciones la funcién de compresibilidad es g(z,y) = 87%cos(2mz)cos(2my) y la condicién de
permeacion en las fronteras b(x,y) = 0. Los resultados basados en el MGLE se muestran en
las Figuras 1 (a)-(c).

iF N N P

!

. Pressure

(a) Velocidad horizontal v, (b) Velocidad vertical vy (c) Presion

Figura 1: Distribuciones de velocidad y presién obtenidas bajo el MGLE, en el problema de flujo de Darcy com-
presible sin fuerzas de campo: (a) Velocidad horizontal, (b) Velocidad vertical, y (c) Presion.

3.2. Flujo de Darcy incompresible con fuerzas de campo
El segundo ejemplo a analizar involucra el flujo de Darcy de un fluido incompresible con
o = 1, cuyas soluciones exactas para la velocidad y la presién son:

plz,y) =23 +1°, wi=12y(1 — )2, —22(1 — )" (z,y) € [-1,1] x [-1,1].

Dadas estas condiciones, las fuerzas de campo se pueden calcular como f;(z,y) = u; +p;, la
funcién de compresibilidad es nula g(x, y) = 0, y la permeacién en las fronteras es b(x, y) = 0.
Los resultados basados en el MGLE se muestran en las Figuras 2 (a)-(c).

(a) Velocidad horizontal v, (b) Velocidad vertical v, (c) Presién

Figura 2: Distribuciones de velocidad y presion obtenidas bajo el MGLE, en el problema de flujo de Darcy incom-
presible con fuerzas de campo: (a) Velocidad horizontal, (b) Velocidad vertical, y (c) Presion.
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3.3. Flujo de Darcy incompresible con fuerzas de campo y permeabilidad baja

Por dltimo se analiza el flujo de Darcy de un fluido incompresible con = 1 y en un medio
de permeabilidad homogénea x = 0,01, cuyas soluciones exactas para la velocidad y la presién
son:

ple,y) =p(a® —y?), w=[e+1)?*/4~(@+Dy+1/2" (zy) € [-1,1] x [-1,1].

Dadas estas condiciones, las fuerzas de campo se pueden calcular como f;(x,y) = ou; + p,,
la funcién de compresibilidad es nula g(x,y) = 0, y la permeacion en las fronteras estd dada
por b(—1,y) = b(x,—1) = 0, b(1,y) = 0y b(x,1) = —x — 1. Los resultados basados en el
MGLE se muestran en las Figuras 3 (a)-(c). Es importante resaltar que los campos de velocida-
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(a) Velocidad horizontal v, (b) Velocidad vertical v, (c) Presién

Figura 3: Distribuciones de velocidad y presion obtenidas bajo el MGLE, en el problema de flujo de Darcy incom-
presible con fuerzas de campo: (a) Velocidad horizontal, (b) Velocidad vertical, y (c) Presion.

des obtenidos bajo el MGLE, han sido calculados a partir de (1), sin recurrir a ningtn tipo de
post-procesamiento. El cardcter continuo de las derivadas en las funciones de forma construi-
das por MCM, permite el cdlculo continuo de la velocidad en un dominio local mévil donde
las funciones de forma se ajustan a los pardmetros nodales cuyos dominios de influencia encie-
rren al punto de interés. Los resultados en los tres problemas de referencia abordados, fueron
obtenidos utilizando 31 x 31 nodos distribuidos uniformemente para representar el dominio del
problema. En los problemas abordados, el coeficiente o = 11/k es considerando constante. Sin
embargo, es importante mencionar que la formulacion desarrollada en el inciso 2.2) contempla
la variacion de o = pi/k en el dominio del problema.

4. DISCUSION

Los resultados presentados en la seccion anterior han demostrado la posibilidad de obtener
distribuciones continuas y estables de velocidad y presion, con el empleo del MGLE en la solu-
cién problemas de Darcy bajo su forma potencial en términos de presion. Para todos los casos
abordados, los resultados basados en el MGLE han exhibido un excelente grado de correspon-
dencia con las soluciones analiticas, comprobando asi la precision de esta técnica en el cdlculo
de velocidades y presiones. Tales resultados se obtuvieron de manera muy simple, al utilizar
funciones de forma construidas por MCM sdlo para la aproximacion de la presion, las cuales
ademds permitieron un cdlculo continuo, directo y preciso de la velocidad sin introducir dete-
rioro alguno en las soluciones con el empleo de técnicas de post-procesamiento. En las tablas
1, 2 y 3 se presentan los errores en el célculo de velocidad y presion para los casos de flujo de
Darcy compresible sin fuerzas de campo, flujo de Darcy incompresible con fuerzas de campo
y flujo de Darcy incompresible con fuerzas de campo y permeabilidad baja, respectivamente.
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Estos errores se reportan incrementando progresivamente el nimero de divisiones regulares en
el dominio del problema N, x N,. Los errores de las aproximaciones numéricas respecto a

Tabla 1: Errores y tiempos de célculo de la solucién basada en el MGLE para el problema de flujo de Darcy
compresible sin fuerzas de campo

Ny x Ny Compresible sin fuerzas de campo
E(p) E(v;) Tiempo de Célculo (s)
10 x 10 4,61 x 1073 3,98 x 1072 0,426
20 x 20 7,38 x107* 1,33 x 1072 1,826
30 x 30 2,79 x 107* 7,11 x 1073 4,345
40 x 40 1,43 x 107% 4,63 x 1073 8,392
50 x 50 8,66 x 107° 3,32 x 1073 14,143

Tabla 2: Errores y tiempos de célculo de la solucién basada en el MGLE para el problema de flujo de Darcy
compresible con fuerzas de campo

Ny x Ny Incompresible con fuerzas de campo
E(p) E(v;) Tiempo de Célculo (s)
10 x 10 1,84 x 1073 6,51 x 1072 0,467
20 x 20 3,37 x 107% 2,21 x 1072 1,870
30 x 30 1,16 x 1074 1,22 x 1072 4,453
40 x 40 5,23 x 107° 8,00 x 1073 8,533
50 x 50 2,75 x 107 5,80 x 1073 14,212

Tabla 3: Errores y tiempos de cdlculo de la solucién basada en el MGLE para el problema de flujo de Darcy
incompresible con fuerzas de campo y baja permeabilidad

Nz x Ny Incompresible con fuerzas de campo y baja permeabilidad
E(p) E(v;) Tiempo de Célculo (s)

10 x 10 7,56 x 107 2,64 x 1074 0,449

20 x 20 1,17 x107% 1,05 x 1074 1,716

30 x 30 3,53 x107° 6,07 x 107° 4,052

40 x 40 1,36 x 1075 4,13 x 1077 7,884

50 x 50 6,158 x 1076 3,08 x 10~° 13,408

las soluciones analiticas han sido calculados en términos de la raiz de la media cuadratica de
velocidad y presion, respectivamente:

n

S -p) /Ym0 Bw) = | Dol =l /Y e, a2
g=1 q=1 q=1

q=1

E(p) =

Donde v; y p son calculadas en las posiciones nodales n. LLa metodologia propuesta en esta
comunicacion proporciona resultados muy precisos, ain mds que aquellos obtenidos bajo el
MGLEVM propuesto por Zhang y Li (2017). En este sentido, la implementacién del MGLE
bajo el enfoque directo en donde se resuelve el problema de Poisson inherente al flujo de Darcy
da lugar a resultados muy precisos tanto en presion como en velocidad, de una manera més
simple involucrando menos grados de libertad. La posibilidad de obtener funciones de forma
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y derivadas més suaves y continuas en un dominio local mévil por medio de la técnica de
MCM, permite capturar de mejor manera gradientes de presiones. Esta tltima caracteristica ha
permitido obtener también una muy buena precision en el cdlculo de velocidades por medio de
(1). Es importante notar que tal precision se pudo lograr también para valores de permeabilidad
bajos, llegando a ser inclusive un orden de magnitud mds precisos que aquellos obtenidos por
Zhang y Li (2017) bajo formulacién mixta y el MGLEVM.

S. CONCLUSIONES

En este trabajo se han demostrado las potencialidades del MGLE bajo su forma convencional
para la solucién numérica de problemas de flujo de Darcy en medios porosos. En esta formu-
lacidn, se considera solo la presiéon como variable primaria en un problema de Poisson, donde
posteriormente se puede recuperar la distribucién de velocidades en forma continua gracias a
las caracteristicas de las funciones de forma basadas en MCM. Bajo este esquema se pueden
obtener soluciones muy precisas sin la necesidad de incluir grados de libertad adicionales en
una formulacién mixta, o de calcular pardmetros adicionales de estabilizacién para obtener una
distribucién regular de presiones y velocidades en el dominio del problema. En este sentido,
este es el primer estudio donde se ha demostrado la posibilidad de calcular campos de veloci-
dades precisos bajo el enfoque potencial del problema de Darcy, cuando el mismo es resuelto
utilizando el MGLE con funciones de forma construidas por MCM. Por lo tanto, este enfoque
basico resulta adecuado y simple de implementar para aplicaciones en ingenieria, lo que no
seria posible bajo una formulacién convencional basada en un método con malla tal como el
MEF.
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