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Resumen: En este trabajo se presenta el analisis de la inestabilidad dinamica lateral de vigas de pared
delgada doblemente simétricas. Como aspecto distintivo se considera el efecto de la predeformacion
estatica en el plano de carga, que tiene una importancia crucial en el caso estatico, como ha sido
recientemente mostrado por los autores, Machado y Cortinez (2005).

El analisis se basa en un modelo geométricamente no lineal que es adecuadamente linealizado
manteniendo el acoplamiento entre la predeformacion estatica en el plano de carga con el movimiento
lateral-torsional correspondiente al movimiento inestable.

Mediante una solucion numérica se obtienen las regiones paramétricas de inestabilidad y se discute la
importancia del nuevo efecto considerado mediante la comparacion con los resultados provenientes
del analisis clasico.
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1 INTRODUCCION

En el disefio estructural moderno, la utilizaciéon de estructuras livianas y rigidas ha
aumentado considerablemente en los ultimos afios. Consecuentemente las vigas de pared
delgada se emplean muy frecuentemente. La introduccion de materiales compuestos en la
tecnologia de construccion ha mostrado grandes ventajas desde el punto de vista de la
relacion entre la rigidez y el peso como también debido a otras propiedades mejoradas, por
ejemplo la alta resistencia a la corrosion. En este trabajo se estudia el comportamiento
dindmico de vigas compuestas de pared delgada sometidas a un estado inicial de
deformaciones. El interés en comprender el comportamiento dinamico de estructuras esbeltas
de pared delgada se ha ido incrementando notablemente, como se manifiesta en la literatura
cientifica de los ultimos afios. Este interés se debe fundamentalmente a la creciente utilizacion
de dichas estructuras en la tecnologia moderna De esta manera se han propuesto modelos
teoricos con diferente grado de complejidad para analizar el problema de vibraciones tanto
libres como también forzadas. Asi se han desarrollado diversos enfoques para obtener
magnitudes de importancia practica tales como frecuencias naturales, maximos
desplazamientos y tensiones (Cortinez et al. 2002). Un problema que ha sido menos estudiado
corresponde a la inestabilidad dindmica. Esta problematica es adecuadamente analizada en el
tratado clasico de Bolotin (1953). Se han realizado varios estudios sobre la inestabilidad
dinamica de diversas tipologias estructurales tales como vigas de seccion maciza (Beliaev,
1924; Tso, 1968), placas y arcos sometidas a diferentes condiciones de carga. Existe no
obstante una cantidad relativamente menor de trabajos de investigacion sobre la estabilidad
dindmica de vigas de pared delgada (Bolotin, 1953; Popelar, 1969 y 1972; Hasan, 1974).

A pesar de la importancia del tema, no existen estudios de inestabilidad dindmica de vigas de
pared delgada con materiales compuestos laminados.

De esta manera, en este trabajo se presenta el andlisis del problema de inestabilidad dinamica
de vigas compuestos de pared delgada sometidas a excitaciones transversales, considerando
ademas efectos no convencionales. Entre estos aspectos se encuentra la influencia de los
desplazamientos iniciales asociados al plano de carga y la influencia de la vibracion del
movimiento correspondiente al plano de carga.

2 TEORIA
2.1 Cinematica

El modelo estructural utilizado en este trabajo estd basado en las siguientes hipotesis:

a) El contorno de la seccion transversal es rigida en su propio plano

b) La distribucion de alabeo se representa mediante la funcién de Saint-Venant de vigas
1sétropas.

¢) Las rotaciones flexionales son moderadas, el giro de la seccion transversal pueden ser
arbitrariamente grande y las deformaciones son pequenas.

d) Los esfuerzos y momentos resultantes sobre el espesor de la pared, correspondientes a
la tension circunferencial oy se suponen despreciables. Asimismo se desprecia la
fuerza resultante sobre el espesor relacionada con Yy,

e) La curvatura de superficie media de la seccion transversal es despreciable

f) Se idealiza la seccion de la viga, formada por una secuencia de placas de espesor
constante.

De acuerdo a las hipdtesis enunciadas, el campo de desplazamiento adoptado se expresa de
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la siguiente manera:
—_— p— I ’ ’
U, =u,—y (49: cos¢+ 6’}_sen¢) -z («9}_ cos¢g— ﬁzsengé) +w|0- 3(9}. 0.-0.,0. ) + (sz(, - 49}_y(,)sen¢

u,=v-z sen¢—y(]—cos¢)—§(9225+1929}2) (1)

u, =w+y seng—z(I—cosg) —é(@)f?+ 6’:9},7)
Asi pues, el comportamiento cinematico de una viga puede representarse adecuadamente por
medio de siete variables o desplazamientos generalizados. Estos desplazamientos
generalizados corresponden a tres corrimientos {uy, v, w} y tres rotaciones {&., 6,, ¢} como
magnitudes vectoriales y a una magnitud 8 que pondera el alabeo no uniforme a lo largo del
eje de la viga (Figura 1). Estos desplazamientos generalizados determinan los cuatro
movimientos basicos desacoplados de una viga recta: extensional (uy), flexional lateral (v,€.),
flexional transversal (w,6,) y torsional (¢,0). Los casos en que se pueda verificar
desacoplamiento de los cuatro movimientos en una viga, son por ejemplo en secciones con
doble simetria y con materiales especialmente ortdtropos. Por otra parte, @ representa la
funcion de alabeo de la seccion transversal y el superindice “prima” indica derivacion con
respecto a x.

Figura 1. Sistema de coordenadas y notacion para las medidas de desplazamientos.

2.2 Campo de Deformacion

Los desplazamientos con respecto al sistema curvilineo (x, s, #n) pueden ser expresados de
la siguiente manera

U=u,(x,s,n) 2)
— dY dz
V:uy(x,s,n)g+uz(x,s,n)g 3)
W = —uv(x,s,n)d—z+uz (x,s,n)d—Y 4)
’ ds ds
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Las tres componentes &, &s, &x N0 nulas del tensor de deformacion de Green Lagrange se
determinan a partir de las siguientes expresiones

ou 1|(euY (v (ew)
e, =—+—||— | +|—| +| =— (5)
’ ox 2| ox Oox ox
6U 6V 8U oU ovov ow 8W
— — (6)
ox 6x Os Ox Os Ox 6s
6U 6W 6U ou oveov ow 6W
— (7)
ox 8x on Ox On Ox ﬁn

Sustituyendo las expresiones (1) en (2-4) y luego en (5-7), y después de simplificar algunos
términos de orden superior, se llega a las siguientes expresiones para el tensor de deformacion

E = 5(0) + nK(I)
— (0) (1)
=26, =7, TNK, (8)
(0)
Vin = 25 i

donde

eV =u + é (u:f v w? ) +o, [0' —é(eza;' - H}ﬂz”)} + 2[(—6’; - u(jé’yf)cos $+(0. + ué@j)sen;f)} o
+?[(—9; ~u0!)cos (0, +u;0):)sen¢J+§¢'2 (Y?+27)+ (2,0, - »,0,)seng

K0 :_‘;’i[ (6' +u,0! )cos¢ (9 +uy0) )sen¢}+%[( 0, —u,0, )cos¢+( +u,0! )sen¢] (10)
—z[e’—é(ezej —eyez")}—r ¢"

7§f)=6:’1—§|:(v'—02—u(;9)cos¢ z,= (99' 0,0.)+(w' - 6’}—uﬂ)sen¢} (r-v)(¢-0) .
+Z—§[(W'—9y—uo6’)cos¢+yo (0.0,-0,0.) (v - 6. -u;0. )sen¢}+l//[¢ ——(99' 9},0;)} th
K ==2 [qﬁ’—é(é’ﬁ;—eﬁ;)} (12)
}/i?z%{(w'—@y—uo@)cos¢+y,, (0.0, - Q,@;)—(v'—ﬁz—u(;@)sengé} .
_‘;_f[(v'—ez ~ 10, )cos gz, E(49_,9;_ -6,0)+(w' -6, —u,;ay)sen;ﬁ}z(qﬁ'—e) -

2.3 Ecuaciones Constitutivas

Las ecuaciones constitutivas para las resultantes de tension correspondientes a laminados
simétricos balanceados pueden expresarse en la forma
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N, L, 0 0 0 0 |[[&”
N | [0 4 0 0 0 ||y
Nop=[0 0 45 0 0 [r) (14)
M, 0o 0o o0 D, 0|«?
My Lo 0o 0 0 Dylx?

Los coeficientes de rigidez tipo placa 4,, D,y A;H ’se definen de acuerdo a la teoria de

[j 9
laminacion presentada por Barbero (1999). El coeficiente D,, ha sido despreciado debido a su

valor relativamente bajo para la arquitectura de laminacion considerada.

2.4 Formulacion Variacional y Ecuaciones Variacionales Gobernantes

Teniendo en cuenta las hipdtesis adoptadas, las ecuaciones de movimiento de la teoria no-
lineal se pueden obtener a partir de la aplicacion del principio de Trabajos Virtuales para una
lamina compuesta, de la siguiente forma:

S(U+V-T)=0 (15)

donde U es el trabajo virtual de las fuerzas internas, V' el de las cargas externas y T la
contribucion debida a las fuerzas inerciales. Sus expresiones vienen dadas por:

oT = —Jﬂp(ﬁx Su, +ii, ou, +ii, 5u3) ds dn dx (16)
U = [[ (N, 060 + M 0k + Ny + M 55 + N,,07) ds dx (17
oV =-[[@.om, +q,6u, +q.6m,) ds dx~ [[ (7, 0u, + p,0u, + p.ow)|_, ds dn (18)

~[[®.ou, +p,6u,+p.ouw)| _ dsdn-[[[(7.6u,+],6u,+ [.5u.)ds dn dx

donde Ny, Ny, M., M,sy Ny, son las resultantes de tension y la viga estd sometida a la accion
de fuerzas superficiales q,, g, y g. definidas por unidad de area de la superficie media

indeformada y actuando segun las direcciones x, y y z respectivamente. De la misma
forma,p,,p, y p. son las fuerzas por unidad de superficie de la seccion transversal

indeformada, actuando en los extremos de la viga, x =0y x = L, donde L es la longitud de la
viga. Ademds, f,, f, y f.son fuerzas por unidad de volumen, mientras que «, , i, y u, son

desplazamientos correspondientes a puntos sobre la linea media de la seccion.

Sustituyendo las expresiones de las deformaciones generalizadas (8) junto con las
relaciones cinematicas (1) en (16-18) e integrando con respecto a s, se obtiene la expresion
unidimensional del sistema variacional gobernante.

3 METODOLOGIA DE SOLUCION

La metodologia adoptada en este trabajo consiste en obtener en primer lugar las

expresiones de los desplazamientos correspondientes al plano de carga o excitacion, en
funcioén de la carga de excitacion, a partir de la teoria estatica y dindmica linealizada.
Luego se procede a la discretizacion espacial de la ecuacion variacional gobernante (15),
donde los desplazamientos son expresados como una combinacion lineal de vectores
conocidos dependientes de x, fi(x)= {fu(x), fia(x), fis(x)} y coeficientes dependiente del
tiempo-¢ desconocidos gx(?):
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(0= 4 () (19)

Las funciones fi(x) son las autofunciones de las ecuaciones y condiciones de borde
linealizadas, correspondientes al problema de vibracion libre.

Reemplazando las expresiones (19) y las expresiones de los desplazamientos
correspondientes al plano de carga en la ecuacion variacional (10), realizando los calculos de
integracion a lo largo de la viga y separando términos en g, se obtiene las ecuaciones
diferenciales ordinarias de movimiento. Limitando la expansion (19) a tres términos n = 3 (es
decir, asumiendo un grupo de tres modos con longitud de onda similar), se obtienen tres
ecuaciones no-lineales conocidas como las ecuaciones de Mathieu, Hsu (1963):

3
G, + 9, + BRncos(@t) D b,g, =0 (k=12.3) (20)

n=1

donde (£2)° son los autovalores del sistema considerando la deformacién en el plano de carga
debida a la carga estatica (P;) (Machado et al. 2005), SP,., representan la amplitud de la carga
de excitacion, by, son coeficientes que dependen de las autofunciones y el coeficiente 7
depende de la relacion entre la frecuencia de excitacion y la de vibracion longitudinal. Este
ultimo coeficiente tiene en cuenta la influencia de la vibracion del movimiento
correspondiente al plano de carga de la viga.

3.1 Regiones de inestabilidad

Las regiones de inestabilidad son determinadas aplicando el procedimiento de Hsu
(1963) a la ecuacion de Mathieu (20). El procedimiento combina en un tratamiento unico el
método de variacion de pardmetros y la expansion en series del método de perturbacion. Tal
combinaciéon permite una gran flexibilidad en el andlisis y una deduccion sencilla del
comportamiento de las soluciones no triviales, tanto en los casos estables como inestables.
Debe mencionarse que los criterios de estabilidad utilizados en este capitulo, establecidos por
Hsu (1963), corresponden a un andlisis de primera aproximacion.

a) En el caso de resonancia simple @ = 2(2, los limites de las regiones inestables son
definidos por:

20, + 810 s n0 P10 1)
20, 20,

b) En el caso de combinacion de resonancia tipo suma @ =£2+(J siendo k # j, los limites de
las regiones inestables son:

P2 Pz
_B [ b B | bbu
(Qk+Qj) 277(@ij] <w<(Qk+Qj)+2n(Qij (22)

¢) En el caso de combinacion de resonancia tipo diferencia @ =£%—(2 siendo k #jy k > j, los
limites de las regiones inestables son:

bb, bb
(Qk—Qj)_gﬂ{—Q’;—éJ <w<(Qk—Qj)+§7{_ e J (23)

J
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Este ultimo caso es mucho menos comuin que la combinacién tipo suma, Valeev (1963), y no
aparecera en los casos analizados en este capitulo.

4 APLICACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion se estudia el comportamiento dindmico de vigas bi-simétricas sometidas a
una carga periodica transversal, ubicada en la direccion vertical z (paralela al plano xz). El
movimiento correspondiente a dicho plano involucra a los desplazamientos w y 6,. En este
caso, la interaccion del movimiento del plano de carga es solo con el movimiento flexo-
torsional, en el cual intervienen los restantes desplazamientos de la viga v, €., ¢y 6. Las
propiedades geométricas de la viga son 2= 0.6 m, b = 0.6 m, e = 0.03 m (ver Figura 2). El
material analizado es grafito-epoxy (AS4/3501) cuyas propiedades son E; = 144 GPa, E, =
9.65 GPa, G12: 4.14 GPa, G13:4.14 GPa, G23 =345 GPa, Vi2 = 03, Vi3 = 03, Vo3 = 0.5, pP=
1389 kg/m’.

direccidn de larmmnacidn

{oi—-ai—oio)
e —
1
Fs
h
| ¥
18 :
1
——— v
b

Figura 2. Seccion transversal de una viga [ compuesta.

4.1 Viga Simplemente Apoyada sometida a carga uniforme de Momentos

El ejemplo considerado es una viga I simplemente apoyada de 6 m de longitud sometida a
cargas de momentos, aplicadas en el centroide como se muestra en la Figura 3.

M = Mo + Mt cos @t (24)

donde @ es la frecuencia de excitacion, Mo = a M., Mt =  M,,, a es el factor de carga
estatico, fes el factor de carga dinamico y M., es la carga critica de pandeo de la viga.

En todas las figuras presentadas en este trabajo, se adopta el valor del parametro de carga
estatico o = 0.5, y la frecuencia de excitacion @ es escalada con el doble del valor de la
frecuencia del primer modo (o con la frecuencia de resonancia paramétrica), salvo se indique
lo contrario.

£
,‘\ M =Mo + Mt cos w't

G"’ L é(>

Figura 3. Viga sometida a una excitacion de momentos.

En las Figuras 4-6, se observan las regiones de inestabilidad dindmica correspondiente a la
resonancia paramétrica de los dos primeros modos y a una combinacién de resonancia entre
ellos.
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0.6

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
®/2Qq

Figura 4. Regiones inestables de una viga I, {0/0/0/0}. Linea continua (de trazo) representa los limites de
inestabilidad considerando (despreciando) influencia de vibracion vertical.

0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
(=8
0.2 0.2
0.1 0.1
.2
1.8 2 2.2
m/le

Figura 5. Regiones inestables de una viga I, {0/90/90/0}. Linea continua (de trazo) representa los limites de
inestabilidad considerando (despreciando) influencia de vibracion vertical.
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Figura 6. Regiones inestables de una viga I, {45/-45/-45/45}. Linea continua (de trazo) representa los limites de
inestabilidad considerando (despreciando) influencia de vibracion vertical.

En este ejemplo se analiza la influencia de la inercia del plano de carga sobre las regiones
inestables para diferentes laminados. En lineas de trazos se muestra los limites de
inestabilidad que surgen de despreciar la influencia inercial del plano de carga (tomando 7 =
1 en las expresiones (21) y (22)) y en linea continua las regiones que la tienen en cuenta. La
consideracion de este efecto provoca un incremento en el tamafio de la region inestable, el
cual depende de la proximidad de la frecuencia de resonancia y la del modo vertical .
Debido a esto, en el primer y segundo modo flexotorsional este efecto es mas notable para la
secuencia de laminacion {0/0/0/0} y practicamente despreciable para {45/-45/-45/45}. En el
caso de la regién combinacion de resonancia, la influencia es mayor para esta ultima
laminacion.

4.2 Viga Cantilever sometida a una carga puntual

Se considera una viga I cantilever de 12 m de longitud y una secuencia de laminacion
{0/90/90/0}, sometida a una fuerza puntual P = « P, + f P, cos @t aplicada en el ala
superior del extremo libre de la viga.

De igual manera que en el ejemplo anterior, se grafican tres zonas inestables
correspondientes a la resonancia paramétrica del primer y segundo modo flexo-torsional y
una tercera region correspondiente a su combinacion. En este ejemplo la frecuencia
correspondiente a la vibracion natural del plano de carga se encuentra entre la frecuencia
paramétrica del primer modo y a la frecuencia que surge de la combinacidon de resonancia,
para un factor de carga dindmica igual a cero (= 0). En la Figura 7, se muestran las regiones
de inestabilidad dinamica (en lineas continuas). En este caso, tanto las frecuencias de
resonancia paramétrica y de combinacion (@ =2, @ =2, @ =,+(,), como la correspondiente
al plano de carga (@ =w,) se encuentra muy cercanas entre si. Debido a esto se observa una
superposicion de las regiones inestables, dando lugar a una gran region inestable dominada
por el primer modo. En linea de trazo se indica las regiones inestables que se obtienen al
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despreciar este efecto de la inercia del plano de carga. Se observa que estas Gltimas regiones
de inestabilidad son menores que las que se obtienen con la presente formulacion.

0.5

0.4 \ Region Inestable

0.3

0.2}

0.1}

0.6

Figura 7. Regiones inestables de una viga cantilever. Linea continua (de trazo) representa los limites de
inestabilidad considerando (despreciando) influencia de vibracidn vertical.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se analizo el comportamiento dindmico de vigas compuestas de pared delgada,
a partir de una formulaciéon geométrica no-lineal la cual considera aspectos no
convencionales. El enfoque utilizado consiste en la linealizacion del problema de manera de
considerar el acoplamiento no-lineal entre las deflexiones iniciales y las incrementales. De
esta manera, se evita el andlisis completo no-lineal. En el estudio numérico se utilizo el
método de Hsu (1963), con el cual se hallaron regiones de inestabilidad dindmica. De los
resultados numéricos se observo principalmente la gran influencia que tiene en ciertos casos
la vibracion correspondiente al movimiento del plano de carga sobre el comportamiento
dinamico de las vigas. Las regiones de inestabilidad que surgen de despreciar la inercia del
plano de carga son en general menores a las que se obtienen con la formulacion desarrollada
en este trabajo. Lo cual representa una prediccion peligrosa, dado que establece una zona
estable donde en realidad es inestable. Ademads, de los ejemplos realizados se determino que
las regiones de inestabilidad dindmica son generalmente mas amplias para la primera
frecuencia de resonancia paramétrica, y decrecen en su tamafio a medida que aumenta el
valor de frecuencia de resonancia. Sin embargo, el tamafio de las regiones inestables puede
variar dependiendo de la proximidad de la frecuencia correspondiente al movimiento del
plano de excitacion. Este ultimo efecto depende ademas de la secuencia de laminacion
utilizada.
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