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Resumen. Abordamos en este trabajo la determinacién de las cargas criticas que pueden ocasionar ines-
tabilidad eldstica en pilas esbeltas utilizadas en puentes modernos de gran altura, andlisis que es de vital
importancia en el disefio estructural ya que una posible falla por inestabilidad eléstica es inadmisible. Es
comun que en estas estructuras, exista continuidad constructiva y geométrica entre la pila y el pilote de
fundacién o la parte de la pila embebida en el suelo. En este trabajo se adopta un modelo simplificado de
columna, en la que se incluye variacion de la seccién y presencia de apoyo eldstico lateral para modelar
las caracteristicas elésticas del suelo, siendo posible el estudio para suelo estratificado con caracteristi-
cas variables en profundidad. La American Association of State Highway and Transportation Officials
(conocida por sus siglas del idioma inglés como AASHTO) en sus especificaciones, permite estimar por
medio de métodos empiricos la longitud de empotramiento de pilotes embebidos en arcilla o en arena. A
partir de la formulacién débil del problema, se aplicé el método de Galerkin para determinar las cargas
criticas y las respectivas longitudes de pandeo.

Keywords: Buckling, Piles Bridge, Soil, Galerkin.

Abstract. This work is aimed to calculate the critical loads that could cause elastic instability in slender
piles used in modern high bridges; this analysis is of primary importance for structural design since a
possible failure by elastic instability is unacceptable. Generally these structures show constructive and
geometric continuity between the pile and the foundation pile or the part of the pile embedded in the
subgrade. A simplified column model is adopted, which includes variation of the section and presence of
lateral elastic restriction to model the elastic feature of the soil, being able to analyze stratified soil with
variables characteristics in depth. AASHTO (American Association of State Highway and Transportation
Officials), allows to estimate the fixed length of piles embedded in clay or sand by means of empirical
methods. From the weak formulation of the problem, the Galerkin method was applied to determine the
critical loads and the respective buckling lengths.

Copyright © 2018 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


https://ucasal.edu.ar/iesiing-instituto

114 F.J. ALBARRACIN, C.M. ALBARRACIN, L.E. OROSCO SEGURA

1. INTRODUCCION

La determinacion de las cargas criticas de pandeo en elementos estructurales tipo columna,
resulta de vital importancia en el disefio estructural. Si bien el modelo matematico mds usual en
la practica es aquel que presenta barras con deformacién por flexiéon de acuerdo con el modelo
de Euler-Bernoulli, en este trabajo se considera la deformacién por esfuerzo de corte, resul-
tando en un modelo mas completo. En los problemas clésicos, las columnas pueden presentar
diferentes condiciones de apoyo en sus extremos. Para analizar estos casos existe una amplia
bibliografia en la cual se detallan los modelos matematicos y las soluciones exactas (cldsicas)
correspondientes. En ingenieria Civil por ejemplo, la posibilidad de falla por pandeo en funda-
ciones profundas (con pilotes) puede en ocasiones estar subestimada, por lo que es preciso tener
en cuenta en el modelo matematico la estructura de fundacién y su interaccién con el suelo. En
el caso del disefio de elementos mecdanicos esbeltos, la variacion de espesor es una practica muy
comun, ya que de esa manera se logran componentes mecédnicos de poco peso, importante si
estos elementos trabajan con movimiento.

El objetivo de este trabajo es determinar valores de cargas criticas de pandeo y sus corres-
pondientes modos de falla en el caso de pilas esbeltas que conforman una unidad estructural
pilote de fundacion — pila, principalmente empleadas en apoyos intermedios de los tableros de
puentes, considerando la restriccion lateral eldstica del suelo. La obtencion de la formulacion
débil del problema permite la aplicacion del método de Galerkin y con él se pueden determinan
valores de cargas criticas y modos de pandeo que ocasionan inestabilidad del equilibrio elds-
tico. En esta primera etapa, la hipdtesis de trabajo es para pilotes desarrollando capacidad de
resistencia de punta sobre un estrato resistente de apoyo, sin considerar la friccion lateral entre
el suelo y la superficie del pilote embebido.

2. FORMULACION

Considérese una estructura tal como se muestra en la Figura (1), sometida a la accién de una
carga P que siempre mantiene una direccion paralela al eje z. Este elemento estd constituida
por un material is6tropo y homogéneo, de momento de inercia I(z) cuya expresion es funcién
de la variacién de la seccion. La incorporacién de una restriccion eldstica lateral K (Z) limita
los desplazamientos transversales en la longitud donde se considera. Estos desplazamientos se
suponen posibles sdlo en el plano z — 3.

Sin perder generalidad en la aplicacién del método y a los efectos ilustrativos, en la Figura
(1.1) se considera un problema con un pilote apoyado de punta sobre estrato resistente (Z = 0)
con desarrollo de la capacidad de carga de punta, friccién (horizontal) de punta (que impide su
desplazamiento lateral), restriccion eldstica lateral 0 < = < Lgyp, siendo Lgyp la longitud
de la parte embebida en el suelo, y desplazamiento lateral restringido en el extremo (z = L).
El problema de contorno en este caso considerando el esfuerzo cortante, es:

d? _ d*w (T) AG  d*w (T) o _ '
_ d*w (7) . B d*w (7)
w($)|i:0—0, FEZO—O, Yy w(x)|j:L—O, W@ZL_O.

Al adoptar un cambio de variable z = Z/L, se tiene el siguiente problema de contorno en forma
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adimensional:
d*> [I(z)d*w(x) w ()
da? { Iy dx? dz2 +0k (z) w (z) =0, Vo e (0,1);
(2)
d*w (x) P (z)
w ()], =0, | =0, y w(z)|,_,=0, | —0.
en donde Iy = I(x),_y a = —(AGA,G;CP)E—%; yps = é—;o El espacio apropiado para ubicar el
}‘ :YA
1) 2)
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— _.‘==
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Figura 1: Pilote apoyado de punta en £ = 0. 1): indesplazable en £ = Lj; 2): giro nulo e indesplazable en £ = L.

problema de contorno (2) asumiendo k, I € L? (), es
V(Q) = {ve H2(Q), vl,g=0, v, , =0}, ©)
Para derivar la formulacion débil se aplica el procedimiento habitual, es decir

LgmB

Z{dd_; [Igv) d*w &v)} L Pw (@) } v(z)d(z) + Zﬂk (@) w () v (@) d(z) =0, @

dx dx?

para toda v € V (Q), con k(z) = 0 entre Lgyp/L < x < 1. La aplicacién de la férmula de
integracion por partes dos veces al primer término de la integral en (4), de una vez al segundo
término y considerando las condiciones de contorno del problema, conducen a la siguiente
expresion:

1 1 LEéVIB
1
T I(z)w" (z)v" (x)d(x) — a/w' (x)v' (z)d(x)+p / k(z)w (z)v(z)d(z) =0,
0 0 0 0
&)
En consecuencia, la formulacidon débil resulta:
Hallar w € V () tal que ©)
a(w,v) —a(w,v). =0, vV veV(Q)),
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en donde

(7)

LemB/L
y (W' v, =p / k(z)w(z)v(z)d(z) (8)

La formulacién (6) es un problema de autovalores y la existencia y unicidad de su solucién no
son tratadas en este trabajo, pero pueden ser probadas.

3. APLICACION DEL METODO DE GALERKIN

A partir de la formulacién variacional obtenida en la seccion anterior, es posible aplicar el
método de Galerkin para obtener valores aproximados de los coeficientes adimensionales o de
cargas criticas.

Si se considera el espacio de dimensién finita V" (0,1) C H? (0, 1), el planteo de la formu-
lacion débil (6) en este espacio resulta:

{ Hallar w;, € V" (Q) tal que 9)

a (wpy,vp) — o (wy,, v,) ;2 =0, Vo owu, e Vh(Q).

Toda funcién perteneciente a V" puede ser expresada como combinacién lineal de una base,
por lo tanto, wy, v, resultan:

N

N
wy, = ch%‘, vp = Zdz‘%, (10)
=1

Jj=1

en donde las ¢; () son funciones de la base de V" y N la cantidad de funciones para una
aproximacion requerida o deseada.

Al reemplazar las expresiones (10) en la (9) y operar de forma algebraica, se obtiene el
siguiente problema de autovalores:

(K —aM)C =0, )

en la cual las matrices Ky M son simétricas y C' es el vector de los pardmetros desconocidos
c;. Los componentes /X'y M se obtienen de la siguiente forma:

Ki,j =a (9027 90]) )
M;; = (91, #5) 1» -

Puede consultarse en Albarracin et al. (2016) su aplicacién y su comparacién satisfactoria
con los resultados obtenidos y publicados para problemas cldsicos con otros métodos (Wang et
al., 2005): https://www.ucasal.edu.ar/contenido/2017/pdf/cuaderno-ingenieria-9-ultima-version.
pdf, pagina 7.

(12)
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4. APLICACION A UN SISTEMA DE FUNDACION PILOTE-PILA DE PUENTES

La inestabilidad del equilibrio elastico es una condicién a tener en cuenta en el caso de pilas
(columnas), particularmente cuando se trate de pilas muy esbeltas. Es comun en puentes altos
la construccion de pilas individuales hasta el tablero carretero como continuidad desde el pilote
de fundacién. Proponemos analizar el comportamiento al equilibrio eldstico global como una
estructura continua de pilote (parte embebida en el suelo) y pila aislada.

Consideramos al pilote apoyado de punta en suelo resistente, asumiendo de forma simplifi-
cada un apoyo fijo y giro libre de la seccién en = = 0 (Figura 1), condicién que puede darse en
la practica. La pila es la parte de la estructura que se eleva desde el nivel del terreno natural (o
lecho) hasta el nivel del tablero del puente para recibir y transferir la carga.

4.1. Ejemplo de aplicacion y comparacion con resultados publicados

Siguiendo con el problema de contorno (2) (Figura 1.1), compararemos los resultados ob-
tenidos aplicando el método de Galerkin con otros conseguidos a través del método de trans-
formacion diferencial (6 DTM, siglas del idioma inglés para Differential Transform Method) y
con la solucién analitica de la ecuacidn diferencial (Catal et al., 2000).

La base adoptada para el espacio V" (ver 3) en este problema de contorno, es:

{or(@)=(x—-1)z, pi(x)=¢ (x)+(@—-1)2"; i=2,3,..,N}. (13)

Aplicando el método de Galerkin se obtienen los valores de la dltima columna de la Tabla 1 a
L-\ \ | 1_\ \1
081 \U{ 081 / e

P,
061 051 > o] qea/
b bt Jox ) X

(a) (b)
044, 0,44 044 04
021 O,T 021 021
IIIIIII T T T T T T B P S P Bt T T B L T T T T T T T
0002 006 010 014 -08 -020 0204 0001 003 005 008 -08  -0,20 020406
v v v W'

Figura 2: Primer modo de pandeo y funcién derivada aplicando el método de Galerkin para: (a) L = 21,0 my
Leyp/L=0,5(0b):L=37,35myL=21,0my Lgyp/L=0,75.

partir de los datos y pardmetros dados en el ejemplo, que Catal et al. (2006), desarrollan para
este problema de contorno (Figura 1.1). Se comparan los resultados para el primer modo y 2
configuraciones de longitud distintas, Conf. (a) y (b). En la Figura 2, se grafican el primer modo
y la funcién derivada para ambas configuraciones (a) y (b), que resultan al aplicar el método
de Galerkin. Los datos y pardmetros empleados son (Catal et al., 2006): I = 1,39210 3m?*;
E.I=291,9M Pa; A.G = 2053,791M N; x = 1/0,4347; k(z).b = 15M Pa.

4.2. Modulo de Reaccion del subsuelo

Para modelar el subsuelo a través de las restricciones laterales aplicamos el concepto de
modulo de reaccion del suelo (o subsuelo). La correcta estimacion de este médulo no es trivial
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| | DTM (Catal, S. et al., 2006 | Galerkin,N = 14 |
Conf. | Lgyp/L | LIm](1) | Neo/Ng(2) | Nee[MN](3) [ Pertico[ M N]
(a) 0.5 21,00 | 4,682876 | 30,5826 30,5827
(b) 0,75 3735 | 17,571108 | 36,2879 36,2508

Tabla 1: Desde Catal et al., 2006: (1)Tabla 1; (2)Tabla 2(b); (3)desde (2) y Ng(FEuler).

y no estd exenta de una serie de hip6tesis simplificativas que arrojan una serie de dudas sobre su
evaluacion; no pocos investigadores han trabajado en la estimacion del médulo de reaccidn para
distintas estructuras apoyadas y otras enterradas en el subsuelo; entre otros, Terzaghi (1955);
Davisson et al. (1965); Prakash et al. (1990); Bowles, J.E. (1997). La mayor parte de estos
andlisis se basan en el estudio del mddulo eléstico de reaccidn vertical del suelo.

Gran parte de los trabajos que tratan sobre la reaccion lateral del subsuelo en estructuras
enterradas se derivan de los estudios de Vesic (1961, 1977), el cual fundamentd su analisis
inicialmente, en las hipétesis de Winkler (1867) y Biot, M.A. (1937). Vesic concluye que puede
conseguirse una muy buena aproximacion al estudio de una viga de longitud infinita, sometida
a flexién y cortante y apoyada sobre el subsuelo considerado éste como un medio eldstico,
homogéneo e isétropo y semi-infinito, haciendo uso de la hipétesis de Winkler.

Winkler postula que la relacién entre la presién de contacto entre la viga y el suelo y la
deflexion de la viga, se mantiene constante en toda su longitud:

P tte =k, (14)
w

Siguiendo la formulacion clédsica para una viga apoyada en un medio eldstico, asumimos
que para un ancho b de la viga, la reaccién por unidad de longitud y un descenso unitario es
K = k,.b en MPa. Entonces para un descenso 7 la reaccién distribuida sera:

r=Kn (15)

Si la viga estd sometida a una carga distribuida de intensidad ¢ (Z) la fuerza total distribuida
por unidad de longitud de viga es (¢ — r = ¢ — Kn) siendo la ecuacién diferencial de la linea
elastica: i

Eg,[b—77 —q—Kn; ypara q(z)=0, n'V+4\'n=0. (16)

dx?
y a partir de la (16) tenemos:
K K
A= y A=/ (17)
4E, 1, 4E, 1,
en la cual )\ es la inversa de una longitud.
La solucion general de la ecuacion (16) (teniendo en cuenta s6lo los términos amortiguados
por consistencia fisica), serd de la forma:

n = Cre Msin (\T) +Coe cos (AT) (13)

Por otro lado, Biot, M.A. (1937) obtiene la solucién a flexién para una viga de ancho b con
una carga puntual P y también para un momento concentrado M bajo las mismas hipétesis.
Define un pardmetro ¢, como la longitud fundamental de la viga con apoyo continuo:

c= {’/0(1—;@)%, (19)
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en la cual, £},: Mdédulo de elasticidad de la viga; 1, Mddulo de Poisson de la viga; I,: Momento
de inercia de la viga; E: Mddulo de elasticidad del subsuelo; C: pardmetro adimensional que
se define entre 1.0y 1.13. Depende de la distribucion de tensiones en el ancho b, siendo C' = 1,0
para la distribucién uniforme.

Vesic (1961), siguiendo un procedimiento riguroso, evalia numéricamente las integrales en
la solucién de Biot y las aproxima en funcién de la relacién b/c llegando en su desarrollo a una
solucion de onda amortiguada con un factor de amortiguamiento:

0,813
N 0089 ‘289 (g) (20)

Vesic remarca que este factor puede ser equiparado al factor de amortiguamiento A dado en
la (17), que es funcién del médulo de reaccién del suelo (o subsuelo) K y del cual se puede
extraer su valor. Propone como expresion para el médulo de reaccion del suelo:

0,9 ,/Edb* E
kB =Ko = —= ¥ — 2 21)
C Ebfbl—/LQ

Introduciendo en (21) B = 2b (Vesic, 1961) y C' = 1,10 como un valor que Vesic considera
correcto para cualquier propdsito practico, queda:

EB* E
Koo = 0,65 ¥ ————— (22)
’ Eb[b 1— /ﬂ

A partir de la (22) y observando que el moédulo de reaccion lateral del suelo puede variar en
profundidad en funcién de su mddulo de elasticidad, haciendo B = D, didametro del pilote, es
posible el ajuste en profundidad de la expresion de Vesic:

en MPa. (23)

- 4 _
Kvesic () = 0,65§ B: (7) Dy B, (2)
Vesic ) Eb]b (J_,’) 1 — /12’

La expresion (23) permite que el mdédulo de reaccién pueda ser constante o variable. Es de
interés particular la variacién de K en funcién de la profundidad al variar F (Z), lo que permite
ajustar el valor del médulo de reaccidn en funcion de las observaciones experimentales en el
comportamiento de pilotes embebidos en suelos que van desde las arenas a las arcillas. Para los
suelos puramente friccionantes, la experiencia admite una variacion lineal o cuasi lineal para el
moédulo de reaccion (Bowles, J.E., 1997); mientras que para los suelos cohesivos se considera
suficiente considerar a K constante (Pochman et al., 1989).

Proponemos aplicar una funcion de ajuste en profundidad, que permita calibrar la (23):

E, (T) Z2Eq(Re)y {so + (£> } y K (Z)ZKyesic () ambasen MPa, (24)
siendo s,: adimensional, en general 1 (arcillas) o O (arenas), ajusta el valor del médulo de
elasticidad en la superficie del terreno; Egrey), Z,: valores de referencia para el médulo de
elasticidad del suelo y profundidad; z: longitud embebida en el subsuelo; n: factor de ajuste
adimensional (por ejemplo, 1 para suelos no cohesivos); m: factor de ajuste adimensional (por
ejemplo, 1 para suelos no cohesivos).
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Figura 3: Variacién de E; con la profundidad.

A modo ilustrativo, en la Figura 3 se grafican curvas tedricas para la variacién de E, (Z)
obtenidas con (24), para Fyr.y) = 50 MPa, Z, = 30 m, con los valores de ajuste comenzando
desde la curva cuasi constante arriba en la figura, y hacia abajo: a) s, = 1, n = 0,01, m = 15,5;
b) s, =0,25,n=0,7,m=5,5;¢)s, =0,1,n=0,3,m=9,0;,d) s, =0,1,n =0,8 m = 2,0;
e)s,=0,n=1,m=1;

4.3. Aplicacién para un caso particular: obtencion de la carga critica y modo fundamen-
tal con estimacion de la longitud de empotramiento elastico del pilote

Se muestra una aplicacion mas del método propuesto para una estructura pilote-pila de puen-
te considerando en el extremo £ = L giro nulo para la seccion e indesplazable (Figura 1.2). El
pilote de seccion circular con didmetro D se halla embebido en una arcilla de resistencia me-
dia con: Eygesy = 50 MPa, AASHTO (2017), Seccién 10, Tabla 10.6.2.2.3b-1, (Bowles, J.E.,
1988); y una longitud total L = 20 m para el conjunto, siendo la longitud del pilote Ly, = 10
m (longitud embebida), y apoyo de punta en suelo resistente en z = 0 (Figura 1).

Para obtener expresiones en forma adimensional, se adopta z = Z/L resultando:

z

kl (SL’) = KVesic (1 - Z) = KVesic (1 - ZE) > k2 (ZL’) =0. (25)

Con la (25), se propone la siguiente restriccion eldstica para aplicar en la (7):

12/ Es(1-2)64,0 Eg(1_z) .
k(ZL’) = {0765 \/7(1*,&2) ; 0<zr< 1/2 (26)

0; 1)2<x<1

El problema de contorno (Figura 1.2) en forma adimensional resulta:

& [1 (z) Pw (x)] &w (z)

da? | I, da? T Ok (@) w(e) =0, Vre(0,1);
d*w () (27)

dz?

dw (x)
C oy e, =0 S ,

w (@)= = 0,

=0 =1

un procedimiento andlogo al caso anterior conduce a las mismas ec. (6), (7) y (8), siendo el
espacio apropiado para ubicar este nuevo problema, asumiendo k, I € L* (Q):

V(Q)={veH (Q), v|,_,=0 wv|,_,=0|_, =0}. (28)
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La base adoptada para el espacio V" es:
{p1(x) =2/6—2®24 /3, @i (x)= ¢, () + (¢ = 1)* 2 =23, N}. (29

La expresion (23) se ajusta a través de la (24) con: Z, = 30 m; s, = 1, n = 0,1, m = 15,5,
= 0,3. El la Figura 3 (izq) se muestra la variacién de k(z) en profundidad (ec. 26). Los
restantes datos para el ejemplo son: D,jjore = Dy = 0,40 m; iy, = 0,2; By = 4700\/f_c' MPa,
con f, = 25 MPa.

2519

20

kfs) [MPa) 157

101

X
Figura 4: Variacién del médulo de reaccién de suelo k(z) (izq), primer modo (ctro) y funcién derivada (der).
Un resumen de los resultados obtenidos para el primer modo con L = 20 my Lgyp/L =

0,5, aplicando el método de Galerkin con el espacio dado por (28) y la base adoptada en (29) se
muestra en la Tabla 2.

| Galerkin [ N =20 | N =30 |
Portico IMN] | 8,79497 | 8,79359
Lipre [m] | 12,275 | 12,295
Lempot [m] 7,725 7,705

Tabla 2: Carga critica y longitudes caracteristicas para el primer modo.

En la Figura 4 (centro y derecha) se grafican el modo fundamental de pandeo y la funcién
derivada respectivamente. En la Tabla 2 se transcriben la carga critica de pandeo, la longitud
libre de pandeo y en la ultima linea la longitud de empotramiento elastico del pilote Leypor,
que es la longitud embebida desde = = 0 hasta la seccion del pilote con giro nulo (w' = 0)
mds proxima a la superficie del terreno natural (o lecho). A partir de la posicidn de esta seccion
aproximamos la longitud de pandeo libre como: L — Leypor-

Las especificaciones AASHTO (2017) en su seccién 10 -10.7.4.2; (Davisson et al., 1965)-
permite la estimacion de la profundidad a partir de la cual puede considerarse empotrado el
pilote en arcilla, con 1,4 (E, I,/ ES)O’%. Mientras que con el método de Galerkin obtenemos
una longitud de empotramiento elastico Ly, =~ 7,70 m (tltima linea de la Tabla 2), con esta
ultima expresion (AASHTO, 2017) la longitud de empotramiento eldstico se estima en 8,77 m.

5. CONCLUSIONES

El método de Galerkin se presenta simple de implementar en computadoras y sin perder
flexibilidad para el andlisis de diferentes problemas, puede emplearse en aquellos de interés
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en la ingenieria aplicada. En la practica, la estimacion del médulo de reacciéon del suelo no
resulta sencilla y la expresion propuesta por Vesic (1961) constituye una buena alternativa para
la etapa de proyecto. Es aconsejable durante el disefio ejecutivo, obtener valores experimentales
y de laboratorio para generar y calibrar las curvas apropiadas para los estratos del subsuelo en
estudio. En el dltimo ejemplo se muestran la longitud de empotramiento eldstico obtenida con
el método de Galerkin y la obtenida a través de la 10.7.4.2-1 de la AASHTO (2017), haciendo
notar que esta expresion empirica se limita a tener en cuenta el estrato cercano a la superficie.
Una vez ajustados los valores y parametros durante el disefio ejecutivo, el método de Galerkin
proporciona datos necesarios para el disefio estructural como son la longitud de pandeo y la
carga critica, pudiendo modelarse las condiciones de vinculo ajustadas a la realidad fisica de
la estructura. Como objetivos préximos, se prevé la extension del modelo para cargas axial
y lateral simultdneas con restricciones elasticas en los extremos y friccion lateral en el pilote
embebido, que permitirian modelar y abordar situaciones mds generales a las mostradas en este
trabajo.
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