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Resumen. El desarrollo y aplicacién de los métodos numéricos para aproximar el alcance de las vibra-
ciones generadas por una fuente puntal, ya sea en aquellas estructuras donde se desarrolla la excitacién
como en aquellas que son afectadas por la mismas, estd vinculada con el estudio de factibilidad de pro-
yectos y con el disefio de elementos disipadores o de aislacion que permitan mantener las perturbaciones
por debajo de los limites tolerables y reglamentarios. En este trabajo se realiza una introduccién tedrica al
problema de propagacién de vibraciones en medios eldsticos, tanto unidimensionales cdmo tridimensio-
nales. Se analiza el caso de la propagacién de una perturbacién generada por una carga puntual dindmica
en un medio semi-infinito. Se presentan diversos métodos numéricos implicitos y explicitos para la in-
tegracion de las ecuaciones en el tiempo. Se presentan dos casos de aplicacién un modelo de una barra
donde se propaga una onda unidimensional y un modelo tridimensional axisimétrico perturbado por una
carga puntual. Se contrastan las soluciones tedricas descritas con las obtenidas de los modelos numé-
ricos de elementos finitos, utilizando los diversos métodos de integracion en el tiempo. Se compara la
precision de las soluciones obtenidas con cada uno, los rangos de estabilidad y el costo computacional,
a través de los tiempos de procesamiento, para los problemas propuestos.
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1. INTRODUCCION

La actividad industrial, los eventos deportivos, el transporte ferroviario, los subterraneos y
eventos de concurrencia masiva, generan vibraciones que se propagan por el suelo que pueden
llegar no sélo a provocar molestias a los habitantes de edificios, si no que pueden aparecer da-
flos en elementos no estructurales y en la propia estructura resistente. Es por esto que interesa
predecir la zona de afectacion y los movimientos que se puedan generar en las estructuras, las
directamente vinculadas a la fuente de las excitaciones y las cuales son afectadas por la mis-
ma. También interesa poder cuantificar la efectividad en la reduccién de dichas vibraciones de
intervenciones del medio, colocacion de elementos de disipacion o aislacion u otros elementos
correctivos, con el fin de analizar la factibilidad técnica de distintas opciones.

El problema de vibraciones de una fuerza vibrante actuando en un punto sobre la superficie
de un espacio semi-infinito lo estudi6 Lamb en 1904, (Lamb, 1904), el cual es referido como el
problema dindmico de Boussinesq. Continuando con los estudios, varios autores han encontrado
soluciones analiticas en el dominio de las frecuencias para casos particulares, (Das y Ramana,
2010). Para representar de manera integral el problema, debe abordarse el modelo dindmico de
la fuente de excitacidn, el modelo de transmisién de las vibraciones por el suelo y el modelo
dindmico de la estructura a analizar y sus interacciones.

En nuestro pais se han realizado estudios acerca de la afectacion en edificios cercanos por las
vibraciones originadas por espectidculos musicales en el estadio de River Plate, (Bertero et al.,
2010), y por las vibraciones originados por el hincado de la tablestacas, (Bertero et al., 2012).
En el medio local se han realizado numerosos trabajos de asistencia técnica sobre medicion
y evaluacion de vibraciones producidas por equipos industriales y por partidos de futbol en
el estadio del Club Atlético Newell’s Old Boys. Consisten en la medicion de vibraciones en
edificio donde se reportan quejas y evaluarlas en funcién de las normativas vigentes.

En Moller et al. (2014) se analiza el desempeiio del software COMSOL Multiphysics, (Com-
sol, 2012), para la transmisién de ondas unidireccional y se aplica al caso tridimensional, donde
se analiza la respuesta de una estructura a una perturbacion generada por una fuente distante.
Continuando con la misma linea de trabajo, en el presente se busca optimizar los modelos, com-
parando los resultados obtenidos, tiempos de procesamiento y limites de los mismos, para los
diferentes andlisis que permite el programa.

2. TRANSMISION DE ONDAS EN MEDIO ELASTICO UNIDIMENSIONAL

Se plantea un breve resumen de la transmisién de ondas en barras de comportamiento elds-
tico. Para ello se considera una barra de seccidn transversal A, constituida por un material de
modulo de elasticidad igual a E y una densidad p . En la Fig. (1) se esquematiza la barra y se
separa un elemento diferencial de la misma.

Aplicando la segunda Ley de Newton en el elemento diferencial, resulta

do yAdx *u 0o 0%u
F = — —0A+ (0 + —dr)A = — = — =p=— 1
Z ma 7 (o Ox z) g Ot? o~ "or M)

Siendo y el peso especifico del material. Considerando al material eléstico lineal, utilizando
la ley de elasticidad de Hooke, podemos expresar la tension en funcion de la deformacion de la
siguiente forma:

o—pe—p )
ox
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Figura 1: Barra eléstica

Reemplazando Ec. (2) en Ec. (1) resulta:

’u _ Ed*u
otz p ox?
Haciendo:
FE
Ve = 4| —
p
Resulta:
Pu  , 0%u
_— =V —
ot? ¢ Ox?
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La Ec. (5) es la ecuacion de la onda de presion longitudinal y el término v, es la velocidad de

u(z,t) = Fvt + ) + G(vt — o)

propagacion de la misma. La ecuacion resultante resulta una Ecuacién Diferencial en Derivadas
Parciales o EDP, de 2° orden del tipo hiperbdlico. La solucién més general para una ecuacion
hiperbdlica a coeficientes constantes es la siguiente:

(6)

Donde F'y G son funciones dependientes de las condiciones iniciales. Se puede interpretar

como la superposicion de dos pulsos que viajan en sentidos opuestos con una velocidad v...

Considerando un pulso rectangular de compresion de magnitud o, y duracién ¢’ aplicado en

el extremo de una barra como se observa en la Fig. (2).
Durante un intervalo de tiempo definido, la tension viaja una distancia:

Ar = v, At

(7)

Para un tiempo ¢ > t' la longitud & del segmento de la barra que estd comprimido resulta:

T = vt

El acortamiento eldstico que se produce en la barra es:

= ()@= ()
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Figura 2: Pulso de presion rectangular sobre la barra

Donde u es el desplazamiento al final de la barra. La velocidad del final de la barra, lo que
representa la velocidad de la particula es la siguiente:
.U O
u=a=—7 (10)
Comparando las ecuaciones de la velocidad de propagacion de la onda Ec. (4) y la velocidad
de las particulas Ec. (10), podemos decir que la velocidad de las particulas u es directamente
proporcional a la tensioén o,, mientras que la velocidad de propagacion de la onda es funcién
unicamente del material de la barra. Ademas ambas tienen la misma direccién cuando la tension
es de compresion, en cambio cuando la tension es de traccion, las velocidades tiene direcciones
opuestas.

3. TRANSMISION DE ONDAS EN MEDIO ELASTICO TRIDIMENSIONAL
3.1. Ondas en medio elastico infinito

En la presente seccién se realiza una introduccién tedrica al problema tridimensional de
propagacion de ondas, para un material eldstico lineal e is6tropo.

En la Fig. (3) se observan las tensiones actuando en un elemento de un medio eldstico de
lados dx, dy y dz. Para obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento se requiere sumar
las fuerzas en las tres direcciones.

Sumando las fuerzas que actian en la direccion del eje = se obtiene:

(oo + G2ae) — o] i) + [ (e + 5220 ) = ] e+

(e 200 ] @102 = a0 2

Donde p es la densidad del medio y u es la componente del desplazamiento en direccién x.
Operando se obtiene:

(11)

Jo, 0Ty OTay d%u
+ 2B 2R

= 12
ox Jy 5. or (12)

Andlogamente se obtienen las sumatorias segin y y z. Ec. (13) y Ec. (14).
do, 01y 01 O (13)

ay | or | 0: 'oe
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Figura 3: Ecuacion del movimiento en un medio elastico

do, 01y O1p.  OPw

8. or oy Por

Donde v y w son las componentes del desplazamiento en la direccién y y z respectivamente.

Siendo el material elastico lineal e is6tropo son vélidas las relaciones dadas por la ley de
Hooke. Teniendo en cuenta la simetria del tensor de tensiones de Cauchy, derivando la Ec. (12)
con respecto a x, Ec. (13) respecto a y y Ec. (14) con respecto a z y sumdndolas, resulta: (ver
Das y Ramana (2010) para el desarrollo completo)

(14)

0% AN+2G_,_ 9g
@ = P Vi = vpV 9 (15)
Donde ¢ = ¢, + €, + €, y las constantes del material son:
E FE
- o G=_—" (16)
(L4 p)(1 = 2p) 2(1+ p)

Donde E es el médulo de elasticidad y y el coeficiente de Poisson. La Ec. (15) es la ecuacion
de onda primaria, onda-P u onda de compresion y el término v, es la velocidad de propagacion

de las mencionadas ondas.
A+ 2G
vy = + (17)
p

Comparando la Ec. (17) con Ec. (4) se observa que la velocidad de propagacion de las ondas-
P es mayor a la velocidad de la onda de presion longitudinal.
Teniendo en cuenta las siguientes rotaciones:

10w Ov B 10u Ow B 10v Ou

By = —— @y ——— @y = — — (18)

Copyright © 2016 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



444 P.L. SIERRA, O. MOLLER, J.P. ASCHERI, M. POLIOTTI

Derivando la Ec. (13) con respecto a z y la Ec. (14) con respecto a y y restando las mismas,
operando se obtiene:

Pw, G 2v72
2 —V Wy =V, VW (19)
Operando de manera similar se obtienen las siguientes ecuaciones:
0w B
5 = UV ey (20)
%0, B
Fra v2V%0, (21)

Las ecuaciones Ec. (19), Ec. (20) y Ec. (21) son las ecuaciones de las ondas de distorsion,
ondas de corte u ondas-S y el término v, es la velocidad de propagacién de dichas ondas.

Vg = 4| — (22)
p
En resumen, hay dos tipos de ondas que se propagan en el medio eléstico infinito, las ondas-P
y las ondas-S. Cada una tiene una velocidad de propagacion diferente v, y vy, que se relacionan
de la siguiente forma:

2(1 —
v 21— p) 23)
Vs 1—2u
La Ec. (23) muestra que la relacién es siempre mayor que 1, por lo que la velocidad de las
ondas-P es mayor a la de las ondas-S. Ademds para v = 0,5 (caso incompresible) la v, tiende

a infinito.

3.2. Ondas en medio elastico semi-infinito

Ademads de las ondas descritas en el apartado anterior, otro tipo de onda, denominadas ondas
de Rayleigh, existe cerca de la frontera del medio eldstico semi-infinito. Para su andlisis, se
considera una onda plana viajando en un espacio semi-infinito, representado en la Fig. (4),
donde el plano xy es la frontera del medio. Se representa con u y w los desplazamientos en =y
z respectivamente, independientes de y. Por lo que:

3¢ o _ 09 Oy
(%U 0z YT 9, 8, @4
Donde ¢ y 1 son dos funciones potenciales. Siendo que:
_ Ou Ov Ow (9P O ¢ Y\
Tttt <@+—axaz) o+ (@——amaz) =
Py DP9 2 (25)
o T V¢

ou Oow 0% 0%

vw _ow w2
0z Oz 8x2+822 VY

20w, =
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Figura 4: Onda plana en un medio eldstico semi - infinito

Reemplazando Ec. (25) en Ec. (15) y Ec. (20) y operando se obtienen igualdades resultantes
que se cumplen si:

82

o8 =i

P (26)
o~V

Se considera una onda sinusoidal viajando en la direccién positiva de x. Las soluciones de ¢
y 1 pueden expresarse como:

o= F(Z)ei(“’t_f’”) S G(z)ei(wt_fw) 27)
Donde F'(z) y G(z) son funciones de la profundidad y la constante f resulta:
2T
= 28
longitud de onda (28)
Sustituyendo Ec. (27) en las ecuaciones de Ec. (26) y operando se obtiene la solucion:
VO —8V*— (160* —24) V? =16 (1 — a®) =0 (29)

Donde:

Uy Vg 1—2u
V= — = 2=,/ 30
Vs “ Up 2—2u 0)

Donde v, es la velocidad de la onda de Rayleigh. En funcién del valor de la relacién de
Poisson, se obtiene «, con el cual se calcula el valor apropiado de V. Con el valor de V'y v, 0
vs se puede obtener el valor v, de la velocidad de la onda de Rayleigh.

Reemplazando Ec. (27) en las Ec. (24) y desarrollando, las tasas de atenuacién de los des-
plazamientos en direccion horizontal u y vertical w en funcién de la profundidad resultan:

z 2(]8 —sz z 2f2 —sz
U= —¢! +82+f2€ W = —et +52+f2€ (31)
Donde:
w? w?
q2: 2__2 82: 2__2 (32)
vy V2
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En la Fig. (5) puede observarse la variacion de los coeficientes de atenuacion horizontales y
verticales para una relacion de Poisson de v = 0, 25 en funcidn de la relacion entre la profundi-

dad y la longitud de onda.
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Figura 5: Factor de atenuacion de los desplazamientos en relacion a la profundidad, obtenida de

Das y Ramana (2010)

Si se crea un impulso de corta duracion sobre la superficie de un medio elastico semi-infinito
las ondas-S y ondas-P creadas viajan a través del medio con frentes de ondas semiesféricos. En
cambio, las ondas-R se van a propagar de manera radial en un frente de onda cilindrico. Para el
desplazamiento de un punto de la superficie, al ser las ondas-P las mds rdpidas, las mismas van
a llegar primero al punto, seguidas por las ondas-S y finalmente por las ondas-R. Como puede
observarse en la Fig. (6) (a) y (b) el desplazamiento es mayor cuando arriban las ondas-R que
las ondas-P y ondas-S. La amplitud de la perturbacion decrece gradualmente con la distancia,
como la amplitud es proporcional a la energia, por lo cual:

Amplitud ondas-P y ondas-S o

Amplitud ondas-R

r

NG

La pérdida de amplitud de las ondas por la distancia se denomina amortiguamiento geo-
métrico. Ademads estd el amortiguamiento material debido a la disipacién de energia por las

caracteristicas propias del material.

Componiendo los desplazamientos en el tiempo, el movimiento de la particula de la superfi-
cie describe una elipse retrograda, como se observa en Fig. (6) (c).
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Minor remor—

Direction of wave propagation

Figura 6: Ondas en un punto superficial en un medio semi-infinito ideal, obtenida de Das y
Ramana (2010)

4. METODOS NUMERICOS

Para resolver las ecuaciones de dindmica estructural para movimientos bajo excitaciones
arbitrarias podemos considerar dos aproximaciones posibles, técnicas de superposicion modal
y métodos de integracion directa del tiempo.

Las técnicas de superposicion modal se basan en los resultados del andlisis modal lineal y
consisten en expresar la respuesta dinimica en una serie expandida de los modos propios de la
estructura. Estas técnicas son muy efectivas cuando los modos fundamentales predominan en
las respuestas. Cuando el espectro de frecuencias es tan amplio que requiere la inclusion de un
gran ndmero de modos para asegurar la convergencia, en lugar de las técnicas de superposicion
modal se utilizan los métodos de integracion directa. Estos no estdn limitados solo al caso
lineal, sino que pueden extenderse a sistemas no lineales, gracias a que tienen en cuenta los
componentes de alta frecuencia de manera directa.

Los métodos de integracion directa en el tiempo necesitan que los pardmetros estén correc-
tamente ajustados de acuerdo a la precision y estabilidad requerida. Se basan en la diferencia
finita del tiempo, que actia como un filtro numérico en la solucién, por lo que la eleccién del
paso del tiempo a considerar es critica. El mismo no s6lo depende del espectro de frecuencias de
la excitacion sino que también de la discretizacion del espacio, el cual tiene que ser consistente
con la velocidad de propagacién de la onda y con el modelo a representar.

De manera general, los métodos de integracion para sistemas de primer orden pueden repre-
sentarse de la forma

U, = Z a1 —h Z Billyg1—j (33)
= =0

Donde h = t, .1 — t, es el paso del tiempo y u,, 1 es el vector de estado en el tiempo %,
calculado a partir de los vectores de estados en m tiempos anteriores, de sus derivadas y de la
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derivada misma de u,, ;.

Para By # 0 el método de integracién es implicito, ya que el vector de estado en el tiempo
t,+1 es funcién de su propia derivada. Para 5, = 0, u,,;1 no depende de la derivada u,,,, sino
que uUnicamente de las derivadas y valores de la propia funcién en pasos anteriores, por lo que
son métodos explicitos.

En este trabajo se comparan la eficiencia de los los métodos implicitos y los explicitos para
el caso de la propagacion de ondas en medios eldsticos.

4.1. Métodos implicitos

Para el caso de los métodos implicitos, se utilizan los métodos Backward Differentation
Formulas (BDF) y a-generalizado.

Los métodos BDF (o férmulas de diferenciacion regresiva) son una familia de métodos li-
neales implicitos, estables para los problemas "stiff", definidos cémo los problemas donde hay
autovalores cuyas partes reales son muy distintas, es decir, hay modos muy répidos y modos
muy lentos. Calculan el valor de la variable de estado x,,1 en el tiempo ¢,,.; en funcién de m
pasos anteriores y la derivada de la misma variable de estado en ese tiempo, X,,.1, donde m es
el orden del método. El software utiliza un "solver"que puede variar el orden del BDF y el paso
del tiempo para lograr la precision requerida.

El método a-generalizado es un método implicito de segundo orden con un pardmetro «
(0 < a < 1) que controla el amortiguamiento de las frecuencias mds altas. Con o = 1, el
método no tiene amortiguamiento numérico, mientras que para o = 0 da el maximo amorti-
guamiento numérico, que en los casos lineales la maxima frecuencia es amortiguada en un solo
paso. Consiste en predecir el valor valor de la variable de estado en un punto intermedio del
paso X,,., con un método explicito, como puede ser el método de "Forward Euler", calcular
la derivada en dicho punto y utilizarla para dar el paso completo en con un método implicito,
como puede ser el método de "Backward Euler". Se puede resumir en las siguientes ecuaciones

X, = £ (xp, 1)

P .
Xproq = Xk + ah X,
P P
Xkta — f(xk+o¢7tk+1)

X( 1 =x,+h ((1— )%+ ax,,)

(34)

En Chung y Hulbert (1993) se encuentra el desarrollo del método para la dindmica de estruc-
turas lineales, y en Jansen y Hulbert (2000) la aplicacién a las ecuaciones de Navier - Stokes.

4.2. Métodos explicitos

Para la integracién por medio de métodos explicitos se utiliza el método de Runge-Kutta.
Los métodos explicitos de Runge-Kutta son métodos de integracion monopaso que pueden
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describirse de la siguiente forma

etapa 0: X7 =f(xy, 1)

J
etapa  j: X7 =x,+ hZﬁjiXPH
i=1

35
XPj = f(Xk,tk) ( )

!
etapa final : Xpi1 = X + hZ/BliXPi_l
i=1

Donde [ denota el nimero de etapas del método. El método mas popular de estos es el de
Runge-Kutta de orden cuatro (RK4) donde las etapas se calculan de la siguiente forma:

etapa  0: Ky =f (X, tx)

h h
etapa 1 : kng(xk+§k1,tk+§)

h h
etapa 2: Kk3=f~ (Xk + 5 Ko, + 5) (36)

etapa 3: Kky=f(xp+hKs, tp+h)

h
€t(lpCL 4 . Xk—&-l:Xk"’_g (k1+2k2+2k3+k4)

Como puede verse, obtiene en cuatro pasos la derivada de la funcién de estado. Para el RK4
planteado, en la etapa cero obtiene la derivada en el inicio del intervalo de tiempo buscado
f (X, %), con la cual predice el valor de x,,, b En la etapa uno calcula la derivada en el punto
hallado y con dicha derivada vuelve a predecir el valor de x;, L En la segunda etapa calcula la
derivada en el dltimo punto hallado y la utiliza para predecir el valor de x;. . En la tercer etapa
obtiene la derivada en el dltimo punto obtenido. Finalmente realiza un promedio ponderado de
las cuatro derivadas obtenidas y la utiliza para obtener X, ;. Es importante notar que el niimero
de etapas y el orden de aproximacion no son necesariamente iguales. Los algoritmos RK de
orden superior requieren un mayor nimero de etapas que lo que indica el orden.

5. EJEMPLO DE VALIDACION: VIBRACIONES EN BARRA CON EXTREMO FIJO

Se evaldan los métodos descritos en la seccidon anterior mediante el siguiente ejemplo de
aplicacion. Se considera una barra con un extremo empotrado y el otro libre, en el cual se le
aplica un pulso sinusoidal P(t), como se observa en la Fig. (7).

Los pardmetros adoptados, elegidos para representar las caracteristicas de un suelo, son los
siguientes:

k
L=100m A=1m> p=1800—2  E=112,5MPa 37)
m
1
P(t) = 100 KN sin (78, 54 = t) t < 0,04s (38)
S
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Figura 7: Barra con extremos libre y empotrado

Aplicando la Ec. (4), se obtiene la velocidad de propagacion de la onda:

[E
v =] = =250 (39)
P s

El tiempo que tarda la onda en llegar al extremo empotrado es:

L
tr=—=0,4s 40)
/UC
Reemplazando el impulso del pulso rectangular considerado en la Ec. (9) por el impulso de

la semionda del ejemplo planteado, se obtiene el desplazamiento maximo en la barra Ec. (41).

Ve 2tr, \ v,
=]—=(Pp— | == 41
Umaz z ( maz ) I3 5,66 mm 41)

Discretizando el modelo en /V elementos finitos de igual longitud, desarrollando el anélisis
de los modos de vibracion y frecuencias del sistema (Géradin y Rixen, 1994), el limite superior
de de las frecuencias del modelo puede obtenerse de la solucion analitica.

|k 2r — 1
Wy = MSiH( ClN 7T) r=12,..N (42)

G (43)

Donde:

El limite superior puede ser alcanzado sélo cuando N — oo. Considerando a [ = 0,4 m,
aplicando la relacion de Courant para el método de Runge Kutta de orden 4 y reemplazando se
obtiene:

22

wCT‘

h:

=0,0036s (44)

Siendo & el paso de tiempo limite de la condicién de convergencia del algoritmo segin
la discretizacion planteada. Por otro lado, se encuentra el limite de estabilidad numérica del
método, por lo que se debe adoptar un paso menor a ambos.

Se realiza un modelo numérico en el software COMSOL empleando de componente el ele-
mento viga (beam), utilizando los subnodos de material eldstico lineal (con los valores corres-
pondientes a la Fig. (7)), extremo libre, carga puntual definida mediante una funcién por pasos,
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restriccion fija en el extremo empotrado y valores iniciales nulos de velocidad y desplazamiento.
El mallado corresponde al cuadrangular libre con restriccion de tamafio a 0,4 m. Se agregaron
distintos estudios para cada método de integracion utilizado, « -generalizado, BDF con orden
maximo 5 y Runge Kutta de orden 4. Los primero métodos implicitos y el dltimo explicito.

La computadora empleada, consta de un procesador Intel ® Core ™ i5-3210M, memoria
RAM de 4 GB DDR3 a 800 MHz corriendo un sistema operativo Windows 8.1 [®) de 64 bits.
Todos los modelos fueron procesados en igualdad de condiciones, con uso exclusivo del sistema.

En la Fig. (8) se comparan los desplazamientos en direccion del eje de la barra obtenidos para
los distintos métodos, con un paso de tiempo h = 0, 0001. Se toman como puntos caracteristicos
el extremo libre de la barra (Punto 1), a 25 m (Punto 2), 50 m (Punto 3) y 75 m (Punto 4) de
dicho extremo.
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Figura 8: Desplazamiento u para distintos métodos y paso 0,0001 s
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La onda tarda 0, 4 s en llegar al extremo fijo de la barra 'y 0, 8 s en volver al extremo libre la
onda reflejada por el extremo fijo, lo obtenido en Ec. (40). Al considerar el material perfecta-
mente eldstico, no hay amortiguamiento material, por lo que el proceso se repite infinitamente
sin disipar la amplitud del desplazamiento. El arribo de la onda a cada punto considerado se
produce en un intervalo de 0, 1 s, exactamente coincidente con la velocidad de propagacion de
la onda, Ec. (39).

En todos los casos, en los cambios de signo del desplazamiento, se observan pequefias per-
turbaciones. Estas se vuelven cada vez mds evidentes con el paso del tiempo. Para el método
alfa generalizado y i = 0,001 la perturbacion se reduce, ver Fig. (9).

S p=py—] s I I I Ve i =

e e e e e s et ] e

I 7] I R A | I | I N i (I

2 ] | 1 | | | 1] 1
E ool | I 6, o T I I I 11 |
g : : : H——) : H—— :
— ; ; o | | | ; | | | ;
= -2 | ] { i, T G H— ]
| | l 1 l 1 l
“* | = ! T W 1 !
6 4 H i W W — — F |

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figura 9: Desplazamiento u para el método « - generalizado y paso 0,001 s

Por esto se concluye que dichas oscilaciones aparecen debido a que el paso de calculo adop-
tado difiere del que surge de la relacion de Courant para el método. En la Tabla (1) se observan
los resultados del desplazamiento u en el Punto 1 parat = 0,40s y t = 0,80s y la relacién
entre ambos, para el paso h = 0, 0001.

| Método | 040s | 0,80s | Relacién |
RK4 5,659 mm | 5,896 mm | 104,19 %
a-gen | 5,659 mm | 5,896 mm | 104,19 %
BDF 5,659 mm | 5,886 mm | 104,00 %

Tabla 1: Desplazamiento u en Punto 1 para los distintos métodos y paso h = 0,0001 s

Comparando los resultados con los valores que surgen de la Ec. (41) y considerando que los
picos producto de las perturbaciones afectan en menos de un 5 % , podemos considerar que los
resultados obtenidos para los distintos métodos son aceptables.

Se compara como varian los tiempos de procesamiento, para distintos pasos de integracion
y métodos. Los resultados pueden observarse en la Tabla (2) y la Fig. (10).

Métodos | 0,000025 s | 0,000050 s | 0,000075 s | 0,000100 s | 0,000500 s | 0,001000s |

RK4 93,28 Min | 47,48 Min | 31,98 Min | 24,05 Min | Inestable Inestable
Alfa 70,80 Min | 36,60 Min | 24,57 Min | 18,50 Min | 8,40 Min 4,03 Min
BDF Inestable Inestable Inestable 16,45 Min | 14,23 Min | Inestable

Tabla 2: Tiempos de procesamiento de los distintos métodos y pasos de integracion
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Figura 10: Tiempos de procesamiento en funcion del paso para los distintos métodos

El andlisis por el método BDF es el mds rapido para el paso h = 0,0001s pero tiene una
estabilidad acotada. El método « - generalizado es estable para todos los pasos analizados y los
tiempos de procesamiento crecen rapidamente cuando » — 0. El método RK4 es atin mds lento
que el o - generalizado y tiene una distribucién similar a este, pero no es estable para tiempos
mayores a h = 0,0001s.

6. APLICACION: VIBRACIONES EN SEMI-ESPACIO INFINITO

Se analiza la situacién de una placa circular de hormigén de radio 20 c¢m y alto 20 cm
apoyada en un suelo de similares caracteristicas del ejemplo anterior, en la cual se aplica la
carga de impacto P(t) en el centro de la cara superior, como puede observarse en la Fig. (11).

Figura 11: Modelo realizado en COMSOL

Las propiedades del suelo consideradas son las siguientes:

k
p=1800-2  E=112,5MPa v =0,35 (45)
m
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Las propiedades del hormigén que forma la base:

k
p=2400~2  E=25300MPa  v=0,2 (46)
m

La carga de impacto aplicada:

1
P(t) =100 KN sin (78, 54 = t) t <0,04s (47)
S

Con los datos del suelo se obtienen los valores de las velocidades de propagacion de las
ondas. De la Ec. (16) se obtiene:

A=97,22 MPa G = 41,66 Mpa (48)

Con lo cual, reemplazando en Ec. (17) y en Ec. (22) se obtienen:

v, = 316,7 % (49)

ve =152,1 2 (50)
S

Aplicando las ecuaciones Ec. (29) y Ec. (30) se obtiene una tnica raiz real para V2, por lo
que resulta:

V =0,935 = v, = 142,2 (51)
S

Se modela en COMSOL utilizando la componente 2D axisimétrico y la fisica de mecdnica
de solidos. Se utiliza el material eldstico lineal con las definiciones respectivas tanto para el
hormigén como para el suelo. Al suelo se lo modela de 40 m de ancho y 30 m de profundidad,
con el extremo superior libre. El extremo inferior y el lateral, que no es el eje de simetria
rotacional, se agregan dominios de elementos infinitos los cuales simulan la continuidad del
macizo de suelo en el infinito. El mallado se realiza con elementos cuadrangulares libre con
restriccion de tamaio a 0,4 m por lado del elemento.

La computadora empleada, consta de un procesador Intel ®) Core ™ i7-4790K, memoria
RAM de 16 GB DDR3 a 1.600 MHz corriendo un sistema operativo Windows 10 ®) de 64
bits. Todos los modelos fueron procesados en igualdad de condiciones, con uso exclusivo del
sistema.

En la Fig. (12) se grafican los resultados obtenidos para los desplazamientos u y w para los
distintos métodos analizados para el punto que se ubica sobre la superficie a 30 m del eje rota-
cional. Las gréficas resultan muy similares entre si y a la vez similares a las que se encuentran
en la bibliografia (Das y Ramana, 2010), ver Fig (6). Ademads se agregan de referencia el tiempo
tedrico de llegada de las ondas, con las velocidades calculadas anteriormente.
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Figura 12: Desplazamiento u y w para distintos métodos y paso 0,0001 s

Puede apreciarse que a partir de los 0, 35s se observan pequeiias oscilaciones en los despla-
zamientos. Esto es debido a que los limites de dominios infinitos no absorben la perturbacién
en su totalidad sino que reflejan un pequefio porcentaje de la misma, por lo que contindan apa-
reciendo desplazamientos en el sistema, atun luego del paso de la onda.

Los tiempos de procesamiento obtenidos para el cdlculo con cada uno de los métodos, con
un paso de h = 0,0001, se reproducen en la Tab. (3). Contrario a lo que se obtuvo en el punto
anterior, el método mas rapido resulto el « - generalizado, seguido por el BDF y finalmente por
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RK4. Esto es debido a que el primero estd optimizado para aplicar a modelos de mayor escala
que los demés.

Meétodos | Tiempo procesamiento

RK4 366 Min
Alfa 208 Min
BDF 295 Min

Tabla 3: Tiempos de procesamiento de los distintos métodos

Para los puntos que se ubican a 30 m del eje rotacional, se analiza la atenuacion del des-
plazamiento en funcién de la profundidad. En la Fig. (13) se muestran los resultados para el
método RK4. El caso de la componente vertical, o desplazamiento w, la atenuacion resultante
es similar a la que se observa en la Fig. (5). En cambio, en el caso de la componente horizontal,
o desplazamiento u, la minima relacion aparece a mayor profundidad que lo esperado.

-§ 03 0 0.3 1 13

- e e e e PR e e S e B

10 F---A e e | L | e e e Tl

1 | S PR Sk, R

30 x|

Uiz U{z=0) ;: W(z)/W (z=0)

——Desplazamiento vertical ——Desplazamiento honzontal

Figura 13: Atenuacion de ondas-R con la profundidad

En la Fig. (14) se observa la variacion de los desplazamientos maximos horizontales y ver-
ticales en funcidén de la distancia, producto del paso de la Onda-R. Puede observarse que existe
una variacion proporcional a \/LE en ambos caso, cOmo se menciond anteriormente.
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Figura 14: Atenuacion de la onda-R con la distancia

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se analizaron distintos métodos de integracion para dos ejemplos donde se
produce el fendmeno de propagacion de ondas en medios eldsticos lineales e isétropos, con
el fin de concluir cual es mds conveniente para captar el fendmeno y poder predecir de mejor
forma las perturbaciones que se genera.

En el ejemplo de transmision de ondas unidimensionales en una barra, de material elasti-
co lineal, los resultados obtenidos fueron coincidentes con la solucion analitica, para los tres
métodos de integracion. Si bien el método de integracién mds rdpido para un paso de tiempo
determinado resulta ser el método BDF, el mismo resulta ser el més acotado en rango de estabi-
lidad. Por el contrario, el método « - generalizado resulta estable para todo el rango adoptado.
El método explicito de Runge-Kutta de orden cuatro fue el mds lento, pero resulta estable por
debajo de un paso de integracion limite. En virtud del rango de estabilidad del método « - gene-
ralizado, se comprueba la aparicion de perturbaciones por la integracién con pasos numéricos
distintos al que resulta de la respectiva relacion de Courant. Resulta que los pasos maximos
que permiten por estabilidad los métodos BDF y RK4 son un orden menor que los que pasos
de integracién que surgen de la relacion de Courant y para los cuales se deberia encontrar la
solucion sin perturbacion.

En la aplicacion del caso axisimétrico, una carga puntual de impacto rapido se aplica sobre
una base de hormigoén la cual yace sobre un medio eléstico semi-infinito, con propiedades elasti-
cas propias de un suelo, también se obtienen resultados satisfactorios en relacién a los tedricos,
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en las distintas comparaciones realizadas. Se comparan la variacion de los desplazamientos de
un punto superficial en el tiempo, las velocidades de propagacién de las distintas ondas en el
medio y la atenuacion, tanto radial como en profundidad, de las ondas de Rayleigh. Contrario a
lo obtenido para el caso unidimensional, el método que tuvo el menor tiempo de procesamiento
fue el método de « - generalizado, seguido por el BDF y el mas lento volvi6 a resultar el RK4.

En resumen, los resultados obtenidos fueron satisfactorios, lo cual alienta utilizar la herra-
mienta en problemas mas complejos, utilizando modelos de suelos no lineales, otros tipos de
fundaciones y cargas aplicadas mds realistas, estructuras receptoras de las perturbaciones, estra-
tificaciones en suelos e interposicion de barreras para la atenuaciéon. Ademads, en futuros traba-
jos, se buscard, mediante la realizacion de ensayos, la verificacion cuantitativa de los resultados
de algtin modelo.
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