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Resumen. La ecuacion de Richards es ampliamente utilizada para simular el flujo de agua en
medios porosos no saturados. Para su discretizacion temporal se han empleado esquemas de
tipo Euler implicito y Crank-Nicholson combinados con métodos iterativos de Picard o Newton-
Raphson para tratar los términos no lineales. Aunque estos métodos iterativos suelen ser ro-
bustos su costo computacional puede representar una severa limitacion. En este trabajo se
propone y analiza una estrategia no iterativa como variante a los métodos mencionados. La es-
trategia consiste en discretizar la ecuacion de Richards mediante un esquema Crank-Nicholson
combinado con un método Newton-Raphson linealizado y una extrapolacion de Richardson de
3 pasos. Para el caso presente, la precision del esquema es de segundo orden y resulta incondi-
cionalmente estable para la mayoria de los pasos de tiempos admisibles. El trabajo incluye un
analisis de las propiedades del algoritmo mediante la comparacion con soluciones analiticas
y un ejemplo numérico que muestra que es posible reducir hasta en un orden de magnitud el
costo computacional de las simulaciones.
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1 INTRODUCION

La ecuacion de Richards? es comGnmente utilizada para simular el flujo de agua en medios
porosos total o parcialmente saturados. Esta ecuacion es de tipo parab6lica altamente no lineal
cuando el medio se encuentra no saturado y eliptica lineal cuando el medio esta completamente
saturado por agua. Dedido a la alta no linealidad de la ecuacion su resolucion numeérica suele
presentar problemas de convergencia y conservacion de masa.?3

La forma més simple de aproximar la ecuacion de Richards es empleando un esquema de
discretizacion temporal explicito. Esta aproximacion conduce a un sistema lineal de ecuaciones
que desde el punto de vista numérico representa la opcidbn menos costosa. Sin embargo, las
conocidas restricciones en la estabilidad de los métodos explicitos imponen la utilizacion de
pasos de tiempos muy pequefios aumentando en forma considerable el costo computacional de
las simulaciones numéricas.

En general se prefieren los esquemas implicitos incondicionalmente estables para la dis-
cretizacion temporal de la ecuacion de Richards. ElI método ponderado de paso simple es el
maés utilizado dando lugar a un sistema de ecuaciones no lineales. EIl sistema de ecuaciones
resultante es tratado mediante algln procedimiento iterativo como el método Newton-Raphson
o Picard. Estos esquemas suelen ser robustos pero llevan implicito un alto costo computacional
asociado a la evaluacion y resolucion de sistemas de ecuaciones en forma repetitiva en cada
paso de tiempo. En particular un esquema Crank-Nicholson combinado con un método clasico
de Newton-Raphson o Picard conduce a un algoritmo de segundo orden (O(At?)).4

El alto costo computacional de los métodos iterativos motivo el disefio de un algoritmo no
iterativo como variante a los algoritmos clasicos utilizados. EI método propuesto consiste en la
utilizacion de un esquema Crank-Nicholson junto con un método Newton-Raphson linearizado
(no iterativo). Desafortunadamente, la utilizacion del método Newton-Raphson linealizado al
caso particular de la ecuacion de Richards conlleva la pérdida de un orden en la precision tem-
poral.* Sin embargo la pérdida de este orden puede recuperarse mediante una extrapolacion
de Richardson de 3 pasos obteniendose un algoritmo de segundo orden que es incondicional-
mente estable para la mayoria de los pasos de tiempo admisibles.>® Resulta interesante destacar
que la utilizacion de método Newton-Raphson clasico (iterativo) en el procedimiento propuesto
conduce a un algoritmo de tercer orden (O(At?)) que ha sido implementado con resultados
altamente satisfactorios.’

El algoritmo propuesto ha sido implementado en dominios bidimensionales utilizandose para
su discretizacion espacial un método Galerkin de elementos finitos. Para reducir aln mas el
costo computacional de las simulaciones numéricas se implementd un método automatizado
de adaptabilidad del paso de tiempo basado en las ideas del trabajo de Modena y otros.®> Para
verificar el orden de la precision del algoritmo y la conservacion numérica de la masa se realizan
comparaciones con soluciones analiticas conocidas. Finalmente se presenta un ejemplo que
muestra que es posible reducir hasta en un orden el costo computacional de las simulaciones
numeéricas.
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2 APROXIMACION ESPACIAL

En el presente trabajo se adoptara la forma mixta de la ecuacion de Richards propuesta por

Celia y otros:®
06(h
P 0 KK 1)V (h+2)] = 0 ®
siendo A la altura de presion, 6 el contenido de agua, K; el tensor conductividad hidraulica
saturada, K, (h) la funcion conductividad hidraulica relativa y z la coordenada vertical (positiva
hacia arriba).
Para resolver la ecuacion (1) establecemos el siguiente problema diferencial en un dominio
bidimensional €2 con borde 6Q = TP UTN (I'P NT'Y = 0):

(O VK ()Y (4 2)] =0, x €0

h(x,t) = h*(x,t), x € ' )
~ KK, (h)V(h+2)-v=0Q"x,t), xeTV

[ A(x,0) = ho(x), x€Q

donde h* representa los valores de la altura de presion sobre el borde I'”?, v es la normal unitaria
exterior a 'Y, Q* el valor de la componente normal del flujo sobre 'Y y Ay la condicion inicial

para h. Notar que para resolver (2) se requieren ademéas modelos constitutivos de 8(h) y K. (h).
Una formulacion débil del problema (2), se establece del siguiente modo:

(69(h) ,v) +a(h,v) = i(v) 3)

-

ot
donde

a(h,v) = /QKSKT(h) Vh Vv dx (4)

l(v):—/FNQ*'de—/QKSKr(h) Vz-Vuvdx

conveV,V ={ve H(Q) tal que v = 0 sobre I'P}.
Sin entrar en detalles, el método Galerkin de elmentos finitos aplicado a (3) conduce al
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

h
M%(t) + A(h)h =B(h) (5)
donde h y @ son respectivamente el vector de las incognitas (altura de presion) y el vector
contenido de agua cuyas componentes estan definidas en cada uno de los nodos de la malla de

elementos finitos. Las componentes de las matrices M y A, y del vector B son de la forma:

Mj; = (¢i, 05), Aji = aldi, d;), B; =1(e;), (6)
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donde ¢, es la funcion base lineal correspondiente al nodo j. Las integrales no lineales de (6)
fueron evaluadas mediante una cuadratura de Gauss de segundo orden.

3 APROXIMACION TEMPORAL

La discretizacion temporal de la ecuacion se realiza mediante un esquema de paso simple en la
que solo se requiere conocer la solucion a un paso de tiempo anterior. En general, un método
poderado (también conocido como método «) del sistema (5) puede expresarse como

on - On
“T +Aniohpia =Buia, a€0,1] @)

donde hn+a - (]. - Od)hn + Oéhn+1, 9n+1 - O(hn+1), en - O(hn), An+a - A(hn+a) y
Bn+a = B(hn+a)-

El paso siguiente consiste en linealizar el sitema (7) empleando un método Newton-Raphson.
El algoritmo resultante es de la forma:

M

-1
hgfll) = h7(zu—|)—1 - [D‘P <h7(7:)—1>] ¢ (hﬂl) (8)

donde las matrices residual y tangente tienen las siguientes expresiones

v O(V) - en v v v
¥ (th)_1> =M ng;n_f_l + AsL—aah;—i)-a - BgH)—a

A
Do (1) = M2 + o (DALY, + AV, - DBL,)
siendo v el nivel de iteracion del método.

Para obtener una version linealizada del algoritmo anterior se realiza una sola iteracion de
esquema (8) utilizando como condicion inicial la solucion obtenida en el paso de tiempo anterior
(es decir hﬂl = h,,). Como ya ha sido mencionado, para el caso particular de la ecuacion de
Richards el algoritmo de Crank-Nicholson linearizado (o« = 1/2) es O(At).* La pérdida de
un orden debido a la linealizacion del método motivo la utilizacion de una extrapolacion de
Richardson para recuperar el orden O(At?).

Como es sabido, la extrapolacion de Richardson permite obtener un esquema de orden p + 1
a partir de un esquema de orden p.® Para ello es necesario calcular la solucion del problema a
un tiempo ¢,,,, empleando dos pasos de tiempo diferentes. La solucion extrapolada estara dada

por
At
hRE — h;IH-l —dq
n+1 1 o qp

Pl AL

"t O(APT (10)

donde ¢ = 7=, 7 es el nimero de pasos de la extrapolacion, h2, es la solucion a ¢,,, emple-

ando el paso Aty hﬁﬁ la solucion al mismo tiempo pero utilizando un paso gAt.
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A igualdad de precision, la opcion menos costosa de la extrapolacion de Richardson se ob-
tiene al elegir » = 2 (es decir dos pasos). Desafortunadamente, para el esquema de Crank-
Nicholson esta eleccion conduce a un esquema que es condicionalmente estable. Sin embargo,
esta condicion desaparece casi por completo para r = 3 como se demuestra en el trabajo.®

En la siguiente seccion se comprueba mediante soluciones analiticas el orden 2 del esquema
propuesto y la conservacion de la masa. También se presenta un ejemplo numérico en el que se
implementa un control dindmico del paso de tiempo que permite reducir sensiblemente el costo
computacional de las simulaciones.

4 EJEMPLOS NUMERICOS
4.1 Ejemplo 1: precision del algoritmo

Para verificar la precision del esquema propuesto se utilizd una solucién analitica unidimen-
sional de la ecuacion de Richards para un caso particular de condiciones de contorno restricti-
vas. Las relaciones constitutivas consideradadas son f(h) = e®" y K, = e("+Ye? siendo vy o
parametros del modelo.

Para el analisis de la precision consideraremos el siguiente problema diferencial que describe
un frente de infiltracibn que avanza en un suelo completamente no saturado (suelo seco):

c 00(h) O 0 1_
7—{—5 leKr(h)&(h"}_z)- _07 z € [OaL]
h(0,t) = —o0
< 1 A ] -
. A ety |
W(L,t) = _Cln l x(1-e )_ L

L h(2,0) = —o0

donde L es la longitud del dominio espacial y A un parametro relacionado con la amplitud del
frente de saturacion. La solucion analitica del problema (11) es”®

A
1 _ o—va(At—L+z) _
h(zt) =4 7 In l—s (1—e )] +L z>L-—-At

(12)

que resulta valida para t € (0, L/A].

Las soluciones numéricas del problema (11) se obtuvieron en dominios bidimensionales con
condiciones de flujo nulo en los bordes laterales. Se considerd un dominio rectangular de 1 por
12 unidades de longitud en las direcciones x y z, respectivamente. Los valores elegidos para los
parametros hidraulicos del modelo fueron K, = 1, « = 0.01, vy = 3y A = 2. Las soluciones
se obtuvieron en una malla triangular no estructurada de 245 nodos y se estableci6é un periodo
total de simulacion de 5 unidades de tiempo.

Una de las dificultades que presenta el problema diferencial (11) es la condicion inicial de
suelo completamente seco (h(z,0) = —oc). Para poder obtener una solucion numérica fue
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necesario imponer un valor finito de altura de presién como condicion inicial. Esta condicion

aproximada implica un valor residual del contenido de agua en el medio poroso que introduce

una fuente adicional de error que deber’a tenerse en cuenta al analizar los resultados numéricos.
Para evaluar la precision del esquema se define la siguiente norma para el error:

Np

e(Ar) = > () Ay (13)

P p=1

donde Ay es la solucion numérica, ki la solucion analitica y N, el nimero total de puntos
nodales.

En la Figura 1 se grafican los errores del método Crank-Nicholson linearizado (CN1) y del
método que se obtiene al emplear la extrapolacion de Richardson de 3 pasos (CN! + RE).
Como se observa claramente en la figura, las pedientes de las curvas muestran un compor-
tamiento lineal y cuadrético respectivamente, verificando los ordenes de precision predichos
por la teoria.

Q(At) L o
0.01 :— E
0.001 ' —_—
0.001 0.01
At
CN! o 271.07A>07
CN'+RE e 20.73A¢10

Figure 1: Precision del esquema de discretizacion temporal

4.2 Ejemplo 2: conservacion numérica de la masa

Las aproximaciones numéricas de la ecuacion de Richards suelen presentar problemas de con-
servacion de masa debido a su caracter altamente no lineal.>2 En el presente ejemplo se analiza
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la conservacion de la masa global de los distintos esquemas descriptos mediante la comparacion
con una solucion analitica.

Si en la solucion analitica presentada en el ejemplo anterior se asume un valor unitario para
el coeficiente -y, entonces es posible obtener una expresion analitica cerrada para la evolucion
temporal de la masa global:’

M,(t) = % At + é (e74 — 1)} . (14)

10 ¢
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t
CN? CN> o CN'+ RE o

Figure 2: Conservacion numérica de la masa

Para el analisis de la conservacion de masa consideraremos un ejemplo similar al anterior
donde la infiltracion se produce en un rectangulo de 1 por 25 unidades de longitud. Los
parametros fisicos y de discretizacion adoptados son K, = 1, « = 0.01, A = 1, N, = 877y
At = 0.25. En la Figura 2 se ilustra la diferencia entre la masa numérica (M,,) y analitica (M,)
para los siguientes esquemas: Crank-Nicholson (C N°°), Crank-Nicholson linealizado (CN1') y
Crank-Nicholson linealizado con extrapolacion de Richardson de 3 pasos (CN! + RE). Como
se observa en la figura, a t = 0 los 3 esquemas poseen el mismo error. Esto es debido a la
condicion inicial aproximada adoptada para resolver el problema numérico que se traduce en
un valor inicial de masa de agua no nulo. Por otra parte se observa claramente que la conser-
vacion de la masa mejora con el aumento en la precision de los esquemas temporales (recordar
que CN' es de O(At) mientras que CN>® y CN' + RE son de O(At?)), siendo el algoritmo
propuesto (CN! + RE) levemente mas conservativo.
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4.3 Ejemplo 3: eficiencia computacional

El objetivo de este ejemplo es ilustrar la reduccion del costo computacional de las simulaciones
numéricas que se obtiene al emplear el algoritmo propuesto en relacion a un método iterativo
clasico del mismo orden de precision. Asimismo se implementa un control dinamico del paso
de tiempo que permite aumentar alin mas la eficiencia del algoritmo.

El ejemplo propuesto describe el avance de un frente irregular de infiltracion en un dominio
rectangular de 400 cm de longitud por 300 cm de profundidad. La condicion inicial corresponde
a una altura de presion constante ~ = —300 cm. En el borde superior del dominio se impuso
una condicion de borde de tipo Neuman que corresponde a un flujo de 10~° cm/s en el segmento
0 <z <200ydeb5107%cm/sen200 < z < 400. En el resto de los bordes se asumieron
condiciones de flujo nulo. Para obtener la solucidon numérica se empled una malla triangular
compuesta por 1436 nodos siendo el tiempo total de simulacion de 40 dias.

Para describir las propiedades hidraulicas del medio se adopt6 el modelo de van Genuchten:1°

0, — 0,
0(h) =< [1+ (&)™’ "< (15)
0,, h>0
[1— (&[a)* (1 + (&h)") ]
Ko(h) = i+ @hye 0 O (19
h>0

3

donde 6, es el contenido residual de agua, 8, el contenido maximo de agua, & Yy 7 parametros del
modeloy 7 = 1—1/n. En este ejemplo se utilizaron valores de los pardmetros correspondientes
aun suelo de textura limosa:** 6, =0.034, 6, =0.46, 4= 0.016 cm~!, A = 1.37y K, = 6.0 cm/dia.
En la Figura 3 se muestra el perfil de alturas de presion al final de la simulacion.

Para mejorar la eficiencia computacional del algoritmo se implementd un control dinamico
del paso de tiempo de acuerdo a las ideas presentadas en el trabajo.®> La adaptabilidad del paso
de tiempo se basa en el hecho de que al tiempo ¢™*! el algoritmo calcula la solucion hﬁj/f’ con
paso de tiempo At/3 y la solucion extrapolada 2. Estas dos soluciones permiten definir el
siguiente error relativo interno:

Np At/3 RE
k=1 [hk,n—l—l - h’k,n—H

Ny, [,.At/3 2 (17)
ko1 [hk,n+1 + hkR,E+1}

er(At) =2

Luego, imponiendo una tolerancia e, al error relativo e, (At) es posible establecer una estrategia
de control dindmico del paso de tiempo segln el siguiente criterio: si e, (At) < ¢, entonces At
se aumenta en un determinado factor y si la condicion anterior no se satisface se disminuye At
en forma proporcional. Este ajuste automatico del paso de tiempo es facil de programar y sélo
requiere un minimo adicional de calculos.
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Figure 3: Altura de presion luego de 40 dias de simulacion

La eficiencia computacional del algoritmo se midi6 en base al nimero de problemas li-
neales resueltos durante el tiempo total de simulacion. En la Tabla 1 se muestran los resultados
obtenidos para los esquemas Crank-Nicholson combinados con un método Newton-Raphson
clasico (CN*) y con un método Newton-Raphson linealizado y extrapolacion de Richardson
de 3 pasos (CN' + RE) con y sin adaptabilidad del paso de tiempo.

CN®*> CN!'+ RE CN'+ RE |CN'+ RE |CN' + RE
(sin adaptabilidad) | €, =10"% |, =510"% | ¢ =1073
Nro. de problemas [21784 3840 3840 2044 1160

Table 1: Eficiencia computacional

De los resulados obtenidos se concluye que el algoritmo propuesto (CN' + RE) sin adap-
tabilidad es aproximadamente 5.6 veces mas rapido que el esquema clasico C N°. Por otra
parte, la eficiencia del algoritmo puede incrementarse con el control dinamico del paso de
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tiempo hasta en un orden de magnitud siempre y cuando la tolerancia impuesta supere un cierto
valor minimo (en este ejemplo e, = 107%).

5 CONCLUSIONES

Se ha presentado un método no iterativo para discretizar temporalmente la ecuacion de Richards.
El procedimiento propuesto consiste en utilizar un esquema Crank-Nicholson junto con un
método Newton-Raphson linealizado y una extrapolacion de Richardson de 3 pasos. En el pre-
sente caso, el algoritmo resultante es de orden 2 e incondicionalmente estable para la mayoria
de los pasos de tiempo admisibles. Los ejemplos numéricos muestran que las soluciones
obtenidas son conservativas y que es posible reducir significativamente el costo de las simula-
ciones numeéricas. Finalmente resulta de interés destacar que las propiedades enunciadas trans-
forman al algoritmo en una opcion atractiva para la resolucion tridimensional de la ecuacion de
Richards.
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