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Abstract.

En este trabajo se muestran las herramientas numéricas utilizadas en el estudio del
comportamiento estructural de un nuevo concepto en la conversion eolo-eléctrica enfo-
cado a mejorar el aprovechamiento del recurso edlico en dreas de velocidades de vientos
elevadas. La estructura de la mdquina estudiada se discretiza por medio del Método de
Elementos Finitos. La formulacion variacional se obtiene a partir de un funcional general
asoctado considerando hipdotesis lineales y particularizado para el estudio de vigas y ba-
rras. FEste funcional asociado al problema de vigas representa la Energia Potencial Total.
En el problema particular analizado, se simulo el comportamiento de la estructura de los
vagones generadores y se establecieron pardmetros de comportamiento global efectivos en
la tarea de diseno. Como resultados de la primera etapa de andlisis lineal, se obtuvo la
variacion de estos pardametros en funcion de la trayectoria y las deformaciones de la es-
tructura. Por ultimo, en este trabajo se muestran los avances en la actual etapa de estudio
considerando comportamiento no lineal y donde se profundiza en el estudio del aspa de
la maquina modelada como una viga con seccion no homogénea. Para ello el problema
tridimensional se descompone en un problema bidimensional lineal en el dominio de la
seccion de la viga y otro unidimensional no lineal a lo largo de la linea de referencia de
la viga.
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1. INTRODUCCION

La energia edlica es una de las fuentes energéticas de mayor crecimiento en la actua-
lidad. Su utilizacion estd ampliamente difundida en algunas regiones del planeta y hoy en
dia se pueden conseguir “por catdlogo” maquinas de hasta 2,5 MW. Considerando que
la energia aportada por un flujo edlico depende del cubo de la velocidad del mismo y
del area interceptada, es evidente que las instalaciones en zonas de altas velocidades de
viento resultan en una alta rentabilidad y que para aumentar la energia extraida de un
determinado flujo hay que aumentar el tamano de la instalacion. En las maquinas edlicas
clasicas de eje horizontal la velocidad perimetral maxima de las aspas esta limitada en
cierta proporcién de la velocidad incidente del viento. Debido a esto, para mantener la
velocidad perimetral por debajo de dicha velocidad méaxima se debe reducir la velocidad
angular del rotor al aumentar el didmetro. Esto complica el acoplamiento con el generador
eléctrico, ya que la velocidad del mismo esta dada por la frecuencia de la red, y ademés
produce que grandes areas del rotor disminuyan su rendimiento aerodinamico facilmente.

Figura 1: Elemento generador del Rotor VGOT Darrieus.
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Figura 2: Detalle de un elemento generador del Rotor VGOT Darrieus.

Teniendo en cuenta estas consideraciones surgio la idea de utilizar el rotor Darrieus
para aplicacion edlica de una manera distinta a la convencional. Habitualmente las aspas
giran solidarias en torno a un eje vertical central. Si se quiere fabricar generadores de muy
alta potencia es necesaria una gran area barrida por las aspas. Esas grandes dimensio-
nes generan, como en el caso de maquinas de eje horizontal, una serie de problemas de
gigantismo en el diseno del rotor y de acoplamiento con la maquina eléctrica. Por otro
lado, en el caso de un Darrieus convencional, la trayectoria circular produce fenémenos
aerodinamicos no estacionarios que causan fluctuaciones en las fuerzas actuantes sobre
las aspas que tienden a engendrar problemas de fatiga. En el nuevo concepto del Rotor
Darrieus VGOT (Variable-Geometry Oval Trajectory)! cada aspa en vez de girar fija a un
eje central se desplaza sobre rieles montada sobre un chasis formado por una estructura
reticulada, soportada por booguies estandar de ferrocarril (ver Figuras 1 y 2). Cada ele-
mento generador estd compuesto por el aspa, el chasis, un carenado de plastico reforzado
con fibras para disminuir efectos aerodinamicos adversos, su propio sistema de generacion,
los booguies y la suspensién que los vincula con el chasis. La energia eléctrica generada se
transmite a través de un sistema de tercer riel. En el VGOT si se mantuviera constante
la velocidad de los elementos generadores se podria aumentar el area interceptada, y por
ende la potencia de la instalacién, sin los problemas de bajas velocidades de rotacion aso-
ciados a los rotores Darrieus clasicos. Al no estar los elementos generadores fijos a ningtin
eje central podrian seguir un trayectoria no circular (Figura 3). En ciertas regiones donde
la rosa de los vientos muestra una direccién preferencial, esto resultaria en un aumento de
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Figura 3: Trayectoria del Rotor VGOT Darrieus.

la eficiencia en la conversion energética al aumentar mediante tramos rectos las porciones
donde las aspas se desplazaran aproximadamente perpendiculares a la direccién del viento
incidente.

Al afrontar el estudio del comportamiento estructural del VGOT Darrieus se presen-
tan varias particularidades que lo diferencian de otro estudio de estructuras reticuladas o
vigas. En el estudio del aspa, ésta presenta una seccion variable en la longitud tanto por
la variacién de la cuerda del perfil aerodindmico como por el refuerzo de la seccion en las
partes mas sometidas a esfuerzos solicitantes. También es necesario aplicar las cargas aero-
dindamicas sobre el aspa, las cuales dependen de la posicién del vagén generador a lo largo
de la trayectoria y varian a lo largo de la longitud del aspa. En ese sentido, el célculo de las
cargas aerodinamicas no es trivial ya que la maquina funciona en conjunto y no es posible
analizar el comportamiento aerodinamico de cada elemento generador por separado. Al
estudiar la estructura reticulada tridimensional se deben considerar los efectos de la vin-
culacién de ésta con el aspa y la suspensiéon del vagon generador, sumando los efectos de la
masa de los componentes y del lastre colocado para mejorar la estabilidad de los vagones
generadores. La suspension merece una mencion aparte ya que, por las caracteristicas de
la maquina propuesta, hubo que concebir un diseno que se aleja de lo convencional. Esto
se debe principalmente a que cada vagén generador estda sometido a cargas fluctuantes,
de origen aerodinamico, en sentido transversal a las vias. El sistema de suspension debe
absorber y amortiguar estas cargas, ya que si las transmitiera directamente al material
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rodante y, por ende, a las vias perjudicaria la estabilidad del vagén generador, pudiendo
llegar al descarrilamiento. Ademas, la suspensién debe adaptarse a las imperfecciones del
trazado minimizando sus efectos sobre la estructura y los componentes.

A continuacion se muestran las tareas llevadas a cabo en el estudio estructural de los
elementos generadores.

2. PRIMERA ETAPA: ANALISIS LINEAL

La primera etapa del estudio estructural se llevd a cabo considerando hipétesis li-
neales, es decir: pequenos desplazamientos y deformaciones y material homogéneo elastico
lineal. Los resultados obtenidos en este analisis resultaran precisos si las condiciones de
funcionamiento se acercan a las hipdtesis asumidas, como puede ocurrir en el funciona-
miento en régimen nominal de la maquina. En los casos en que esto no se verifica, como
podria ser en situaciones de velocidades de viento mucho mayores que las de diseno o falla
de algiin componente, el andlisis lineal constituye una herramienta valiosa para entender
cuales comportamientos no lineales apareceran y poder incluirlos en etapas posteriores de
estudio. Por ello, el analisis del comportamiento bajo hipotesis lineales se impone como
primer etapa de estudio sobre todo en este caso en que se trata de un disenio innovador el
cual presenta caracteristicas que lo diferencian de otros problemas clasicos de ingenieria
estructural.

2.1. Modelo Matematico

Considerando las hipdtesis antes mencionadas, se parte de un funcional del tipo de
Hu-Washisu que representa la Energia Potencial Total y, luego de aplicar la hipétesis de
Material Eldstico Lineal se llega a la expresién del funcional de Hellinger-Reissner? (1)
que conduce a una formulacion mixta donde las variable independientes son los desplaza-
mientos y las deformaciones. En lo que sigue, las coordenadas locales en cada punto de la
viga x, 1, z se consideran de forma que las direcciones definidas por = e y estén embebidas
en la seccién y la definida por z sea paralela a la tangente a la linea de referencia de la
viga.

1
’;IR:/ (—§€TC€—|—€TC agu—quB) dV—/(qu)Tfo ds (1)
1% Sf
donde € es el arreglo de las componentes del tensor de deformaciones,

. c.. = L (f)ui a“ﬂ')
Z - ) )

g = [ Exa 5yy €2z f)/acy ’sz szz } ) ! 2 au] 87,% Lo
Yij = 2 & Vi#j

Oe es el operador diferencial que relaciona desplazamientos y deformaciones; C es la
matriz constitutiva; u es el desplazamiento de la linea de referencia de la viga, u! =
[ Uy Uz U3 }; B es el vector de fuerzas volumétricas, (fB)T = [ f= fy f- }; St es la
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superficie con condiciones de borde tipo Neumann; u® es el desplazamiento sobre Sg; y
57 es el vector de fuerzas superficiales, (fsf)T = [ ff 5f ff

Luego este funcional se particulariza para el caso de vigas bajo la Hipotesis de Timo-
shenko, es decir que las secciones originalmente normales al eje de la viga se mantienen

planas luego de la deformacion pero ya no son normales debido a la distorsion por corte,
llegando a

1 1 1
I = /<§SzzE52z__ ASG"VAS__Psz G’Y'yz +7z:1: GP)/ZI—’_,)/ySG’YyZ) dv—

2 = 2
|4
- / (u"f7) av — / (us) " £57 ds. (2)
1% Sf

Ademas como las hipétesis consideradas son lineales puede utilizarse el principio de
superposicion para anadir los efectos de los esfuerzos axiales, de torsién, flexion y corte
considerados en forma aislada. Expresando el funcional (2) en funcién de las variables
primarias y secundarias del problema resulta

do, db, dus )\ >
I = = - I, [ =2 A
S () +n (@) +a () | o

v~

(@) (i1

G
5/ x /szS)Q + ky (7;'5)2)1_’_
r (i)

d d df
+2 A (mﬁ (%—92>+ky7;f (%+91)>+1 (d;> dz—

g

(ith) (i)

—/qudz—/edez—Z(ui)TFi—Z(ej)TMj (3)

donde 6; y 65 son los angulos de rotaciéon de la seccion de la viga en los planos yz vy zx
respectivamente. @ = [ 0, 0y 05 } y u forman los desplazamiento generalizados que son
las incognitas primitivas que fueron interpoladas cuadraticamente. fy;‘ZS v 715 representan
las distorsiones debidas a los esfuerzos de corte en los planos yz y zx, el superindice
As denota que dichas distorsiones se “asumen” con variacién lineal a lo largo de cada
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elemento y constante en cada seccién. I, I, I, y A son respectivamente los momentos
de inercia y polar y el area de la seccion. k, y k, son las constantes de corte de la seccién
utilizadas para corregir el hecho de que la distorsién por corte se asume constante en
toda la seccién, lo cual no es cierto. p, m, F! and MJ son respectivamente las cargas y
momentos distribuidos y concentrados y L es la longitud de la viga. Los términos (i) en
(3) estdn asociados a la energia de deformacién debida a la flexion, (i7) a la deformacién
axial, (7i7) a las deformaciones por corte, (iv) a la torsién y los dltimos términos (v) estéan
asociados con las cargas y momentos externos.

En el caso de barras, las cuales presentan rigidez solamente frente a esfuerzos axiales,
el funcional (3) se reduce a

E dus\ > o
H’g:?/A (d—;) dz—/ugpgdz—zugFg. (4)
T %

L
2.2. Modelo Numérico

Los desplazamientos generalizados, @ y u, se interpolaron por medio de elemen-
tos isoparamétricos de tres nodos cuyas funciones con continuidad C'° en funcién de la
coordenada natural r, son??3

h=1 (), hy =14 (2 4 1), hy = 1— 1% (5)

De esta forma los desplazamientos generalizados interpolados correspondientes a la
direccién j son

us(r) = ha(r)

7 0;(r) = hi(r) 05, (6)
donde los indices repetidos indican una sumatoria en los tres nodos.
Las derivadas de los desplazamientos generalizados respecto de la coordenada local z

SOo1

du d(hiui)  dhydr ; _ dh; ,
R )
do; d(hi0%) dh;dr,, . dh;
77 R S Y A— — 9 = 0
2 ) dz prLt R (8)
Escribiendo lo anterior en forma matricial
. du; .
uj (r) = Hy, 1, d—zj (r) = By, 1, (9)
do.
6, (r) = Hy, 1, d—zf (r) = By, 1, (10)

donde 11 es el arreglo de valores nodales de los desplazamientos generalizados

ST o1 1 .1 gl gl gl .2 .2 .2 02 p2 p2 .3 3 3 3 pn3 3
a = [ up uy uz O 0y 03 wuy us uz 07 05 05 wy uy; uz 07 05 03 } ,
(11)
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y H y B son las funciones de interpolacién y sus derivadas en forma matricial. A conti-
nuacion se muestra como ejemplo las matrices correspondientes a las funciones de inter-
polacién para uq,

H,=[h 00000h 000O00O0HhO0O0O0O0O0]
_ (12)

B., [+ 00000 % 00000% 0000 0],

dr dr dr

H y B para los otros grados de libertad se obtienen en forma similar.

Se ha usado integracién por cuadratura de Gauss en 3 puntos para los términos inter-
polados por funciones cuadréticas.?* Para evitar los problemas de bloqueo v y ’y?j‘zs se
interpolaron con funciones lineales discontinuas entre elementos, con condensacién a nivel
elemental.? Para los términos asociados con 747 y ’y;zs se uso integracién por cuadratura

de Gauss en 2 puntos y las funciones de interpolacién que satisfacen

hi(g7) =1,  hi(g5) =0, hy(g97) =0,  hi(gs) =1, (13)

donde g7 y g5 son los puntos de integracion correspondientes. Entonces

VA (r) = hi(r) (v25)", VS (r) = hi(r) (729)" (14)

que puede expresarse en forma matricial como

donde (’yAS)T = [ fyﬁi fyé’% %ﬁ 7;’5 } son los valores de las distorsiones en ¢} y g5,
H, ,=[h h4 00],yH, ., =[0 0 hi hi].

Sustituyendo las variables en (3) por su equivalente discreto e invocando la estaciona-
ridad de dicho funcional se obtiene

Kuu Ku7 i . P
o] [ ][0 ] 15
donde
1

1
K, = E/(Ix B]. By, + I, B}, By, + AB., B,,) |J]| dr+G/]p BZ By, |J| dr,
-1

-1
1

K., = G / A |(Bu, — Hy)" Ho, + By, + Hy)" W, | 7]

—1
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K, = Kl =G / A [H§ (B., — Hy,) +H! (B, +H91)} 17| dr,

1

K,yfy = _G/A (ngz H'Vzac +H£yz H'Y?ﬁ) |J’ d/r’

1
P = / [(Hul Y H,, +H,,) P+ (Hy, + Hy, + Hgs)Tﬁl} T dr+ Y F +3 M,
e i j
p, m, 132 y 1\71] son arreglos con los valores nodales correspondientes a las cargas y mo-
mentos distribuidos y concentrados.
Como se dijo, los grados de libertad asociados con ¥4% se condensan a nivel elemental.
Despejando el vector ¥4 de la segunda fila de (16) y sustituyéndolo en la primera fila,
se tiene

(Ku — Ko, K3 Ko,) 0=P. (17)

.

-~

Kel

A continuacién, la matriz K, y el vector P son transformados para que correspondan
a grados de libertad asociados a un sistema de coordenadas global, igual para todos los
clementos, y ensamblados en una matriz K y un vector de cargas P globales, arribando
al sistema de ecuaciones final

KU=P, (18)

donde U es el arreglo de los valores de los desplazamientos generalizados respecto del
sistema de coordenadas global de toda la estructura.

Para imponer las condiciones de contorno esenciales o tipo Dirichlet se sigue el proce-
dimiento clésico? reordenando (18) como

k] el [R ] "

donde Qa y P, estén asociados a los grados de libertad correspondientes a las incégnitas,

y U, y Py a los grados de libertad con condiciones de contorno esenciales. De la primera
linea de (19),

Kaa Ua - f)a - Kab Ub7 (20>
entonces .
ﬁa = <Kaa> <]-5a - Im{onb ﬁb) 5 (21>
lo que da la solucién final ~
~ U
U=| ~“|. 22
o] (22)
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Las reacciones de vinculo fueron calculadas de la segunda linea de (19),
Py, =Ky, U, + Ky, Us. (23)

2.3. Aplicacién a la Simulacién del VGOT Darrieus

Las pricipales cargas que solicitan la estructura de los elementos generadores del
VGOT Darrieus tienen origen aerodinamico. Estas cargas aerodinamicas fueron calculadas
mediante un Modelo de Doble-Miiltiple Tubo de Corriente,”® que fue resultado de trabajos
previos, y fueron aplicadas como cargas distribuidas a lo largo del aspa. Estas cargas varian
en funcion de la posicion en la trayectoria y en el aspa, la figura 4 muestra las cargas por
unidad de longitud en las direcciones tangenciales y normales a la cuerda del aspa en
funcién de la posicién paramétrica (s) (i.e. s varfa de 0 a 1 al completar un ciclo).
También se consideraron las cargas debidas al peso de la estructura, del aspa y otros
componentes y cargas inerciales debidas a la aceleracién centripeta en las curvas. Las
condiciones de contorno geométricas fueron aplicadas en los puntos donde la estructura

se apoya sobre los booguies, y alli se retringié el desplazamiento en sentido vertical y
transversal.

04, . . : 2

fuerza distribuida [KN/m]
fuerza distribuida [KN/m]
o

- [
’7]/ a 04 0o

04 09 iacas
) metriz 3
o 02 qqyectoria pard Trayectoria parametizada s [I

Figura 4: Cargas aerodinamicas en las direcciones tangencial y normal al aspa, en funcién de la posicion
en la altura del aspa y la trayectoria.

Ademas se consideraron los efectos de posibles imperfecciones en el trazado a través
de corrimientos de los puntos de apoyo. Estos fueron simulados aleatoriamente como
normalmente distribuidos a partir de datos de media y desviacion estdandar conocidos.
Para cada punto de la trayectoria se simulé una serie de combinaciones de corrimientos y
aquella que causaba el peor estado tensional se tomé como representativa y los parametros
correspondientes se usaron en la evaluacién del efecto de estas imperfecciones.
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Parametros de Comportamiento Global

Para analizar en forma global el comportamiento de la estructura del Rotor VGOT
Darrieus, se definieron una serie de parametros que se consideraron representativos de
dicho comportamiento:

Tensién de Von Mises vs. Tensién de fluencia del material (oyy/oy) medido en
seis vigas testigo seleccionadas de forma de incluir aquellas donde se produce el
maximo y el minimo oy /oy.

Desplazamiento transversal en el extremo del aspa (Ay,,) se calculd y descom-
puso en tres componentes: una debida a la accion del sistema de suspensién, una
debida a la deformacion del chasis y otra debida a la flexion del aspa.

Desplazamientos transversales y verticales en la insercién del aspa (Jay, Overt)
se calculd y descompuso en dos componentes: una debida a la accién de la suspension
y otra debida a la deformacion del chasis. Estos pardmetros resultaron tutiles para
ponderar la eficiencia del sistema de suspension para amortiguar los efectos de las
imperfecciones de los rieles sobre el resto de la estructura.

Torsion en el extremo del aspa (¢) calculado con el fin de comprobar que el dngulo
de ataque del flujo que acomete al aspa, y por lo tanto las fuerzas aerodindmicas,
no se vea alterado sustancialmente.

Reacciones de vinculo en direccion vertical y transversal y en la direccion de marcha
(Fvert, Firay ¥ F) calculadas a fin de verificar el contacto entre las ruedas y los rieles.
F\ actia en la direccion de la trayectoria y corresponde a la fuerza de frenado de
los generadores eléctricos. El valor de esta reaccion multiplicado por la velocidad
del elemento generador corresponde a la potencia mecanica, sin tener en cuenta las
pérdidas, disponible para ser convertida en electricidad.

En la simulaciéon del comportamiento estructural del Rotor VGOT Darrieus cada ele-
mento de la estructura reticulada se simulé por medio de un elemento de viga, las sus-
pensiones fueron representadas por cuatro elementos de barras cada uno y el aspa por 50
elementos de viga de seccion variable, correspondiente al perfil aerodinamico NACA 0012
con cuerda variando entre 8 metros en la base y 4 metros en el extremo de la misma.
Para el estudio se asumieron radios de los tramos curvos de la trayectoria de 350 m. y
longitud del aspas de 50 m. en concordancia con las dimensiones utilizadas en el estu-
dio aerodinamico. En la figura 5 se muestra esquematicamente la malla resuelta con las
condiciones de contorno geométricas y las cargas aerodinamicas.
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p, “
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Figura 5: Esquema de la malla resuelta con las cargas aerodindmicas y las condiciones de borde esenciales.

2.4. Resultados
En el disefio se partié de una configuracién base de la estructura reticulada,”!? de
la cual se obtuvieron resultados preliminares. Luego, dicha configuracién fue modificada
a fin de corregir ciertos aspectos desfavorables del comportamiento estructural. Luego
de dos etapas intermedias se llegd a una configuracién que, para esta etapa de analisis,
presentaba parametros de comportamiento satisfactorios y a la que denominamos Confi-
guracion C (Figura 6). Simultdneamente se fue modificando la configuracién del aspa y
la suspension para acompanar la evoluciéon del diseno de la estructura. Luego, se simulé el
comportamiento de la configuracion C bajo los efectos de las imperfecciones del trazado.
A continuacién se muestran la evolucién de los parametros de comportamiento de esta
configuracion a lo largo de la trayectoria. En la Figura 7 se muestran los resultados de
la torsién ¢ obtenidos para la configuracion C con y sin los corrimientos aleatorios de los
apoyos. Puede observarse que los resultados en el primer caso (linea continua) se desvian
de los del segundo (linea de trazos) pero copian su forma en general. Ademas, se ve que el
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15

24

Figura 6: Esquema de la estructura reticulada analizada.

valor absoluto de la torsion del extremo del aspa es menor que ocho centésimas de grado,
en la primera curva y no supera las doce centésimas en la segunda. Al iniciar este trabajo
se contemplaba la posibilidad de realimentar los valores de torsion en cada punto del
aspa a lo largo de la trayectoria para recalcular las fuerzas aerodinamicas. Debido a que el
valor de dicha torsiéon es muy pequeno respecto de los valores del angulo de ataque 6ptimo
proximo al cual trabajara el perfil la mayor parte del recorrido, se pueden despreciar los
efectos de la torsion del aspa en las fuerzas aerodinamicas.

0,14
3003 N — m/x
= 0” , , , , \A\A' 17— , , , (s) L
DA 0,1 0,2 03 04 " W 06 07 08 09} |l
-0,051 IR -
—— con desplazamientos de los apoyos
-0,19  ---- sin desplazamientos de los apoyos

Figura 7: Torsién del extremo del aspa con y sin corrimientos aleatorios de los apoyos.

En las Figuras 8 y 9 se muestran los desplazamientos en la insercién del aspa des-
compuesto en sus tres componentes y en la Figura 10 se muestra el desplazamiento en
el estremo del aspa descompuesto en sus cuatro componentes. En ambos casos se ve que
la deformacion debida a los corrimientos aleatorios de los apoyos es absorbida casi en su
totalidad por la suspension, mostrando un adecuado funcionamiento de la misma. En la
Figura 10 se ve que la deformacién del aspa tiene una magnitud elevada, por lo que en la
siguiente etapa de estudio se deberian considerar grandes desplazamientos.

En la Figura 11 se muestran las reacciones de los apoyos en sentido vertical. Si el
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o0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 (s) 1
—-0,04 .
g —Total e Estructura ----Suspension
=-0,08
0124 b )

A

LM Attt m

Figura 8: Desplazamiento vertical en la insercién del aspa.

----Suspension

Figura 9: Desplazamiento transversal en la insercién del aspa.

24 __Total @ e Estructura ----Suspensiéon  ---- Aspa

Figura 10: Desplazamiento transversal en el extremo del aspa.
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valor de alguna de estas reacciones se aproximara a cero, lo cual no ocurre en este caso,
existiria peligro de descarrilamiento. Este fue uno de los puntos tenidos en cuenta al
modificar las configuraciones anteriores, modificando el lastre, a fin de evitar este peligro.
En la Figura 12 se muestra la reaccion correspondiente a la resistencia de los generadores.

1000

Fyen [kN]

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 (s) 1
——int. del. --—-ext.del int. tras. ~ --—- ext. tras.
Figura 11: Reacciones de vinculo en direccién vertical.
120+
=100+
é 80+
= 60-
= 40+ v
20+ \
0O 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

(s)

Figura 12: Reaccién de vinculo en la direccién de la trayectoria.

Otro parametro de alta importancia durante el diseno fue la relacién entre la maxima
tension de Von Mises y la tensién de fluencia del material, cuya evoluciéon para 6 vigas
testigo, incluyendo la que alcanza el valor maximo y la que alcanza el minimo, se muestra
en la Figura 13. En esta etapa de diseno se buscd que este pardmetro no superara valores
de 0,4, para conservar un margen de seguridad adecuado y ademas reducir la cantidad
de vigas poco solicitadas para optimizar la distribucion de material.

En la figura 14 se muestran las formas en las cuales se deforma la estructura, estas
configuraciones deformadas resultaron de gran utilidad en las etapas intermedias de diseno
al proveer una concepcién a grandes rasgos de las zonas de la estructura que debian
modificarse.

2897



A. Otero

Figura 14: Configuraciones de la estructura deformada en las posiciones menos solicitada s = 0,451
(izquierda) y més solicitada s = 0,963 (derecha) de la trayectoria. Desplazamientos amplificados x100 y
x20 respectivamente.

3. SEGUNDA ETAPA: ANALISIS NO LINEAL

A la luz de los resultados obtenidos en la primera etapa se plantea para la siguiente
la necesidad de un estudio mas detallado del aspa y de contemplar la posibilidad de gran-
des desplazamientos en las estructuras. En base a esto, en la actualidad el trabajo esta
centrado en la implementacion de un modelo de deformacién de la secciéon que sea apto
para secciones no homogéneas y que permita la libre deformaciéon de la misma abando-
nando la hipotesis de Timoshenko. De este modelo de deformacién de la seccion se obtiene
la matriz de rigidez de la viga a ser utilizada en un modelo de vigas apto para grandes
desplazamientos.

3.1. Modelo Matematico de la Deformacién en la Seccion de las vigas

En el presente desarrollo se sigue en parte.!
Aprovechando que en las vigas una dimension es relativamente mucho mayor que las
otras dos se busca reducir el problema tridimensional a uno unidimensional equivalente,
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en el sentido de la energia de deformacion. Para ello se comienza planteando la energia
de la seccion o densidad de energia

En cada punto de la viga en la configuracion de referencia se define una triada ortogonal
de referencia B, Bo, B3 con el vector B paralelo a la tangente a la linea de referencia
de la viga R y los otros 2 vectores By, B3 contenidos en la seccién normal a dicha linea
de referencia. De igual forma, en la configuraciéon deformada de la viga se define una
terna ortogonal de referencia tq, to, t3 con el vector t; paralelo a la tangente a la linea de
referencia de la viga en la configuracion deformada r y los otros 2 vectores ts, t3 contenidos
en un plano normal a dicha linea de referencia.

Tensor de Deformaciones de Jaumann - Biot - Cauchy

El Tensor de Deformaciones de Jaumann - Biot - Cauchy es un tensor Lagrangeano
cuya expresion en el caso de deformaciones y rotaciones locales pequenas es:

1
iy = 5 (Fiy + Fji) = 0 (24)

donde Fj; son las componentes del Tensor Gradiente de Deformacion en las bases B; y t;.

La expresion surge en el caso de grandes desplazamientos y rotaciones globales por
medio de la descomposicién del tensor de rotacién segtin lo expuesto en.'? Despreciando
los productos entre los alabeos y las medidas de deformacién de la viga, ambos mucho
menores que la unidad, las componentes del Tensor de Deformaciones de Jaumann - Biot
- Cauchy expresado en las bases B; y t; pueden escribirse en forma abreviada como:

' = FhW + Fgéf + FRW + I‘lw' (25)
donde ()" indica derivacién a lo largo de la linea de referencia y los vectores que aparecen
en la (25) son

I = [ [''7 2INp 2@03 T'gg 2I'93 I'ss }T : arreglo de las componentes tensoriales del

Tensor de Deformaciones de Jaumann - Biot - Cauchy,
w=[w w w }T : vector de alabeos,
€= [ i kY K? K3 }T . arreglo de las medidas de deformacién de la linea de refe-

rencia de la viga, equivalentes a las de la teoria clasica de vigas o de Bernoulli.
'y, I'., I'r y I'; son operadores y sus expresiones son:

[0 0 0 ] [1 0 2% —a? ] (1.0 0]
%Q 0 0 0 -2 0 0 010
2 0 0 4|0 22 0 0 |00 1
Tn=17% 20 =% 10 0 0 o Ti=310 0 0
0 8%% 0 0 0 0 00 0
0 0 5% | (0 0 0 0 | [0 0 0|
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[k (285 — % —K® 2 T
( 893]{;3 0. ) k»l (x?’% B 2%> _kl
Ty = L —k* k! k! (xga;; o ﬁ%) (26)
VG 0 0 0
0 0 0
i 0 0 0 i

En la (25) se ve la considerable ventaja existente en utilizar este tensor de deformacio-
nes, el mismo resulta lineal en las medidas de deformacion de la viga, los alabeos de la
seccion y las derivadas de estos.

Energia de Deformacién de la Seccion

La energia de deformacién de la seccién o densidad de energia viene dada por

2U = (I''DI) (27)

donde D es la matriz simétrica de 6 x 6 que representa las caracteristicas del material en
la base B; y (e) indica la integracién sobre la seccién de la viga.

Los alabeos se interpolan en la seccién utilizando algin método de discretizacion (en
este caso Elementos Finitos), de esta forma el vector de alabeos w puede escribirse como

W (a:l, 2, x3) =S (12, x3) Vv (1:1) (28)

donde S es una matriz con las funciones de interpolacién y 'V es un vector columna con
los valores de los alabeos en los nodos de discretizacion.

Reemplazando la discretizaciéon de la (28) en la (25), la expresion de la Densidad de
Energia de la (27) resulta

2U = V'EV+€'D..e + VDV + VDV’ +2V7D)e +

N 00N ofue(s)) olu(t)) ofw) 20
+2V'DyrV 42V Dy V' + 2V D.e + 2V Die + 2V D V!
owet)  o(wet)  owet)  olwet)  o(we(t))
donde se han definido las siguientes matrices:
E = (OS'"DIS)) Dy = (OwS]" DL
Dyr = ([[4S]'DTRS]) Du = ([[4S]' DTS))
D. = (LJ'DI))  Dpx = (TaS|"D[sS) (30)
Dy = (OSI"DS)) Dp = (xS]"D[.])
D. = ([\S]' D)) D (TgS]" DIS))

Lo que sigue es minimizar la versién discreta del funcional 2U de la (29) respecto del

vector de alabeos nodales V y con las restricciones ((w')) =0y ((z?w? —
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forma de eliminar los movimientos de cuerpo rigido de la seccién. Esto no puede hacerse
exactamente pero puede resolverse en forma aproximada utilizando métodos perturbati-
vos, analizando la componente de la Densidad de Energia en cada orden de magnitud.
Para ello, se expande la incégnita V en series de un parametro pequeno.

Se adopta la expansiéon

A A R\ ? . R\ ?
Ve (1) s (1) v (2 o ((4) -

Vo Vi Vo

donde h es la dimensién caracteristica de la seccion; [, la longitud caracteristica de cambio
del estado de cargas y R, la longitud caracteristica de los radios de curvatura. [ y R se
suponen del mismo orden de magnitud. Entonces, se utiliza como parametro pequeno
a l, el cual es mucho menor que la unidad. Ademas, VO, Vi y Vs, son del orden de
la unidad, p es un valor representativo de las componentes de la matriz D y ¢, de las
componentes del tensor de deformaciones. Reemplazando la (31) en la (29), agrupando
los términos del mismo orden de magnitud y descartando aquellos términos de orden

superior a (uez (%)2), lo que resulta suficiente para obtener una teoria de Timoshenko

generalizada, e integrando por partes los términos donde aparece V/, resulta:

~— ~— ~—~
2
ou(4)") o(m(h)')  o(u2(t))
donde:
2Uy = VEEV,+2V!Dj.e +e'D..e (33)

2, = 2 (Vg” DyxVo + VID, V) + VIDpe + V) Die + VID,.e + VT EVO>(34)

2Uy = VIEV, +VIDgpVy+ V) DyVy+2(VIDurVo+ ViDuVi )+ (35)
42 (VgTDMV1 + V"DV + VIDpee + V,"Dpe’ + VT DRlV{)) +
+2(VJEVy+ V]D,.€)

Para resolver la componente de orden 0 en % de los alabeos se debe minimizar la (33)
respecto del vector de alabeos nodales bajo las siguientes condiciones

ViHp, =0 (36)

con H = (S”S) y 1, una matriz de cuatro columnas cada una correspondiente a una de
las restricciones sobre los alabeos y perteneciente ntcleo de la matriz E, tal que

E,ltbcl =0 (37)
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de forma de eliminar los movimientos de cuerpo rigido de la seccién. ¥, estd normalizada,
tal que

Y Hp, = (38)

Entonces aplicando multiplicadores de Lagrange para imponer las condiciones de la
(36), minimizando 2Uj respecto del vector V se llega a la solucién de los alabeos buscada,
la cual debe resolver

EV, = — (I- Hyv}) Dy.e (39)

La matriz E no es inversible ya que tiene un autovalor nulo de multiplicidad cuatro,
correspondiente con los cuatro movimientos de cuerpo rigido. El vector del lado derecho
de la (39) es ortogonal al nicleo de la matriz E entonces, la existencia de la solucién V
la (39) estd garantizada. Entonces, definiendo la matriz E#,

E# = H /2 (H/?EH/?) " H1/2 (40)

donde el superindice (4) indica la pseudoinversa de Moore-Penrose, se verifican las si-
guientes propiedades

EE* =1 — Hp, 2/, (41)
E*E=1-4¢,¢/H (42)
E*EE* = E# (43)
Asfi resulta
EV,= —EE?D,.e (44)
Vo= —-E#Dj.e = Ve (45)

obteniéndose el vector Vy que minimiza la componente 2U, de la densidad de energia
como funcién de las medidas de la deformacién (e) de la linea de referencia de la viga.

Analizando la componente 2U; de la densidad de energia de la (34) se ve que ésta
no puede minimizarse respecto de V; ya que esto no establece ninguna ecuacién y no
puede obtenerse relacion alguna entre V; y las medidas de la deformacion de la linea de
referencia de la viga €. Para obtener la expresién de V; hay que minimizar la componente
20U, de la (36) sujeto a restricciones equivalentes a la (36). Procediendo en forma andloga
a lo anterior, se obtiene

Vi = —E# (Dge + Dge') = Vige + Vg€’ (46)
donde Dy = DhRVO + D%;RVO + Dpg. y Dy = Dhl\_/'o — Dfl\_fo — D,..

Ademas, operando se muestra que la componente de los alabeos V3 no influye en la
Densidad de Energia, por lo menos hasta el orden calculado.
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Densidad de Energia

Reemplazando V( y V7 en la expresion de la energia de la (32) y operando se llega
a la expresiéon de la Densidad de Energia en funcién de las medidas de deformacién de la
viga en la teoria clasica

2U = " Ae + 2B’ + €7 Ce’ + e'2De” (47)
donde
A = D..+V{Dy.+ V] (Drr+Djr+Dgrgr) Vo+ V{Dg. + D} Vo + V{;Dpg
1 _ _ _ _ _
B = 3 (VigDuVo + VizD/, Vo + ViDi. + D Vig)
+ViDuVo+DLVy+ VID,Vig+DLVig + V{DgrV,
D = (V{Du+D[)Vys.

Transformacién a las variables de la Teoria de Timoshenko

A pesar de que la expresion de la Densidad de Energia de la (47) es asintéticamente
correcta, es dificil de utilizar debido a que aparecen las derivadas primeras y segundas de
las medidas de la deformacion, lo cual requeriria condiciones de contorno més complica-
das que lo necesario. La teoria de vigas de Timoshenko no presenta estos inconvenientes
y ademas resulta mas conveniente para resolver por métodos numéricos como el de Ele-
mentos Finitos.

La Densidad de Energia expresadas en funcién de las medidas de deformacion de la
teoria de Timoshenko es

X F
2U=[€" 7] lFT G ] [; ] =€ Xe+2e Fy, +7,G, (48)

donde € = [ yn Bt 2 B° }T son las medidas de deformacién de la teoria de Timo-

shenko debidas a extension, torsion y flexion en dos ejes, v, = [ 2712 273 }T las medidas
de deformacién debidas a la distorsién por corte.

Lo que sigue es encontrar las matrices X, F y G de forma que la Densidad de Energia
U de la (47) y la (48) sea equivalente, por lo menos en forma asintética hasta el orden de
precision con que se trabaja.

Las medidas de deformacién de la teoria de Timoshenko estan asociadas a una nueva
terna ortogonal b; en la configuracion deformada que corresponde a la terna B; luego que
ha rotado por la deformacion de la viga, en este caso b; no es tangente al eje de la viga
si se considera la deformacion por corte. La diferencia en la orientacién de las ternas t;,
asociada a las medidas de deformacién de la teoria clasica, y b; se debe a las pequenas
rotaciones asociadas con la deformacién por corte.
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Las componentes del vector de curvatura de la teoria de Timoshenko K¢ de la confi-
guracion deformada son: A
Ky, =k +7", (49)
donde ! es la torsién y B¢ las curvaturas de la linea de referencia debidas a la deformacién.
Las medidas de deformacion de ambas teorias estan relacionadas por

e—e+Qy,+ P, (50)

donde

PT

2 71
0001]’ [0 k2 -k 0 (51)

T _
Q_lOO—lo 0K 0 -k

Considerando que generalmente se acepta que las deformaciones debidas a la distorsién
por corte son de un orden menor que las medidas de la deformacion de la teoria clasica,
la Densidad de Energia de segundo orden sera suficiente para construir una teoria de
Timoshenko generalizada. Es decir, una teoria que utilice variables similares pero que
deje de lado la hipotesis de que la seccion se mantiene plana luego de la deformacion.
Entonces reemplazando la (50) en la (47) y considerando que las componentes de ~y, son
de un orden menor que las de € y €, permitiendo descartar los términos de orden superior,
se puede escribir

2U = €' Ae +2¢" AQ, + 2¢" AP~, + 2¢' B€ + €7 Ce’ + 2¢" De” (52)

Teéricamente si la expresion de la Densidad de Energia de la teoria de Timoshenko
generalizada es correcta la (48) y la (52) deberian ser equivalentes. Para probarlo uno
debe deshacerse de las derivadas en la (52). Una manera de realizar esto es utilizar las
ecuaciones de equilibrio de la viga, luego de lo cual se puede igualar la expresion hallada
a la (48), resultando las siguientes ecuaciones matriciales

X = A-2AQG™! (F'N"'B;+ D;F” + D,X) + 2BN'B; + BJN'CN~'By+
+2DN"!' [(FG'D, — D3) B; — A3G ! (D,F” 4 D,X)]

(53)
F = —AQG ' (F'N'A;+D;G +DyF) + AP+ BN 'A; + BIN"!CN A3+
+DN [(FG™'Dy — D3) A3 — A3G 1 (DG + DyF)]
(54)
G = A3TN*1CN*1A3 (55)
donde
0 0 0 0
0 —k! E 0 00 0 0 =k K
Dl—[kl 0 ]7D2 [_k200017D3_ 0 /{3 0 —]{]1 ) (56)
0 —k% k! 0
D, =Q - D7;
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Lo que resta es resolver las (53), (54) y (55) para obtener las matrices X, F y G. En ellas
aparecen la torsién y las curvaturas iniciales &%, que en este caso se caracterizaron como
pequenas, a través de las matrices D; , entonces se puede usar métodos perturbativos
para resolver dichas ecuaciones. Para ello se plantea cada matriz incognita como una serie
de matrices cada una de las cuales es de determinado orden en el pardmetro k, a saber

X = X0+X1+X2+
G = Go+G1+Go+ ...

donde las matrices X, Fy v Go son de orden k°; las matrices X1, F; v Gy son de orden
k' v las matrices Xo, Fo v Gy son de orden k?; siendo k el valor representativo de las
componentes del vector k. En este caso no sera necesario considerar las matrices de orden
k? o superior en k para obtener una solucién adecuada para el orden de precisién utilizado
en el desarrollo de este modelo.

De esta forma se obtienen las componentes de orden k° que resultan

Gy = (Q'N;'CN;'Q) (58)
F, = B'AT'QG,, (59)
X, = A+F,G;'FL. (60)
Las de orden k', son
G, = Jg, (61)
F, = —(Gy'QTA™ (Jp + FoGy'Ja) G 'Q™Ny) ", (62)
X, = Jx —2(Jr +FoGy'Jg) Gy'FL + F1Gy 'Fi + FoGy 'FT (63)

donde Jg, Jr v Jx son matrices que pueden calcularse en base a matrices y vectores ya
calculados o conocidos.

De esta forma se obtienen las matrices X, F y G sumando las componentes de orden
kY y k', correspondientes a la matriz de rigidez de la teoria de Timoshenko generalizada.

4. CONCLUSIONES
Como conclusiones podemos decir que en la primera parte de este trabajo:

= Se han logrado establecer parametros que describen adecuadamente el comporta-
miento estructural del Rotor VGOT Darriues,

= Se han acoplado adecuadamente los resultados de los programas de calculo aerodina-
mico y estructural, y

= Se han identificado las no linealidades ha incluir en la siguiente etapa, es decir calculo
apto para grandes desplazamientos y secciones no homogéneas de las secciones.
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En la segunda parte se presenté un modelo de deformacién de la seccién cuyas variables
son equivalentes a las de la teoria de Timoshenko y que resulta asintéticamente correcto
desde el punto de vista de la energia. El mismo es apto para grandes desplazamientos,
secciones no homogéneas y no utiliza ninguna hipétesis restrictiva en cuanto al modo de
deformacién de la seccion, lo cual contempla el libre alabeo de la misma.
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