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Resumen. En este trabajo se estudian numéricamente procesos de deformacion pléstica de metales. Es-
tos procesos de conformado de metales involucran habitualmente generacion de calor, tanto por deforma-
cion plastica como por friccion con las herramientas. Este aspecto resulta relevante en algunas geometrias
especificas, donde los cambios de forma y/o la velocidad de deformacién producen gradientes térmicos
elevados. Empleando un elemento triangular en deformaciones impuestas capaz de lidiar con el proble-
ma del bloqueo volumétrico, se ha adaptado la formulacién adicionando un esquema de acoplamiento
termomecdnico del tipo escalonado isotérmico. Este esquema de acoplamiento resulta suficientemente
preciso y adecuado cuando se utiliza una integracién explicita de las ecuaciones de movimiento. En este
trabajo se emplea ademas un esquema de aproximacion térmica consistente, similar al empleado para las
deformaciones, lo cual da lugar a una formulacién cuadrética para el cdlculo de los gradientes térmicos
que se evaldan a partir de la temperatura de los elementos adyacentes. Se presentan algunos resultados
obtenidos sobre problemas conocidos, que muestran el buen desempeiio de los algoritmos propuestos en
este trabajo y se comparan estos resultados con otros disponibles en la literatura.
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1. INTRODUCCION

Existe un creciente interés por parte de la industria en la simulaciéon numérica de procesos,
y esto se fundamenta en la posibilidad de conocer las caracteristicas del proceso mucho antes
de ingresar en la fase de fabricacion. En el drea del conformado pléstico de metales, particular-
mente el conformado masico o voluminico de metales, se emplean habitualmente dos métodos
el forjado por estampa y el forjado por extrusion. En lo que respecta al forjado por estampa,
consiste en colocar una pieza metélica entre dos matrices que al cerrarse conforman una cavi-
dad con la forma y dimensiones que se desean obtener para la pieza final. A medida que avanza
el proceso, ya sea empleando punzones o prensas, el material se va deformando y adoptando
la forma geométrica de las matrices hasta que adquiere la geometria deseada. En el caso del
forjado por extrusién, habitualmente aplicado a piezas con simetria de revolucién, a partir de la
fuerza realizada por un punzoén la pieza es obligada a pasar por una matriz que posee la geo-
metria final deseada. En lo que sigue se empleardn los términos forjado y extrusion para hacer
referencia al forjado por estampa y forjado por extrusion, respectivamente. Desde un punto de
vista fisico estos procesos estdn dominados por fendémenos altamente complejos, esto conlleva
a que cambios insignificantes en algunas variables como: las caracteristicas (mecdnicas y tér-
micas) del material de la pieza, la geometria de las herramientas, las condiciones del contacto
pieza-herramientas (lubricacién y terminacion superficial), la temperatura y velocidad del pro-
ceso, entre otras; conlleven a la aparicidn de resultados no satisfactorios como pliegues, grietas
o la rotura de la pieza.

En consonancia con la complejidad de los fendmenos fisicos involucrados, el estudio com-
putacional en estas aplicaciones requiere de fuertes discretizaciones. Y resulta mas versatil el
uso de elementos de bajo de orden de interpolaciéon con grados de libertad con sentido fisico
claro (desplazamientos) para facilitar la interpretacion de los resultados. En dos dimensiones
esto conduce a elementos triangulares lineales o cuadrildteros bilineales, sin embargo estos ele-
mentos muestran bloqueo volumétrico en problemas de deformaciones finitas. Ademads en el
caso de tridngulos es necesario un malla muy fina si se desean obtener resultados precisos.
En el caso del elemento cuadrildtero bilineal las formulaciones para aumentar la eficiencia y
robustez del mismo han tenido una evolucién importante, lograndose elementos que no blo-
quean en problemas cuasi-incompresibles o con mallas gruesas. Las diferentes aproximaciones
desarrolladas en cuadrildteros comprenden desde la adicién de modos incompatibles, la integra-
cién reducida o selectiva, el método B (B-barra), e inclusive las formulaciones mas modernas
en deformaciones impuestas y/o mejoradas. Como ejemplos de estas mejoras se pueden citar
los trabajos de Simo y Rifai (1990), César de S4 y Natal Jorge (1999), Armero (2000) y las
referencias que alli se mencionan. Mientras que en el caso de tridngulos se han desarrollado
aproximaciones que introducen grados de libertad que no son desplazamientos, formulaciones
mixtas o hibridas, y también formulaciones F (F-barra) dentro de las cuales se enmarca este
trabajo. Algunos trabajos en esta drea son los de Felippa (2003), Zienkiewicz et al. (1998) y
Souza Neto et al. (2003). Este ultimo trabajo resulta interesante dado que se ha extendido el
método F a tridngulos lineales, originalmente propuesto para cuadrildteros en Souza Neto et al.
(1996), donde la parte volumétrica del gradiente de deformaciones se obtiene considerando el
aporte de un determinado nimero de elementos vecinos.

Este trabajo resulta de la extension de otros anteriores, Castello y Flores (2006, 2008), en
donde se empled un elemento triangular cuya geometria se define por tres nudos con solo grados
de libertad de traslacion y posee la caracteristica de que la evaluacion del gradiente es funcién
de la geometria de los elementos adyacentes. Se ha extendido la formulacion de este elemento

Copyright © 2012 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXI, pags. 875-897 (2012) 877

triangular, a fin de incluir la capacidad de simular la generacion de calor por flujo plastico,
para ello se ha desarrollado un esquema de acoplamiento termomecénico del tipo "escalonado
isotérmico" que resulta suficientemente preciso y adecuado cuando se utiliza una integracién
explicita de las ecuaciones de movimiento. En dicho esquema se supone que la temperatura
es constante durante el paso de integracién de las ecuaciones de movimiento y que el calor
generado por la disipacion mecénica es constante durante la integracion de las ecuaciones que
gobiernan la transferencia de calor, este esquema supone la division del problema de una manera
similar a la propuesta de Armero y Simo (1993).

Se han analizado sélidos isétropos bidimensionales empleando dicho elemento triangular
y un modelo termo-elasto-pldstico basado en la descomposicién multiplicativa del tensor de
deformaciones, bajo una formulacion Lagrangiana Actualizada basada en la propuesta por Gar-
cia Garino (1993). Existe un importante cantidad de trabajos en la literatura para cuantificar y
establecer el comportamiento pléstico de los materiales, sin embargo unos pocos de estos tra-
bajos estian dedicados al punto de vista del acoplamiento termomecdnico. Algunos esfuerzos en
este sentido son el trabajo de Adam y Ponthot (2003), en el cual se parte de un esquema aditivo
y basado en un modelo hipoeldstico similar a Ponthot (2002). Una propuesta similar basada en
un modelo hipoelastico se puede encontrar en el trabajo de Andrade-Campos et al. (2006), don-
de la descomposicion aditiva del tensor velocidad de deformacion resulta la suma de la parte
termoeldstica y la parte viscopldstica. También Ulz (2009) en su trabajo presenta un modelo
generalizado, basado en la descomposicion aditiva y siguiendo algunos lineamientos sobre las
restricciones termodindmicas impuestas originalmente en el trabajo de Green y Naghdi (1965).
Desde el punto de vista de la descomposicion multiplicativa en problemas con acoplamiento
termomecénicos se puede mencionar el trabajo de Canadija y Brni¢ (2004). Otro punto de vista
se presenta en el trabajo de Bertram (2003), el cual es una extension a la termoplasticidad ba-
sada en el concepto de isomorfismo eldstico ya previamente presentado en Bertram (1998), el
cual resulta coincidente con las configuraciones iséclinas propuestas por Mandel (1983).

Si bien no se han considerado aqui efectos viscosos, cuando la temperatura es supuesta co-
mo variable, ademds de la aparicion del acoplamiento termo-mecdnico se observa un fuerte
comportamiento viscoplastico en el metal (aun con temperaturas del orden de un tercio de la
temperatura de fusion). Y el modelo empleado en este trabajo posee la ventaja de que puede ser
generalizado para incluir los efectos viscosos a partir del modelo clésico de plasticidad depen-
diente del tiempo propuesto por Perzyna (1966, 1971). El modelo termo-elasto-viscopléstico
unificado basado en los trabajos de Ponthot (2002), Ponthot et al. (2005) y Garcia Garino et al.
(2006); ha sido presentado en Castell6 (2012) y resulta una extension del modelo termo-elasto-
plastico hipereldstico basado en la formulaciéon Lagrangiana Actualizada mencionado anterior-
mente a fin de incorporar los efectos de la plasticidad dependiente del tiempo de una manera
generalizada si fuera necesario.

El contenido de este trabajo se resume a continuacién. La Seccion 2 presenta las hipdtesis
asociadas a la descomposicion multiplicativa del tensor gradiente de las deformaciones, ademds
de algunos detalles de la cinemadtica en grandes deformaciones y por dltimo las ecuaciones de
gobierno del problema termomecénico con contacto. La Seccién 3 introduce la aproximacion
elemental en deformaciones impuestas a partir de tridngulos de tres nodos que ha sido emplea-
da aqui. La Seccion 4 contiene un compendio de los resultados obtenidos con la formulacion
termo-elasto-plastica propuesta en este trabajo. Y por ultimo la Seccion 5 presenta un resumen
de las conclusiones obtenidas de este trabajo.
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2. ALGORITMO DE INTEGRACION TERMO-ELASTO-PLASTICO
2.1. Hipétesis asociadas a la descomposicion multiplicativa

Si se considera un sélido en su posicion original o indeformada, ocupando un dominio {2, en
el espacio R? y cuyo contorno queda definido por I'y. Si es posible definir una funcién ¢ (X, t)
que relacione en todo momento la configuracion de referencia €2, con otra cualquiera €2, a la
cual se puede denominar actual o deformada, resulta entonces posible definir el tensor gradiente
de la deformacién como:
P dp (X, 1) 0
0X
El modelo cinemdtico empleado en este trabajo surge de la descomposicion multiplicativa
del gradiente de deformacion F de acuerdo a Lee (1969), en sus partes eldstica F¢ y plastica F?
de acuerdo a:
F = F°F? (2)

en donde se supone que la parte pldstica no modifica el volumen (flujo plastico isécoro) de
modo que det (F?) = 1y det (F) = det (F°¢) = J.

El modelo presenta una evidencia fisica muy clara, similar a los que sucede en el andlisis de
monocristales. La ecuacion (2) es suficiente para definir sin ambigiiedades la descomposicion
multiplicativa en el caso de materiales is6tropos, que de hecho es el tipo de material que se
estudia en este trabajo. En este trabajo ademds se considera el acoplamiento termomecénico, de
modo que el proceso resulta no isotérmico, y se ha considerado plasticidad independiente del
tiempo lo que equivale a despreciar los efectos de la viscosidad.

Figura 1: Esquema de configuraciones empleado en las relaciones cinemadticas y en la integracion de la
ecuacioén constitutiva.

La Figura 1 presenta un esquema de las configuraciones involucradas en la descomposicion
multiplicativa del gradiente de deformaciones, observdndose la inclusién de una configuracién
adicional denominada configuracion intermedia (denotada por 'Q,), la cual tiene la caracteristica
de ser una configuracion libre de tensiones.

El algoritmo termo-elasto-pldstico que se emplea en este trabajo surge como una extension
del modelo de plasticidad independiente del tiempo propuesto por Garcia Garino (1993). El
problema se descompone en: un problema eldstico donde las variables plasticas no cambian
(predictor termo-eldstico) y un problema pléstico donde el estado termo-elastico se mantiene
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sin variaciones (corrector plastico), de modo que la resolucion de ambos es equivalente a la so-
lucién del problema original. En el modelo pléstico empleado se pretende mantener las ventajas
del algoritmo de Garcia Garino (1993), asociadas a una eficiente integracion de la ecuacioén
constitutiva a nivel elemental.

2.2. Modelo constitutivo termo-elasto-plastico

A continuacién se presentan algunos detalles de la cinemética asociada a las configuraciones
observadas en la Figura 1. Si se desea obtener la actualizacion de una determinada configura-
cién, por ejemplo una configuracion anterior ¢,,, a partir de la aplicacién de un desplazamiento
incremental u,,, se tiene:

Xpt1 = Pny1 (X) = 0, (X) + up [0 (X)] 3)

donde la nueva configuraciéon geométrica estd referida a la configuracién anterior conocida
©on (X), y al igual que los desplazamientos actuales u,, son datos por lo cual resulta trivial la
obtencion configuracion actualizada. Y de acuerdo con la Figura 1 y la ecuacion (3), se puede
obtener el gradiente de deformacion total en el paso actual F,, 1 como:

8Xn+ 1
0X

y por otra parte aplicando derivadas parciales:

Fn+1 = = [1 + vxnun] Fn (4)

aXnJrl o aXn+1 aXn

X  0x, 0X

— n+1Fn (5)

Fn+1 -

y de (4) y (5) observa también que el gradiente relativo f,, | resulta:

0,
fo1= =L —F, F'=1+V,u, (6)
0%,

En esta formulacion se emplea la inversa del gradiente de deformacidn relativo £, jl:

Bx
1 n
n+1 axn 1 n ( )

donde (7) se puede obtener a partir de (6). En este trabajo la inversa del gradiente relativo se
obtiene como:
£l =x/N/ (8)

Xn+1

y resulta claro que se deben evaluar las derivadas de las funciones de forma en cada paso de
tiempo. Por otra parte el gradiente de deformacion total en (5), puede obtenerse de igual manera
como:

Fo1 =%, NI 9)

donde las derivadas se evalian un sola vez respecto de la configuracion de referencia.

La formulaciéon empleada en este trabajo se corresponde con un esquema Lagrangeano Ac-
tualizado (FLA), y el algoritmo estd basado en el propuesto por Garcia Garino (1993). A partir
de la descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de las deformaciones, considerando
(2) y (5) se tiene:

FZT?I = Fn—&-lFfLil = In+1 (Fanil) = n—&—lFZ (10)
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y a partir de esta ultima expresion es posible obtener la parte elastica del tensor de Finger segun:

b1 1}mdl (thﬁl)_T (FZT?I)_I =fo " (b, 7) fura (11)
El tensor eldstico de prueba (trial) de Almansi puede calcularse empleando el tensor de
Finger (11) a través de la siguiente ecuacion:

e trial 1

eft = 2 1= (bhn ™)™ (12)

Las deformaciones de origen térmico resultan proporcionales al incremento térmico y a un
coeficiente de dilatacion térmica que se indica con el simbolo «, para un caso de tension plana
puede escribirse:

el = f,an,1 (13)

donde f, = 1; mientras que para los casos de deformacién plana y axilsimetria la expresion
(13) debe ser premultiplicada por f, = 1 + v.

Se comprueba experimentalmente que cuando se calienta uniformemente un cuerpo eldstico
(is6tropo y homogéneo) sin restricciones, el mismo se deforma libremente sin que aparezcan
tensiones. Esto implica que las deformaciones totales deben ser iguales y opuestas a las defor-
maciones térmicas, en funcién de lo cual el tensor termoeldstico de prueba de Almansi puede
escribirse, a partir de (12) y (13), en forma general como:

1 ”
efti = el — el = 5 |1 frat0) 1= (b )™ (14
y con (14) se puede obtener el tensor eldstico de prueba de Kirchhoff de acuerdo a:
T = Ktr (ef11) 1+ 2udev (ef 1) (15)
en donde, considerando que dev (ef ;) = —1dev (b2, ,7'), la parte desviadora de la tensi6n

de Kirchhoff queda definida por:

st = 2udev (e57) = —pdev ( [bi,, 7)) (16)

Se comprueba si el estado de carga es pldstico, a partir de la ecuacién de Mises-Huber, que
para este caso tiene la forma:

f(7,e,0) = |[dev[r]]| - \/g[ffo () + A (0) e’ <0 (17)

siendo 7 el tensor de tensiones de Kirchhoff (15), e? es el parametro de endurecimiento o de-
formacion pldstica efectiva, mientras que oq (6) y A’ (6) son la tensién de fluencia y el médulo
de endurecimiento del material, respectivamente, y ambos pueden verse como funciones depen-
dientes de la temperatura.

Si no se sobrepasa la superficie de fluencia (f = f(s™ eP) < 0), el estado es eldstico
con lo cual pueden adoptarse las deformaciones (12) y las tensiones (15) como el estado re-
sultante. En caso contrario, si f"l > 0, es necesario corregir el estado eldstico de prueba de

n+1
acuerdo al esquema de la Figura 2.
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Figura 2: Representacion conceptual del esquema de retorno radial para el modelo .J, elasto-plastico.

La regla de flujo establece que la velocidad de deformacion pldstica asociada a la configura-
cién deformada o actual, puede escribirse a partir de la condicion de maxima disipacion plastica
como:

of (T,€r,0)
or

y partir de la regla de flujo definida en (18), en donde n es la direccién del flujo pléstico en la

configuracién actual (ver Figura 2), el cambio en la parte pléstica del tensor derecho de Cauchy-

Green C? = F*T . F? se puede definir como:

dr =+ — 4n (18)

CP = 2¢* (5n) = 24*N (19)

donde ¢* implica una transformacion del tipo pull-back para expresar la regla de flujo respecto
a la configuracién original, y esta ecuacion (19) puede discretizarse con un esquema en diferen-

cias finitas: o o
e = 21" Na (20)

esta expresion puede reescribirse en variables espaciales, haciendo uso de una transformacién
del tipo push-forward a la que indicaremos con ¢,, y resulta:

Qb*CfLJrl - Qb*CifL + 2,an”+1 (21)
En variables espaciales, el primer término ¢, C!, |, puede expresarse como:
$.Chy = Fn+1_TCZ+1Fn+1_1 = ZH_I (22)

y para el segundo término ¢,C'?, se calcula de manera similar empleando para ello el tensor
gradiente de la deformacion total en el paso de tiempo actual (F',,; 1) y aprovechando su relacion
el tensor gradiente de deformacién relativo (£, 1) resulta:

6.C0 =Fp iy "COF, ! (23)
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con lo cual, de acuerdo a (11) se tiene:
$.Ch = £, by !
e —17trial
= [bn—f—l 1]
Entonces el esquema de actualizacion del tensor eldstico de Finger en variables espaciales se
puede definir a partir de las ecuaciones (21), (22) y (24), obteniéndose:

(24)

e — e  —17trial
bl = [bhy lr + 2910514 (25)
a partir de la cual puede corregirse el tensor eldstico de Almansi:
e 1 e — e rial
en+1 = 5 [(1 - fuaAen) 1- bn+1 1} = (en—&—l)t - 2’7pnn+l (26)
Aplicando la ecuacion (16) en la (25) resulta:

—pdev (breLH_I) = —pdev ([biﬂ_l}mal) + 207" 1541 27)

Sp+1 = Str?ﬂ — 2py My

que es la ecuacidon que permite actualizar las tensiones desviadoras, el tensor de tensiones de
Kirchhoff actualizado queda definido adicionando a la ecuacion (27) la parte volumétrica de las
tensiones de modo que:

Toi1 = Ktr (€5,1) 1+ 8pi1 (28)

Considerado que la regla de flujo es asociativa, ecuacién (18), la evolucion del pardmetro de
endurecimiento plastico esta definido por:
b ep 2

-p:€n+1_ no_ “p o)
== A 37 (29)

2
eh i =¢el+ \/;vp (30)

El pardmetro de consistencia plastico 77, puede obtenerse a partir de la funcién de Mises-
Huber definida en (17), empleando las definiciones (27), (29) y (30), resulta:

y simplemente:

2 2
ISnll = \/; oo+ A (eﬁ + \/;A7> (31)
trial 2 ! p 2 1
HSn_HH —2uAy = g(ao—i-Aen)—i-gA A~y

. 2 2
s | +\/; (o0 + Alet) = SAAY+2uly
. 2
il (gA’+2u> Ay

y a partir de (31) se puede definir una expresion para evolucion del pardmetro de consistencia:

3 trial

Ay = —Jntl 32
7 2A" + 64 (32)

Es importante destacar que este modelo elasto-plastico puede generalizarse para tener en
cuenta los efectos viscosos tal como se ha demostrado en Castell6 y Flores (2010), y mds aun
puede obtenerse un modelo termo-elasto-viscoplastico unificado a partir de la parametrizacion
del comportamiento del material con la temperatura como se describe en Castell6 (2012).
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2.3. Ecuaciones de gobierno del problema termomecanico con contacto

Las ecuaciones de gobierno del problema termomecénico pueden definirse a partir de las
leyes fisicas de conservacion de masa, cantidad de movimiento lineal y cantidad de movimiento
angular, en conjunto con la primera y segunda ley de la termodindmica, y adoptando un fun-
cional adecuado que permita derivar las expresiones constitutivas (ver Castell6 (2012) para més
detalles).

La definicion de la forma débil para la ecuacion de movimiento del sélido deformable, a
través de un principio como el de desplazamientos virtuales y para el caso de una Formulacion
Lagrangeana Actualizada termina siendo:

/5eAL-TdQ— </ pV-éudQ—I—/tn-éudF—i-/pbf-5udQ) =0 (33)
Q Q r Q

en (33) la primer integral resulta ser el trabajo virtual interno (a partir del par conjugado: tensor
de deformaciones de Almansi ea; (26) y tensor de tensiones de Kirchhoff 7 (27)), la segunda
integral representa el trabajo virtual externo de las fuerzas de inercia y por ultimo las dos inte-
grales restantes representan el trabajo virtual externo debido a las cargas aplicadas y las fuerzas
madsicas respectivamente.

Empleando un procedimiento similar al de desplazamientos virtuales y eligiendo las condi-
ciones térmicas de borde adecuadas, se puede obtener la forma débil de la ecuacién de equilibrio
del calor :

— / 60pC,.0dS) — / VoKV + / Y [Q —083:d° + Dp} dQ + (34)
Q Q Q

60 [he (05 — 6,) + by (05 — 67yy)] dT + / 60qdl = 0
r

F}L q

la cual también estd referida a la configuracion deformada previa en el caso de una Formulacién
Lagrangeana Actualizada, y donde la primer integral representa la contribucién de la capacidad
caldrica, la segunda integral es la difusion asociado a la conductividad térmica, la tercer integral
involucra por otra parte el acoplamiento termoeldstico y termoplastico, y por ultimo las dos
integrales en la segunda linea involucran las cargas térmicas en el contorno externas asociadas
a conveccion, radiacién y flujo por conduccién.

El término de acoplamiento termoplastico queda fijado por la adopcién de la funcién de
energia libre y de las variables de estado involucradas, en caso de un modelo elasto-plastico con
endurecimiento isétropo, el factor de acoplamiento termoplastico se puede evaluar como:

9C(0) .

Dp:UIdp—i-H&eiw.dp (35)

en donde d” es el tensor velocidad de deformacion pléstica, o es el tensor de tensiones de
Cauchy y €€ es el tensor eldstico de pequeiias deformaciones. El segundo término involucra
basicamente el cambio en el tensor constitutivo tangente (C) debido a un cambio en la tempe-
ratura.

En el caso de un problema termomecédnico con contacto, propio de los problemas industriales
de conformado de metales, las ecuaciones (33) y (34) deben ser modificadas a los fines de
incluir los términos en el contorno asociados a la interaccion con las herramientas. En el trabajo
Castell6 (2012) se presenta una descripcion general del problema de contacto y su tratamiento,
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como asi también un detalle del algoritmo de contacto bidimensional basado en la técnica de
penalizacion que se ha empleado.

El contacto desde el punto de vista mecdnico se puede observar como un vector de carga ac-
tuando sobre el contorno, el cual puede tener direccién normal (n) o tangencial (a) al contorno,
la forma débil de las ecuaciones de movimiento de un sélido deformable con contacto resulta
entonces:

QM +/ (prl + tTﬁ) oudl’ =0 (36)

en (36) py y tr son las magnitudes de las fuerzas normal y tangencial, respectivamente, en la
parte del contorno I'. en la cual se evidencia contacto; mientras Qj; contiene el resto de los
términos establecidos previamente en (33).

Por otra parte desde el punto de vista térmico el contacto involucra dos aspectos fundamen-
tales, el primero estd relacionado con la transmisioén de calor entre los cuerpos en contacto
por conduccién, y ademds la generacion de calor por friccion. Entonces la forma débil de la
ecuacion de equilibrio de calor de un s6lido deformable con contacto es:

Qr - / 50 [ke (o) (0% — ') + C. (trgfh)] dT = 0 (37)
Te

el primer término de (37) representa la conduccién por contacto en donde interviene el coe-
ficiente de transferencia k. y el salto o diferencia térmica entre las superficies en contacto
(92 — @1), el segundo término representa la generacién de calor por friccién en donde inter-
viene la efusividad relativa de la interface (. y la potencia de contacto evaluada a partir de la
fuerza tangencial y la velocidad de deslizamiento relativa ¢¢. En (37) Qr contiene el resto de
términos de la ecuacién (34).

Las ecuaciones (33) a (37) representan las ecuaciones de gobierno del problema termome-
cénico con contacto en forma débil, a partir de las cuales y empleando la técnica del método
de elementos finitos, se puede obtener el sistema de discreto de ecuaciones para el andlisis
numérico del problema.

Para la solucion del problema termomecdnico acoplado se ha empleado un esquema de in-
tegracion escalonado, en donde el problema se divide naturalmente en: (a) una fase mecénica
con temperatura constante, y (b) posteriormente una fase térmica donde la configuracién no se
deforma. Esta subdivision puede verse como un paso con deformaciones isotérmicas seguido
de un paso con transferencia y difusion de calor sobre la geometria deformada, debido a esto el
algoritmo utilizado se denomina‘“escalonado isotérmico”.

3. APROXIMACION EN ELEMENTOS FINITOS

La eficiencia de la aproximacién en deformaciones impuestas que se utilizd en este traba-
Jo, ya ha sido probada con éxito en trabajos anteriores, como Castell6 y Flores (2008) y en
las referencias que alli se mencionan. Esta aproximacién consiste en la aplicacién de un ele-
mento triangular de bajo orden de interpolacién y cuyos grados de libertad son tnicamente los
desplazamientos.

El punto de partida en esta aproximacién es discretizar el dominio con elementos triangu-
lares de tres nodos, pero a diferencia de la aproximacion convencional en tridngulos lineales,
la evaluacion de las deformaciones en cada tridngulo se hace teniendo en cuenta la geometria
de los tres elementos adyacentes. Asi entonces se tiene una parcela de cuatro elementos, un
elemento central sobre el cual se desea evaluar la deformacion y tres elementos adyacentes a
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(a) (b)

Figura 3: Parcela de elementos triangulares. (a) Coordenadas espaciales. (b) Coordenadas naturales.

los lados del elemento central de acuerdo a la Figura 3. Se observa en esta figura que se man-
tienen los vértices del elemento central en el espacio isoparamétrico, sin embargo puede verse
la existencia de los tres elementos adyacentes. Se observa también en la Figura 3 que la parcela
de elementos triangulares queda definida por seis nodos y de esta forma, si bien se parte de
elementos triangulares lineales de tres nodos, se llega a una aproximacion cuadratica cuyas fun-
ciones de forma no son las estdndar. Las funciones de forma y los detalles de la aproximacion
pueden verse en los trabajos Castellé y Flores (2008) y Castell6 (2012).

Siendo x! las coordenadas de un nudo en la configuracién actual (deformada), la interpola-
cién de la geometria resulta:

6
x=>» N'x (38)
I=1

y en el caso de emplear un esquema Lagrangeano Actualizado basado en la inversa del tensor
gradiente relativo de deformacién f~1, entonces este gradiente resulta:

6
! = => Nk..x} (39)

en donde x’ hace referencia a las coordenadas de los nudos en el paso previo, y N/ las derivadas
de las funciones de forma evaluadas en los puntos de integracién ((G;) y promediadas en el
elemento central. Estas derivadas deben evaluarse cada vez que se actualiza la configuracion de
referencia.

En el caso del problema térmico se ha empleado la aproximacién estindar del tridngulo
de tres nodos (coordenadas de area L), con estas funciones de forma la temperatura puede
interpolarse a partir de los valores nodales como:

3
9 = ZLIQI (40)
I=1
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Una opcién que se ha explorado en este trabajo es la posibilidad de evaluar el gradiente
térmico empleando las derivadas promediadas de las funciones de forma cuadrdticas N/, en

lugar de emplear las derivadas de las funciones de forma lineal estdndar de un tridngulo. En este
caso el gradiente térmico consistente con la formulacién mecdnica resulta entonces:

6
VO=> N 0 (41)
I=1

4. RESULTADOS NUMERICOS

Se estudian tres problemas axilsimétricos en grandes deformaciones con acoplamiento ter-
momecdanico: (a) el impacto de un proyectil contra una pared rigida, (b) el acortamiento de un
tocho cilindrico a diferentes velocidades, y (c) la extrusion directa de un tocho cilindrico para
obtener un eje de menor didmetro. En los primeros dos casos se estudia la generacion de ca-
lor por deformacidn pléstica, y a la vez se analiza la incidencia en la generacion de calor de
la velocidad de deformacion. El tercer caso consiste en un problema de aplicacion directa a la
industria, y se estudian los efectos de la generacién de calor por deformacién plastica y por
rozamiento entre la pieza y la herramienta.
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Figura 4: Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Geometria del problema y discreti-
zacion en elementos triangulares empleada.

4.1. Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida

Este problema axilsimétrico consiste en el estudio del impacto de una barra contra una pared
rigida, considerando ademads el acoplamiento termomecénico debido a la evolucion de la defor-
macion plastica. El caso isotérmico de este problema se utiliza habitualmente como benchmark
para determinar el comportamiento del elemento en la simulacién de problemas de impacto,
y suele denominarse en la literatura como experimento de la barra de Taylor. En el trabajo de
Celentano (2002) se presenta un amplio estudio de este problema con acoplamiento termome-
cénico, donde se analiza la incidencia del material y de la velocidad del proyectil, ademds de
validar los resultados numéricos con ensayos experimentales. Aqui, sin embargo, se analiza el
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problema de impacto no isotérmico de un proyectil con las caracteristicas presentadas en el
trabajo de Garcia y Celentano (2007).

En la Figura 4 se presenta un esquema de la geometria del problema. La barra de longitud
32,4 mm y radio 3,2 mm, se encuentra inicialmente sometida a una velocidad de 227 m/s. La
pared rigida puede modelarse aplicando apoyos simples que solo permitan la deformacién radial
de esos puntos. El material del proyectil es cobre y las propiedades mecanicas del mismo son:
médulo de Young £ = 117 GPa, médulo de Poisson v = 0,35 y densidad p = 8920 kg/m?.
El comportamiento pléstico se considera isétropo con endurecimiento lineal definido a partir de
una tension de fluencia 0, = 400 MPa y un médulo de endurecimiento A" = 100 MPa. Las
propiedades térmicas del cobre en tanto son: calor especifico ¢ = 460 J/(kg K), conductividad
K = 380 W/(m K) y coeficiente de dilataciéon o« = 1 x 107° 1/°C. Las propiedades, tanto
térmicas como mecdanicas, en este problema se consideran independientes de la temperatura.

La geometria se ha discretizado con 432 (6x36x2) elementos triangulares, seglin se muestra
en la Figura 4. Esta cantidad de elementos resulta acorde a los problemas de deformaciones fi-
nitas en sélidos, mds aun si se considera la elevada distorsion del proyectil después del impacto.

En la Figura 5a se muestra una grafica del resultado obtenido con esta aproximacion (TTR2D)
en la evolucion en el radio de la base que se deforma por el impacto por el impacto. Esta grafica
se compara con los resultados obtenidos en Garcia y Celentano (2007), y los arrojados por el
codigo ABAQUS (2010) aplicando un elemento cuadrildtero con una aproximacién en defor-
maciones finitas con acoplamiento termomecédnico denominado CAX4RT. Igualmente la Figura
5b presenta la evolucion de la temperatura en el centro de la base (ver punto A en la Figura 4),
que es donde se concentra la mayor deformacion pléstica debida al impacto. Se puede observar
que los resultados son comparativamente buenos. Y en lo que respecta a la evolucién de la tem-
peratura, los resultados de este trabajo y los de ABAQUS (2010) resultan menos difusivos que
lo observado en el trabajo de Garcia y Celentano (2007).
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Figura 5: Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. (a) Evolucién del radio de la barra
en la cara de impacto. (b) Evolucion de la temperatura en el centro de la cara de impacto.

Por otra parte en las Figuras 6 y 7 se puede observar la deformada después del impacto y
sobre la misma la distribucion de la deformacion pléstica efectiva y la distribucion de la tempe-
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ratura, respectivamente. Los resultados presentados corresponden a este trabajo (ver Figuras 6a
y 7a) y alos arrojados por ABAQUS (2010) (ver Figuras 6b y 7b). Segun se observa tienen una
excelente concordancia, aun cuando se presenta una excesiva deformacion de los elementos en
el centro de la cara que hace impacto en la pared.

Eq. Plastic St.

3.0
2.7
2.4
2.1
18

Eq. Plastic St.
3.0
27
24

(a) (b)

Figura 6: Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Deformada final y distribucién de
la deformacién pléstica efectiva. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010).
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Figura 7: Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Deformada final y distribucién de
la temperatura. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010).

La Tabla 1 también muestra una comparativa de los resultados maximos arrojados por esta
aproximacion, frente a los resultados obtenidos en el trabajo de Garcia y Celentano (2007) y
con el cédigo ABAQUS (2010). Se observa que estos tltimos trabajos brindan resultados muy
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similares, si bien utilizan aproximaciones diferentes, ya que ambos emplean elementos cuadri-
lateros. Los resultados obtenidos en este trabajo son cuantitativamente similares y se encuentran
dentro de un rango de precision aceptable.

Tabla 1: Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Valores mdximos obtenidos en este
trabajo y comparativa con otros resultados.

Aproximacion \ el wl-1 \ Ormaz[°C] \ Rypa[mm] ‘
TTR2D (Este trabajo) 3.09 461 7.08
Garcia y Celentano (2007) 3.20 428 7.10
CAX4RT (ABAQUS (2010)) 3.21 436 7.11

4.2. Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico

Este problema, introducido en el trabajo de Taylor y Becker (1983), consiste en la com-
presiéon de un tocho cilindrico para reducir su longitud un 60 % de la longitud original. Por
sus caracteristicas este problema se enmarca en el campo de las grandes deformaciones elasto-
plasticas, ademads de la distorsion de los elementos de la malla sufren una importante distorsién
y se considera acoplamiento termomecdanico (estudidndose la incidencia de la velocidad de de-
formacion en los resultados). Se consideran dos velocidades: (a) un caso rdpido donde la prensa
se desplaza 9 mm en 1,8 x 1072 s, y (b) un caso lento donde los 9 mm de desplazamiento de
la prensa se logran en 1,8 s. La geometria del problema se observa en la Figura 8, el tocho
cilindrico de 30 mm de longitud y radio de 10 mm es comprimido por las mordazas rigidas de
una prensa y se supone a estas superficies como perfectamente rugosas (no permiten el desliza-
miento). La geometria se ha discretizado con un malla estructurada de 288 (12x12x2) elementos
triangulares de tres nodos, como se observa en la misma figura.
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Figura 8: Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Geometria del problema y malla empleada
en el andlisis.

El material usado es acero con un comportamiento elasto-plastico definido por el médulo
de Young £ = 200 GPa, relacién de Poisson v = 0,3 y densidad de p = 7833 kg/m?. Se
asume un endurecimiento isétropo lineal, y tanto la tension de fluencia o, = o, (#) como el
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moédulo de endurecimiento A’ = A’ (f) son funciones de la temperatura segtin la Figura 9.
Las propiedades térmicas empleadas para este acero son: calor especifico ¢ = 586 J/(kg K),
coeficiente de dilatacién o = 1,2 x 107> 1/°C y conductividad dependiente de la temperatura

K = K (). La Tabla 2 muestra los pardmetros mecdnicos y térmicos que resultan dependientes
de la temperatura.

800

Tension [MPa]

I T SR R N R S R I
oF 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Deformacion [-]

Figura 9: Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Curvas de tensiéon-deformacién en funcién
de la temperatura.

Tabla 2: Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Pardmetros del material dependientes de la
temperatura.

| Pardmetro \ 20 °C \ 400 °C |
Tension de fluencia o, [MPa] 700.0 520.0
Moddulo de endurecimiento A'[MPa] 300.0 100.0
Conductividad térmica K [W/(m K)] 52.0 68.0

La geometria deformada del tocho cilindrico y los niveles de deformacién plastica equiva-
lente (para el caso de carga lenta) son muy cercanos al caso isotérmico, la Tabla 3 muestra los
valores maximos de la deformacion pléstica equivalente obtenidos en cada caso.

Tabla 3: Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Deformaciones plasticas equivalentes maxi-
mas registradas y comparacién con otros resultados.

Aproximacion Cnag L]
Répido \ Lento
TTR2D (Este trabajo) 2.05 1.86
CAX4RT (ABAQUS (2010)) 2.09 1.97

La Figura 10a muestra la evolucion de la temperatura en el centro del tocho cilindrico para
ambos casos, los resultados se comparan con los arrojados por ABAQUS (2010) empleando
el elemento cuadrilitero CAX4RT. Se observa que la respuesta de la aproximacién propuesta
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en este trabajo presenta pequefias diferencias con respecto a la que se obtiene con ABAQUS
(2010). La incidencia de la velocidad de deformacion el proceso se observa en las mayores
temperaturas para el caso rapido, esto estd asociado a la falta de difusién de calor debido a los
tiempos mds cortos. Este es el mismo efecto que se observa en el impacto de un proyectil en el
apartado anterior. Cuando los tiempos son mads largos, la difusién de calor desde el centro del
tocho hacia el contorno permite que las temperaturas desarrolladas sean menores.

500 1000
TTR2D rapido (Este trabajo) I TTR2D rapido (Este trabajo)
— — — — TTR2D lento (Este trabajo) I — — — — TTR2D lento (Este trabajo)
200 (o] CAX4RT rapido (ABAQUS 2010) 800 ; (o] CAXA4RT rapido (ABAQUS 2010) /
* CAXA4RT lento (ABAQUS 2010) 5 | * CAXA4RT lento (ABAQUS 2010) //

300

200

Temperatura en A [°C]
Carga en la Prensa [kN]

100

. 0 1 1 1 1
10 0 2 4 6 8 10

Desplazamiento de la Prensa [mm] Desplazamiento en la Prensa [mm]

(a) (b)

Figura 10: Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. (a) Evolucién de la temperatura en el
centro del tocho en funcién del desplazamiento de la prensa. (b) Evolucién de la carga en funcién del
desplazamiento de la prensa.

Tabla 4: Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Temperaturas miximas registradas y com-
paracién con otros resultados.

Aproximacion Temperatura [°C]
Répido \ Lento
TTR2D (Este trabajo) 397.1 178.5
CAX4RT (ABAQUS (2010)) 368.2 203.9

La evolucién de la carga en la prensa, necesaria para producir la deformacién del tocho, se
puede observar en la Figura 10b. También se presentan los resultados obtenidos con ABAQUS
(2010). Como puede verse en esta figura el efecto de la alta temperatura en el tocho, en el caso
del movimiento rdpido de la prensa, provoca una disminucién en la carga necesaria para llevar
a cabo el proceso de deformacién (a altas temperaturas la tension de fluencia y el médulo de
endurecimiento son menores). Las curvas obtenidas con el elemento TTR2D resultan muy pré-
ximas a las obtenidas con CAX4RT, solo muestran una leve diferencia sobre el final del proceso.
Los valores de carga en el caso lento, difieren minimamente del caso isotérmico estudiado en el
capitulo anterior.
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4.3. Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico

Este problema representa una aplicacion industrial concreta, basicamente consiste en la re-
duccién del didmetro por extrusion directa de un tocho para obtener un eje cilindrico. En este
problema se considera no solamente la generacién de calor por deformacién pléstica si no que
ademads se tiene en cuenta el calor generado por la friccion de la barra cilindrica con las herra-
mientas (matriz).

La geometria del problema se presenta en la Figura 11, el tocho cilindrico tiene 300 mm de
largo y un radio inicial de 100 mm. El tocho recibe el movimiento de un punzén que desciende
a velocidad prefijada, lo cual también puede modelarse como una velocidad aplicada sobre
la superficie superior del mismo. El desplazamiento del punzén es de 25 cm y el proceso se
logra en un tiempo de 11 segundos. El contacto se modela como el de un cuerpo deformable
(tocho) y un soélido rigido (perfil de la matriz). La generacién de calor por friccion se logra
considerando una efusividad (. = 0,5 (lo cual implica que el calor generado se distribuye
en partes iguales entre el tocho y la matriz). El coeficiente de rozamiento considerado es de
1 = 0,1, y la temperatura inicial del conjunto tocho-matriz es de 20 °C.

R=100mm A
——
| ééé }45°

Tocho
300 mm

337.25 mm

Matriz

- _Simetria de revolucién

1 -
m 95.50/mm
i e

57.25/mm

i
o Rasaaaaaanas T
! R = 66.6 mm

Figura 11: Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Geometria del problema y discretiza-
cion en elementos triangulares empleada para su analisis.

El material del tocho cilindrico es un aluminio con las siguientes caracteristicas mecéanicas:
médulo de Young £ = 69 GPa, relacion de Poisson v = 0,33 y densidad p = 2700 kg/m?. El
modelo de endurecimiento es del tipo isétropo lineal, y resulta dependiente de la temperatura
de acuerdo a la Tabla 5. El efecto de la temperatura en el modelo de endurecimiento se puede
observar en forma gréfica en la Figura 12a. En lo que respecta a las caracteristicas térmicas del
material son: calor especifico ¢ = 880 J/(kg K), coeficiente de dilatacién o = 8,42 x 107> 1/°C,
y conductividad térmica dependiente de la temperatura X' = 204 W/(m K) a0 °Cy K = 225
W/(m K) a 300 °C.
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Tabla 5: Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Pardmetros de endurecimiento pléstico
dependientes de la temperatura.

Pardmetro | 20°C | 50°C | 100°C | 150°C |
Tension de fluencia o, [MPa] 60.0 55.0 50.0 45.0
Modulo de endurec. A'[MPa] 53.0 48.0 38.0 33.0

La Figura 11 muestra ademads la malla de 600 (30x10x2) elementos empleada en la discre-
tizacion de la geometria del tocho. El problema ha sido resuelto también empleando el codigo
ABAQUS (2010) con el elemento cuadrilatero en deformaciones mejoradas para problemas ter-
momecdnicos CAX4RT y el cédigo VULCAN con la formulacion presentada en el trabajo de
Celentano (2010).
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Figura 12: Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico. (a) Curvas de tensién-deformacion en
funcién de la temperatura. (b) Evolucién de la carga en funcién del desplazamiento de la prensa.

La Figura 12b presenta la evolucién de la carga en el punzén en la medida que se produce
el desplazamiento del mismo. Las discrepancias en los valores mdximos de carga, que suceden
cuando el tocho ha alcanzado el final del segundo radio de empalme R; (ver Figura 11), son
importantes entre los tres codigos empleados en el andlisis de este problema. Las diferencias
son justificables debido a las distintas aproximaciones empleadas, los distintos elementos y los
diferentes algoritmos de contacto empleados. El elemento triangular presentado en este trabajo
presenta regularmente un comportamiento mas rigido, desde el punto de vista de las cargas, con
respecto a los cuadrilateros.
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Eq. Plastic St. Eq. Plastic St. Eq. Plastic St.

1.20 1.20 1.20
1.08 1.08 1.08
0.96 0.96 0.96
0.84 0.84 0.84
0.72 0.72 0.72
0.60 0.60 0.60
0.48 0.48 0.48
0.36 0.36 0.36
0.24 0.24 0.24
0.12 0.12 0.12

0.00 0.00

0.00

(a) (b) ()

Figura 13: Extrusién directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Distribucién de la deformacion plastica
efectiva en la geometria deformada. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010). (¢) VULCAN (formulacién
de Celentano (2010)).

Temperature Temperature Temperature

90.00 90.00 90.00
83.00 83.00 83.00
76.00 76.00 76.00
69.00 69.00 69.00
62.00 62.00 62.00
55.00 55.00 55.00
48.00 48.00 48.00
41.00 41.00 41.00
34.00 34.00 34.00
27.00 27.00 27.00

20.00 20.00 20.00

(a) (b) (c)

Figura 14: Extrusién directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Distribucion de la temperatura en la
geometria deformada. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010). (c) VULCAN (formulacién de Celentano
(2010)).
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La Figura 13 muestra una comparativa de la distribucién de las deformaciones plasticas
efectivas, en la Figura 13a las obtenidas en este trabajo y las arrojadas por los cédigos ABAQUS
(2010) y VULCAN en la Figura 13b y Figura 13c, respectivamente. Se puede observar que las
distribuciones son muy similares, no solo las zonas donde se presentan los mayores niveles, si
no que también las magnitudes.

Respecto de la distribucion de temperatura, la Figura 14 muestra los resultados obtenidos en
este trabajo y los compara con los correspondientes a ABAQUS (2010) y VULCAN. Se puede
observar que el mapa de temperaturas en el tocho es muy similar en los tres casos, ubicdndose
en la zona de estriccion de la matriz el punto de mayor desarrollo de temperatura. En esa zona
se conjugan los efectos de generacion de calor por deformacién pléstica (estriccion del tocho)
y por rozamiento con las herramientas.

La Tabla 6 presenta los valores maximos de deformacion plastica equivalente y de tempe-
ratura obtenidos con el elemento TTR2D, y se los compara con los méximos arrojados por los
otros cédigos. Los valores observados resultan muy préximos entre si, con diferencias relativas
menores al 8 %.

Tabla 6: Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Valores maximos obtenidos en este
trabajo y comparativa con otros resultados.

Aproximacion \ el .11 \ 0rnaz°Cl ‘
TTR2D (Este trabajo) 1.36 87.2
VULCAN (form. Celentano
(2010)) 1.25 82.8
CAX4RT (ABAQUS (2010)) 1.13 81.8

S. CONCLUSIONES

En este trabajo se han estudiado problemas termomecénicos, estos problemas han permitido
evaluar el comportamiento de la aproximacién propuesta en este trabajo. Los resultados mues-
tran semejanzas con respecto a los obtenidos por otros autores y cddigos, y las diferencias se
encuentran dentro del rango de precision ingenieril.

La aproximacion en deformaciones impuestas basada en un elemento triangular, muestra
un comportamiento levemente més rigido que los cuadrilateros empleados cominmente en los
trabajos contra los cuales se contrastan resultados. Esto no solo se observa en los trabajos donde
se presenta plasticidad, si no que ademds puede verse en la evolucion de la temperatura en
procesos no isotérmicos.

En los problemas con acoplamiento termomecdanico se han presentado resultados comparati-
vamente adecuados, frente a los divulgados por otros autores y los brindados por otros codigos
numéricos. La respuesta de la aproximacion propuesta en este trabajo se muestra menos difusi-
va (del punto de vista térmico), en particular en los problemas de muy corta duracién (impacto).
En los problemas estudiados, los perfiles térmicos muestran similitudes cuando se los compara
con otros resultados presentes en la literatura. Ademads los problemas donde las propiedades
térmicas y mecdnicas son dependientes de la temperatura, muestran la incidencia de este efecto
en los resultados (asociadas al ablandamiento térmico del material). Las diferencias en los va-
lores maximos de temperatura indicados en este trabajo se encuentran dentro del 8 % lo cual es
ingenierilmente aceptable considerando la aproximacién empleada.

El algoritmo escalonado propuesto en la solucién del problema térmico y mecanico acopla-
do resulta eficiente, aun cuando en este trabajo no se hace uso de la diferencia de escalas de
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tiempo que existe entre los dos problemas lo cual seria mucho mas conveniente. Se ha utili-
zado un algoritmo escalonado del tipo isotérmico el cual, si bien es condicionalmente estable,
resulta adecuado cuando se lo emplea dentro de un esquema explicito de integracién de las
ecuaciones de gobierno tal como el que ha sido utilizado. Los resultados obtenidos muestran
que el comportamiento del esquema termomecanico explicito empleado es acorde al objetivo
del andlisis. La aproximacion térmica a nivel elemental es la mas simple posible en problemas
bidimensionales, tridngulo de tres nodos con funciones de forma lineal, lo cual se observa en
las diferencias obtenidas cuando se comparan los resultados con cuadrildteros. Los resultados
muestran ademads que las modificaciones realizadas al algoritmo de contacto, para contemplar la
generacion y transmision de calor por friccion y contacto con las herramientas, respectivamente,
se comportan de manera adecuada en el estudio de los problemas de aplicacion industrial.
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