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Resumen. En el presente trabajo se describe una técnica que permite la generacién de subdominios de
interpolacidn, utilizando metaheuristicas poblacionales, para la implementacion de métodos sin mallas
en la resolucion de ecuaciones diferenciales y problemas de elasticidad lineal en dos dimensiones. Se
ha empleado una estrategia hibrida basada en un Algoritmo Genético (AG) desarrollado
especificamente como una técnica de blsqueda y optimizacién. Este algoritmo emplea una poblacion
inicial basada en subdominios de interpolacidn creados por el método de minima distancia, para la
generacion de nubes de puntos, necesarias para la resolucién de problemas aplicando el método sin
malla de Puntos Finitos (MPF). Los problemas abordados en este trabajo, muestran un correcto
desempefio de la metodologia propuesta, cuyos resultados se traducen en una disminucion del error
global, asi como de la cantidad de puntos necesarios para conformar el dominio.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



9456

L. PEREZ, O. DURAN, F. PEREZ

1 INTRODUCCION

Los métodos sin malla o libres de malla comprenden un conjunto de nuevas técnicas
numéricas que, a diferencia de los métodos tradicionales como el Método de Elementos
Finitos (MEF) (Zienkiewicz y Taylor, 2000) no requieren de una subdivisién del dominio en
una malla. Estas técnicas han sido utilizadas ampliamente para resolver ecuaciones
diferenciales parciales a partir de distribuciones de puntos regulares o irregulares. Aspectos
generales, clasificacion, ventajas y desventajas de estos métodos pueden encontrarse en las
referencias (Belytschko et al., 1996; Chen et al., 2006; Duarte y Oden, 1996; Fries y Matthies,
2003; Gu, 2005; Liy Liu, 2004; Liu, 2002; Ofiate et al., 1996b).

El problema de generar subdominios de interpolacion sobre dominios acotados
unidimensionales (1D) y bidimensionales (2D) a partir de un conjunto de puntos aleatorios, se
enmarca en el contexto de la programacién matematica combinatoria y de gran dimension.
Por lo que la implementacion de metaheuristicas poblacionales como lo son los Algoritmos
Genéticos (AG) (Goldberg, 1989) los cuales se basan en los principios de la selecciona natural
de Charles Darwin, estos se presenta como una alternativa valida de estudiar para abordar el
problema de la generacion de nubes, en la aplicacion de métodos sin malla. La formacién de
nubes no es una tarea facil considerando que generalmente los problemas abordados por los
métodos sin malla, son resueltos sobre dominios discretizados en un gran nimero de puntos,
de manera de obtener soluciones con el menor error global posible. De esta forma se puede
evidenciar que la busqueda de aquellos puntos asociados a cada una de las nubes, tiene una
influencia directa sobre la calidad de la solucién obtenida.

El objetivo principal de este trabajo es obtener y desarrollar una metodologia basada en un
Algoritmo Genético (AG), con el fin de seleccionar los puntos que conformaran cada uno de
los subdominios de interpolacién (nubes), de manera tal de mejorar la calidad de las
soluciones encontradas por el Método sin malla de Puntos Finitos (MPF) en discretizaciones
con poca cantidad de puntos y cuyos subdominios son generados a partir de métodos
comunmente empleados para este fin.

2 METODO DE PUNTOS FINITOS

El MPF fue propuesto por Ofiate et al. (Ofiate et al., 1996a; Ofate et al., 1996b)
inicialmente, con el proposito de resolver problemas de transporte convectivo y fluidos.
Posteriormente su aplicacion se extendid a transporte difusivo advectivo (Ofate y Idelsohn,
1998) y fluidos incompresibles (Ofate et al., 2000). En el contexto de la mecénica de solidos el
MPF ha sido aplicado exitosamente en problemas de elasticidad (Martin, 2006; Ofate et al.,
2001; Perazzo, 2002; Perazzo et al., 2006), dinamica de solidos, refinamiento adaptativo (Angulo
et al., 2009; Perazzo et al., 2007; Pérez-Pozo et al., 2009), y recientemente en comportamiento no-
lineal de materiales (Pérez-Pozo y Perazzo, 2007; Pérez-Pozo et al., 2009;).

En el MPF, la aproximacion local de la funcion incognita u(x) en el subdominio ; o nube
se construye de la siguiente forma

m
ux) = i(x) = z PiXa, =Px)Ta Vxel, I=1,...N @)

k=1
donde a’=[a;, ..., ax .., a,,] corresponde a un vector de pardmetros constantes, es decir
validos Unicamente en la nube Q; e independiente de las coordenadas espaciales de x,
mientras que P(x)"=[py, ..., Pk, .., Pm] COrresponde a una base de interpolacion formada
generalmente por monomios. Tal como en una interpolacion por minimos cuadrados, la
condicion de que el nimero de puntos n en la nube sea mayor que el nimero de términos m
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de la base de interpolacién, impide que la aproximacién 7i(x) se ajuste a todos los valores
nodales u(x;) = u/* con j=1,..,n. Para solventar esto se recurre a la minimizacion de la suma

del error en cada punto, ponderado por una funcion fija, como

=Y ol =) ()~ B(x)' )’ @
j=1
cuya forma compacta matricial es
Ji = [U" = P(x,)a]" W, [U" — P(x;)a] ®)
donde
[ u(X1)] [ul]
U(x) = U" = u(x;) = |up u(x;))=ut vj=1,.,n (4)
_u(xn)_ nx1 'uz‘ nx1
P1(x1)  pr(xi) o P (X))
P() =|pa(x) - Pa(%)) - PmXm) P e mat (n x m) )
-pl(xn) pk(xn) pm(xm) E
—wl(xl_xj) 0 0
w, = 0 w,(x,—xj) 0 W, € mat (n X n) (6)
0 0 wz(Xz—Xj)_

siendo w,(x, — j) la funcion de ponderacion fija de Gauss (Onate et al., 1996a; Ofiate et al.,
1996b), dada por
d; r
e_(T]) — _(E)
—_— si dj<r

( e
w;(x; — x;) :{ 1-¢() (7
|

k 0 Si d]>7"

cond; = ||x, = x|, = gmax||x, = x,|| vj=1..n€Q y c=p-r Elsoporte de
esta funcion es isotropico, circular y esférico en dos y tres dimensiones respectivamente. Una
descripcion detallada de los efectos de los pardmetros g y S junto con algunos comentarios
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para su eleccién se presenta en (Ortega et al., 2007). La minimizacién estandar del funcional
J; , ec.2, respecto del vector permite obtener

a=A,"'B, U" 8
siendo A; = A;(x;) (matriz de momentos) y B; = B;(x;)
[Admm = [PT)] [ Wilnn [P()Tncm 9)
[4dy = ) pix) 00 —xdpy(x)  6j=1.m (10
k=1
B/l = [P )], [ Wil (11)
[Bl]ij:pi(xj) w(X,—Xj) i=1,..m j=1..n (12)

La aproximacion final en el MPF se consigue reemplazando la expresion ec.7 en la ec.1,
con lo que se obtiene

u(x) = i(x) = P(x)TA, !B, U" (13)
u@ =20 =) > p@ Ul [Bliwd  Vxeq, (14)
i=1 j=1k=1
siendo las funciones de forma
di(x) = P(X)TA, B, i=1...n (15)

Si en ec. 2 se elige una funcién de ponderacion igual a la unidad, se obtiene una aproximacion
por minimos cuadrados estandar. Se debe notar, de acuerdo con la expresion ec.1, que la
aproximacion se define para cada subdominio de interpolacién ;. En consecuencia, un punto
[ que pertenezca a dos nubes €,y (; respectivamente, y entre las cuales exista cierto traslape,
tendra asociadas diferentes funciones de forma segun si se adscribe a una u otra nube, lo que
significa ¢}(x) # ¢}(x) .De esta forma la aproximacion resulta ahora multivaluada en el
punto i, por lo que se debe implementar una metodologia que permita la eleccién de un Gnico
valor. En el MPF este problema se resuelve utilizando el procedimiento de colocacion puntual
(Onate et al., 1996a; Oriate et al., 1996b; Ofiate, 1996).

3 ALGORITMOS GENETICOS

Los Algoritmos Genéticos son métodos evolutivos que pueden utilizarse para resolver
problemas de blsqueda y optimizacion (Goldberg, 1989; Holland, 1975). Estan basados en el
proceso genético que realizan los seres vivos, en el cual a lo largo de las generaciones, las
poblaciones evolucionan en la naturaleza de acuerdo a los principios de la seleccion natural y
supervivencia de los mas fuertes. Por medio de la imitacion de este proceso, los Algoritmos
Genéticos son capaces de ir creando soluciones para el mundo real. El poder de los
Algoritmos Genéticos, proviene del hecho de que se trata de una técnica robusta, y puede
tratar con éxito una gran variedad de problemas, proveniente de diferentes areas, incluyendo
aquellos en los que otros métodos encuentran dificultades.

El proceso comienza generando un conjunto de soluciones al problema de manera
aleatoria, cada una de estas soluciones se codifica de manera tal de que cada una de estas
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soluciones representa un punto del dominio del problema a resolver. La transformacion de los
individuos se lleva a cabo mediante una serie de operadores genéticos. Previamente se escoge
a los individuos que participaran de la modificacion producida por los operadores genéticos.
Mediante la aplicacion de estos operadores sobre el conjunto de soluciones seleccionadas, es
posible obtener nuevos individuos que hereden las caracteristicas de sus predecesores. Para
que un algoritmo pueda ser aplicado a la resolucion de un problema de optimizacion, es
necesario determinar un método de codificacion de las posibles soluciones sobre las cuales
trabajara el algoritmo genético. Podemos considerar tres tipos basicos de representaciones,
representaciones de tipo real, entera y binaria (Fogel L. y Fogel D., 1994).

[o[1][1]o][1] 0] [12] 7 | 32] 8 | 22] 69|
a) b)

Figura 1: Representacion del cromosoma. a) Representacidn binaria b) Representacién entera

Para poder evolucionar a poblaciones cada vez mas adaptadas es necesario conocer el
grado de aptitud de los individuos, es decir, tiene que poderse evaluar cada individuo y ser
comparado con el resto de la poblacion. EI mecanismo de seleccion posterior dependera de la
medicion de la aptitud de los individuos, por lo que se utiliza una funcién fitness (Coello,
2008). La funcion fitness corresponde a una funcién evaluadora de la calidad de un
determinado individuo como solucién a un problema. Permite que los individuos de la
poblacion puedan ser ordenados en cuanto a la calidad de los mismos. Se utiliza a su vez una
funcion evaluacion, que representa en si el objetivo del problema planteado (Coello, 2008).

Una parte fundamental del funcionamiento de los algoritmos genéticos, lo representa la
seleccion de los candidatos que pasaran a la etapa de reproduccion. EI proceso de seleccion
suele ser de tipo probabilistico. Dentro de las tecnicas de seleccion empleadas maés
comudnmente se encuentran la seleccion por ruleta, jerarquica, por torneo y de estado
uniforme (Goldberg, 1989; Whitley, 1989).El proceso de seleccion por si solo no introduce
especificamente variabilidad genética en la poblacion de la siguiente generacidn, sino que mas
bien hace aumentar la presencia de los individuos mejor dotados. La tarea de combinacion de
informacion de diferentes individuos es realizada en los Algoritmos Genéticos por el
operador de cruce (Coello, 2008; Fogel L. y Fogel D., 1994), mientras que la variacion
aleatoria de esta, es realizada por el operador de mutacion (Coello, 2008; Fogel L. y Fogel D.,
1994). El proceso de seleccion combinado con el operador de cruce permite la transmision de
la informacion de aquellos genotipos que han logrado expresarse en fenotipos exitosos.

padre 1 Illblblaldldlil Iilblblald'dlllpmhcl
s

Kl T

nijo! [EEEB ali[d[iJa] [o]b oA afali o> [blbfali[d]ifa]
4 T A Mutacién

patre> (B[] a[T[A[iTa] [Blb[alilda]i]a] race OO ErEn

Q) b)
Figura 2; Operadores genéticos. a) Cruza monopunto b) Mutacién

4 IMPLEMENTACION DE LA METODOLOGIA PROPUESTA

El dominio sobre el cual se representara la solucion del problema, seré discretizado en un
ndmero N de puntos, los cuales serdn enumerados correlativamente de manera de asociar a
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cada punto del dominio € un namero representativo. Cada una de las nubes (; asociadas a un
determinado nodo estrella e;, estard conformada por un total de n nodos, fig. 3a, tal que:

ae) =0, ={e; qb ... q} ... q4}
e,ecQ; J=2..n; I=1..N (16)
n=card(Q); n<K N

donde q§ representa cada uno de los n — 1 restantes que conforman la nube ;.

4.1 Representacion de la poblacion

En el presente trabajo e, representa el nodo estrella asociado a la nube Q;, tal que e, = q!.
De esta manera se representa el conjunto total de subdominios conformados por n puntos
como una matriz de N x n, fig. 3b, en la cual cada una de las filas representa los elementos
que conforman una nube en particular, siendo el primer elemento de cada fila el nodo estrella
e, asociado a cada nube.

r 43 3 1 1
[ ] q{) [ ] [ ] q{; L] [ ] e, qs q; qn
[
. = = T 2 ¢ .. 4 - @
[ J [ ] [ ]
a6
q ® o o o o o
4 I I I
e S
P S .e, Y ® , I q; q} qn
qs
o , 8 © e o
q2 qg N ;
® o o o lev 4 .. 4 .. )]
a) b)

Figura 3: a) Nube asociada al nodo e;. b) Matriz de puntos asociados al dominio £

De esta forma, el cromosoma que representa el genotipo de la solucion estara conformado
por una cadena de valores enteros, cuyos valores estan acotados al intervalo [1, N], fig. 4,
mientras que su largo esta dado por la cantidad de puntos que conforman el dominio (N) y
cada una de las nubes (n). ElI ensamble del cromosoma se realizard a partir del conjunto de
puntos que acompafia a cada uno de los nodos estrella, fig. 5.

N-(n—-1)

64 | 38| 76| 110 28| 3

Figura 4: Estructura del cromosoma.
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e |9 q; qn
e, |4 G e Cp

N N N
ey (q 2 q; qn

Figura 5: Ensamble del cromosoma a partir de la matriz de puntos.

4.2 Generacion de la poblacion inicial

La iniciacion de la poblacion corresponde al proceso por el cual se obtienen los individuos
que formaran parte de la primera generacion. Para fomentar la diversidad en la poblacién
inicial, el algoritmo se inicia con un conjunto Q de individuos generados aleatoriamente.

4.3 Funcion objetivo

El algoritmo genético planteado, tiene por finalidad la busqueda de aquellos puntos que
conformarén cada una de las nubes Q,;, de forma tal de minimizar el error global de la
solucion asociada a cada configuracion de puntos. Para implementar tal objetivo se utilizard
como medida del error global la norma L,, definida como:

N
Z(ul —1;)?
I=1

L,= (7)

N

\ > w)?

I=1

siendo u;, ; la solucion exacta y aproximada respectivamente de la funcion u(x) en el punto
I del dominio €, el cual se discretiza mediante un namero finito de N puntos. Finalmente se
define la funcién objetivo F. 0, como:

F.0: min{L,} (18)

4.4 Funcidn de aptitud.
La aptitud de cada individuo estara dada por:

(Aptitud); =

1 .
. i=1,..,0 (19)
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donde (L,); y Q representa la norma del error de cada uno de los individuos y la poblacion
total de individuos de la generacion, respectivamente.

4.5. Seleccion.

En el proceso de seleccion se determina el nimero de veces que un individuo es elegido
para reproducirse. Los individuos seleccionados para el proceso de reproduccién se
denominan padres. Para esto se ha optado por la implementacion de la seleccion por torneo
(Coello, 2008).

4.6. Operadores Genéticos.

En el algoritmo desarrollado se ha implementado un operador de tipo “cruza de dos
puntos”. Posteriormente al proceso de cruza se aplica el operador de mutacién sobre la
poblacién, mas especificamente sobre los alelos de alguno de los individuos. Ambos
operadores actlan aleatoriamente, basados en una probabilidad de cruza Pc y en una
probabilidad de mutacién Pm, respectivamente.

4.7. Manejo de restricciones e individuos no factibles.

Debido a la implementacion de una codificacion de tipo entera y a la aplicacion de
operadores de cruza y mutacion sobre la poblacién, se pueden producir individuos infactibles.
Se considera que un individuo no es factible si luego de la decodificacion de su genotipo al
fenotipo correspondiente, algunas de las nubes que componen la solucién presentan algun
nodo repetido, por lo cual deben ser reparadas (Pérez, 2010). Para reparar una nube, se procede
a reemplazar uno de los nodos repetidos, por un nodo que no pertenezca a la nube generada.

4.8. Clonacion.

Dada la aplicacion de los operadores de mutacion y cruza sobre la poblacion resultante del
proceso de seleccion, no es posible garantizar que los mejores individuos pasen a formar parte
de la siguiente generacion, por lo que se producira una pérdida de las caracteristicas deseables
que poseen aquellos individuos mas aptos. Para evitar esta pérdida de informacion genética,
se implemento el uso de una estrategia elitista denominada clonacion (Pérez, 2010), la cual
consiste en clonar (copiar) el individuo més apto de la poblacion. La clonacion se realiza, si se
cumple la siguiente condicion:

“Si la aptitud del individuo de elite de la generacion fi presenta una mejor aptitud que
el individuo elite de la generacion fi+1l, se realiza la clonacién. En caso contrario la
clonacidn no se realiza.”

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXIX, pags. 9455-9470 (2010) 9463

/ \(\
[ Inicio )
- y

. Evaluacion
Fitness

¢Condicion
de
clonacion?

Mejor
individuo 4 \
—> —>( Fin )
\ y,

(Solucion)

ruza

&

Figura 6: Esquema del Algoritmo Genético propuesto

5 RESULTADOS NUMERICOS

Los problemas seleccionados corresponden a problemas del tipo unidimensional (1D) y
bidimensional (2D), los cuales permitieron estudiar la capacidad de la metodologia propuesta
en este trabajo para generar subdominios de interpolacion. De manera de evaluar el error
relativo de las soluciones encontradas i;, se define como el error relativo porcentual e, (%) :

u, — 1
{% 100 lu;| = 108
1
er(%) = (20)
u, — 1
] PP | < 10~
|u1|max

5.1 Ecuacion de Poisson 1D
La ecuacion de Poisson estudiada (Park et al., 2003), estd dada por la ecuacion

diferencial:
0%u 5 P
—= x? — e — 6x —-1<x<
922 (40000 200)e~100x 6 1<x<1 21)
u(x) =2+ ¢~100 x=-1
u(x) = 100 x=1
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Siendo su solucién exacta:

u (x) = 1 — x3 + ¢~ 100%° (22)
N° de puntos del dominio 15 20 25
L,(AG) 02733 0,321 0,0453
L,(MPF) 1,3233 00462 0,0286
e, (%) max 81,1 875 1396
tiempo [s] 747 6312 7327
Pm (%) 0,6 0,8 1
Pe (%) 100 100 100
N° de generaciones 22 700 700
Q 50 100 100

Tabla 1: Principales resultados ecuacion de Poisson 1D

Las fig. 7 y fig. 8, muestran la débil convergencia del MPF y el AG para discretizaciones
de 15 y 20 puntos respectivamente, lo cual se explica por el hecho de utilizar en la
discretizacion del dominio una cantidad pequefia de puntos. A pesar de la baja convergencia
obtenida por ambos métodos, se puede apreciar un mejor desempefio del AG frente a la
aproximacion por el MPF, lo cual se refleja en un menor valor del error absoluto y una
distribucion mas uniforme de este parametro. Para una discretizacion de 25 puntos, fig. 9, se
tiene una mejora en la convergencia de la solucién obtenida por ambos métodos siendo el
MPF el que presenta mejores resultados con menores valores del error relativo y del error
global. Los resultados numéricos obtenidos, ver tabla 1, permiten inferir una disminucion en
la calidad de la aproximacion realizada por el AG al aumentar la cantidad de puntos en los
cuales se discretiza el dominio.
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Figura 7: a) Convergencia de la solucion para la ecuacion de Poisson 1D b) Convergencia del error relativo,

para n=15 pts.
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Figura 8: a) Convergencia de la solucion para la ecuacion de Poisson 1D b) Convergencia del error relativo,

para n=20 pts.
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Figura9: a) Convergencia de la solucion para la ecuacion de Poisson 1D b) Convergencia del error absoluto,

para n=25 pts.
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5.2 Viga simplemente apoyada con carga distribuida uniformemente

El problema consiste en una placa rectangular de espesor unitario, simplemente
apoyada en sus extremos y sometida a una carga q distribuida uniformemente en su borde
superior, bajo condiciones de tension plana, fig. 10.

o
1 weunueily
1_ 20.0............?——

| 8
I

Figura 10: Viga simplemente apoyada, geometria y distribucion regular de 51 puntos.

La solucion analitica para este problema es entregada en (Timoshenko y Goodier, 1970).Se
emplearan para la solucién de este problema, los siguientes parametros:

k k
a=50[-T|  L=daleml, c=oslem], E=21-10¢] T v=o025
cm cm
La geometria de la barra se discretizd con N=165 puntos distribuidos regularmente. Para
medir el error global entre la solucion analitica y la solucion numerica, al igual que los
ejemplos tratados anteriormente, pero en este caso, la norma L, se redefinira en funcion de los

desplazamientos, tal que:

N

Dl = @) + (= 9)’]

L= | (23)
, =

> w2 +v7]
\ I=1

Para este nuevo caso se implemento el AG propuesto, modificando el procedimiento de
generacion de la poblacion inicial basado en una generacion de tipo aleatoria, por una
generacion basada en individuos cuyos fenotipos representan nubes creadas de acuerdo al
criterio de minima distancia (Perazzo, 2002). Una vez generada esta nueva poblacion se
procede a la aplicacion del operador de mutacion, esto con el fin de evitar el estancamiento
del AG, para luego una vez que la poblacion inicial comienza a ser procesada bajo el esquema
propuesto anteriormente, se considera Pm=0,2%.

La solucion entregada por el AG, para los desplazamientos en el borde superior de la viga,
presenta una clara disminucion del error relativo e,.(%), tanto para los desplazamientos
horizontales como verticales, fig. 11. En general la solucion encontrada presenta una clara
convergencia hacia la solucion exacta para distintas secciones de la viga, fig. 12 y fig. 13.
Para los esfuerzos de compresion en el borde inferior de la viga, fig. 14, se tiene una clara
convergencia de la solucién entregada por el AG, siendo el e,.(%) méaximo, inferior al 5%.
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Figura 11: Error relativo. Viga simplemente apoyada con carga distribuida, n=165 Desplazamientos en el borde
superior y=0.5. a) Desplazamientos horizontales b) Desplazamientos verticales.

Despl. Y [cm]
0

-0.006
- 1-0.0122

-0.0189

-0.0243

Figura 12: Desplazamientos verticales. Viga simplemente apoyada con carga distribuida uniforme, para n=165
puntos. a) Solucion exacta b) AG c) MPF.
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Figura 13: Desplazamientos horizontales. Viga simplemente apoyada con carga distribuida uniforme, para
n=165 puntos. a) Solucion exacta b) AG c¢) MPF
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Figura 14: Error relativo. Viga simplemente apoyada con carga distribuida uniforme, para n=165 puntos.
Esfuerzos g, en el borde inferior y = -0.5.
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6. Conclusiones

Se ha presentado una metodologia basada en un Algoritmo Genético, para la generacién de
subdominios de interpolacion para la aplicacion de métodos sin malla. Se han definido de
forma global, las caracteristicas que debe poseer un AG de manera de representar en forma
eficiente el problema de la generacién de nubes, sobre dominios discretizados regularmente
en 1Dy 2D.

En términos generales, la estrategia desarrollada ha presentado un buen comportamiento en
la solucion de los problemas abordados, esto a la luz de los positivos resultados obtenidos,
basados en el analisis del error relativo y global de las soluciones encontradas.

La técnica implementada a permitido mejorar la calidad de las soluciones, en especial en
aquellas zonas en donde se imponen las condiciones de tipo Neumann y Dirichlet.

Queda de manifiesto la importancia de un buen mecanismo generador de nubes, de manera
de mejorar la calidad de las soluciones encontradas por los métodos sin malla, en especial el

MPF.
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