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Resumen. La comprensión y caracterización del comportamiento de los materiales ferroeléctricos-
piezoeléctricos mas allá del lı́mite de comportamiento lineal, permiten extender el rango de trabajo con
una consecuente mejora en el aprovechamiento de los mismos. Esto se debe a que, ampliando el rango
de operación, los niveles de acoplamiento aumentan considerablemente respecto de los alcanzados en el
rango lineal.

Motivado en esta observación, el presente trabajo presenta el estudio de modelos que permiten tener
en cuenta la influencia de la conmutación de la polarización de dominios sobre las propiedades materiales
y, en particular, sobre el acoplamiento electromecánico. Se presenta la implementación de dos modelos,
uno fenomenológico y otro microelectromecánico. Dichos modelos permiten simular el comportamiento
de materiales ferroeléctricos de interés práctico y captar aspectos caracterı́sticos de su comportamiento.
Se presentan curvas de histéresis, conmutación y deformaciones remanentes que se corresponden con
observaciones experimentales.
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1. INTRODUCCIÓN

En la actualidad, las cerámicas ferroeléctricas encuentran aplicación en diversas ramas tec-
nológicas. Por ejemplo, en sistemas microelectromecánicos, transductores, actuadores y sis-
temas de microposicionamiento.

Cuando los citados materiales ferroeléctricos se someten a elevados campos eléctricos o de
tensiones, tienen lugar importantes fenómenos no lineales. Durante la fabricación de disposi-
tivos con este tipo de materiales, se usan elevados niveles de campo eléctrico para generar el
patrón de polarización inicial deseado y requerido por la aplicación y tipo de dispositivo. Du-
rante la vida de servicio, los elevados niveles de campos electromecánicos pueden aparecer ya
sea porque se desea extender el rango operacional de los dispositivos o bien como consecuencia
de concentraciones locales relacionadas con la topologı́a de los mismos.

Existen muchas aplicaciones de materiales piezoeléctricos-ferroeléctricos de interés práctico
en las que son preponderantes los campos electromecánicos no uniformes. Ciertas configura-
ciones tales como apilados de múltiples discos o capas, electrodos interdigitales u otras formas
complejas generan tensiones mecánicas y gradientes de potencial eléctrico elevados en zonas
de discontinuidades, bordes o cambios de secciones, esquinas y puntas de electrodos.

El análisis de factibilidad y desempeño de dispositivos fabricados con materiales ferroeléctri-
cos requiere medios para la predicción de los campos electromecánicos inhomogéneos en tales
sistemas. En la mayorı́a de los casos, es sumamente difı́cil, cuando no imposible, conocer por
medio de análisis simples, el patrón de polarización inicial.

Todo esto indica que la comprensión y capacidad de modelaje de fenómenos no lineales,
en aplicaciones de materiales ferroeléctricos, resulta de gran utilidad tanto para el diseño, la
modelación de las fases de construcción de las estructuras y dispositivos, como ası́ también en
simulaciones del funcionamiento durante la vida de servicio. Por lo tanto, son de gran utilidad
los modelos constitutivos robustos y confiables, que capturen cuantitativamente los aspectos
fundamentales del comportamiento de este tipo de materiales (Pathak y McMeeking, 2008).

2. BASE CONCEPTUAL MATERIAL

El comportamiento material es consecuencia de los fenómenos que ocurren a nivel mi-
croestructural. Para el estudio de un modelo constitutivo destinado a modelar dicho compor-
tamiento, resulta útil explicar los fenómenos más relevantes que ocurren a nivel de la estructura
cristalina del material.

En las aplicaciones tecnológicas de materiales ferroeléctricos es muy popular el uso de ti-
tanato de Bario PbT iO3 y Zirconato Titanato de Plomo Pb(Zr, T i)O3 (PZT), cuya estructura
cristalina es idéntica a la perovskita, esquematizada en la figura 1.

Figura 1: Estructura de la perovskita
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Estos materiales, en la fase paraeléctrica, presentan una estructura cúbica, con el ión de
Titanio en el centro, como se muestra a la izquierda de la figura 2. En este estado la celda posee
alto nivel de simetrı́a. En la fase ferroeléctrica, el ión central migra a una de las posiciones
fijadas por los ejes cristalográficos, en consecuencia se generan deformaciones y polarizaciones
que se denominan espontáneas. Se denomina variante cristalina, a cada una de las posibles
configuraciones de las celdas unitarias que surgen al orientarse el ión de Titanio en cada una de
las direcciones cristalográficas. De esta manera, la fase cúbica puede pasar a una configuración
tetragonal o a una rombohédrica, con lo que se dice que disminuye el grado de simetrı́a. La
posición del ión central de Titanio está relacionada diréctamente con la polarización del material
y la distorsión de la celda. En la fase ferroeléctrica, el movimiento del ion de Titanio de un eje
cristalográfico a otro se denomina conmutación.

Figura 2: Celda unitaria de PZT. Pasaje de Cúbica a Tetragonal al enfriarse por debajo de la temperatura de Curie.

Por lo general, las cerámicas ferroeléctricas están formadas por una colección de granos.
Antes de ser polarizadas, la red cristalina dentro de cada grano tiene zonas en las que las celdas
están polarizadas en la misma dirección y se diferencian a su vez de las vecinas. Estas regiones
se denominan dominios y en un material virgen, se orientan aleatoriamente. Esto da lugar a un
efecto macroscópico de polarización y deformaciones remanentes nulas.

Cuando se aplica un campo eléctrico externo, dichos dominios se orientan originando polari-
zación y deformación macroscópicas.

El nombre ferroeléctrico se utiliza por analogı́a con el comportamiento exhibido por los ma-
teriales ferromagnéticos cuando se someten a campos magnéticos variables. La figura 3 muestra
curvas de deformación y desplazamiento eléctrico obtenidas experimentalmente en probetas de
PZT-5H sometidas a un campo eléctrico cı́clico. Allı́ se observa que para valores bajos de cam-
po eléctrico, las deformaciones son prácticamente nulas. Sin embargo, una vez que el campo
eléctrico alcanza un valor crı́tico, el material se polariza en la dirección del campo eléctrico. En
coincidencia, aparece el acoplamiento electromecánico.
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Figura 3: Respuesta de una probeta de PZT-5H a un campo eléctrico cı́clico (Ghandi, 1998).

En un material ferroeléctrico, la conmutación de dominios produce deformaciones y po-
larización remanentes. Cuando las cargas aplicadas (campo eléctrico o tensiones mecánicas) no
pueden producir más conmutaciones, el material alcanza un estado de saturación. Por otra parte,
el proceso de conmutación conserva el volumen. Según Hwang et al. (1995), la conmutación se
produce cuando el trabajo realizado por los campos locales, durante un evento de conmutación
dado, excede el valor crı́tico.

La región que separa dos dominios se denomina pared de dominio. La pared que separa
dominios en los que la polarización es opuesta se denomina pared 180o y el resto de la paredes
se denominan no-180o. En el caso de fase tetragonal las paredes no-180o son paredes de 90o,
mientras que para la fase rombohédrica las paredes no-180o pueden ser de 71o o de 109o. La
celda unitaria de una estructura cristalina tetragonal es un prisma recto de base cuadrada de lado
a y altura c, con c > a (Figura 2). Se denomina eje c al eje cristalográfico en el que se encuentra
el ión de Titanio.

Cuando se produce conmutación, se dice que hay movimiento de las paredes de dominio. Los
cambios en la polarización están afectados tanto por el movimiento de las paredes de dominio a
180o como por las no-180o. Mientras que los cambios en las deformaciones sólo están afectados
por el movimiento de las paredes no-180o. Los campos eléctricos producen movimientos de
paredes de dominio del tipo 180o y también del tipo no-180o. Las tensiones mecánicas producen
sólo movimiento de las paredes tipo no-180o, esto se muestra en la figura 4.

En este trabajo se considerará que las configuraciones de baja simetrı́a corresponden exclusi-
vamente a la fase tetragonal, es decir con conmutaciones de 90o y 180o. Sin embargo, muchas de
las consideraciones pueden ser extendidas al caso de otros tipos de cristales, como por ejemplo
rombohédricos, siendo necesario incluir consideraciones particulares para cada caso.

3. MODELOS CONSTITUTIVOS

En general, el modelado de la respuesta constitutiva ferroeléctrica no lineal presenta grandes
desafı́os. Como puede observarse en la figura 3, estos materiales presentan, además del acopla-
miento electromecánico, fenómenos como histéresis, memoria, anisotropı́a y saturación.

Las aplicaciones tecnológicas de piezocerámicos basan los cálculos y predicciones en propie-
dades constitutivas macroscópicas.

En términos generales, las leyes constitutivas deben representar la respuesta en función de la
historia de carga. En particular, para el caso de materiales ferroeléctricos se busca la historia de
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Figura 4: Conmutaciones en PZT.

las deformaciones y desplazamiento eléctrico dados por la historia de las tensiones mecánicas
y campo eléctrico.

En búsqueda de modelos constitutivos que aborden este tema, se puede encontrar en la litera-
tura un amplio espectro de propuestas y trabajos relacionados. Los primeros estudios relativos a
la conmutación de dominios en materiales ferroeléctricos estaban basados en la hipótesis de que
cada grano o cristal podı́a estar polarizado, solamente, en una de las variantes permitidas por la
estructura cristalina (Hwang et al., 1998). Posteriormente aparecieron en la literatura propuestas
inspiradas en modelos desarrollados para plasticidad de metales. Estos últimos contemplan con-
mutación incremental y, por lo tanto, pueden representar estados intermedios de polarización y
deformaciones.

Siguiendo las explicaciones de Kushnir y Rabinovitch (2008), los modelos constitutivos se
pueden clasificar en dos grupos: fenomenológicos y microelectromecánicos. La descomposi-
ción aditiva de las deformaciones y desplazamiento eléctrico en dos partes es común a ambos
tipos de modelos (Landis, 2004). Por una parte, hay una respuesta piezoeléctrica lineal carac-
terizada por el desplazamiento reversible e independiente de la velocidad de aplicación de las
cargas, de los iones de la celda unitaria. Y, por otro lado, aparece una respuesta ferroeléctrica
no lineal caracterizada por la conmutación de la dirección de polarización espontánea y, para el
caso de conmutación no-180o, por la reorientación del eje c de la celda unitaria (Figura 4). Las
ecuaciones constitutivas 1 y 2 representan matemáticamente este apecto,

εij = SEijklσkl + dkijEk + εRij (1)

Di = diklσkl + κσijEj + PR
i (2)

donde SEijkl es el tensor de flexibilidad mecánica medido a campo eléctrico constante, κσij es
el tensor de permitividad dieléctrica medido a tensión mecánica constante, dkij es el tensor
piezoeléctrico, εRij y PR

i son los tensores de deformación y polarización remanentes respecti-
vamente, εij es el tensor de deformación total, Di es la polarización total, σkl es el tensor de
tensiones y Ei es el campo eléctrico.
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4. MODELOS CONSTITUTIVOS FENOMENOLÓGICOS

Estos modelos se centran en representar la respuesta del material sin modelar explı́citamente
los mecanismos subyacentes (Ghandi, 1998). Usan resultados exprerimentales como bases y
lineamientos y, de esta manera, se pueden calibrar para alcanzar correlación con los mismos.
Por lo general, incluyen un número relativamente pequeño de variables internas en comparación
con el número de granos que componen el punto material. El pequeño número de variables
contribuye a la eficiencia del modelo. Es por eso que dichos modelos despiertan gran interés en
aplicaciones ingenieriles.

Una limitación de este tipo de modelos es que se ve penalizada la capacidad de captar com-
portamientos bajo condiciones de carga complejas y multiaxiales (Kamlah y Jiang (1999); Kam-
lah y Tsakmakis (1999); Hwang y McMeeking (1999); Landis (2002)).

Estos modelos se basan en la definición de funciones para los potenciales termodinámicos.
Al elegir la forma de dicha función, es deseable incluir suficientes términos para capturar todos
los efectos materiales relevantes, pero, al mismo tiempo, reducir los parámetros que deben ser
determinados experimentalmente. Las variables internas principales de este tipo de modelos son
la deformación εRij y la polarización PR

i remanentes.
Las componentes de este tipo de teorı́as o modelos son, por un lado la expresión de la energı́a

libre, en segundo lugar, la definición de la superficie de conmutación y finalmente una regla de
flujo. A su vez, se puede usar teorı́a de deformación o teorı́a de flujo con o sin endurecimiento.
Si se usa endurecimiento, el mismo puede ser isótropo, cinemático o una combinación de am-
bos. La superficie de conmutación, que define el estado de carga (sij, Ei) puede dar lugar a la
respuesta no lineal. Debido a que las deformaciones remanentes producidas por la conmutación
ferreoléctrica son de corte puro, se considera que la superficie de conmutación es función del
tensor desviador de tensiones sij = σij − δijσkk/3.

El centro de la superficie de conmutación en el espacio de tensiones desviadoras y campo
eléctrico es (scij, E

c
i ), y la desviación del punto de carga respecto del centro de dicha superficie

se definen como sigue:

ŝij = sij − scij

Êi = Ei − Ec
i

(3)

En general, la superficie de conmutación se expresa de la siguiente manera:

G(ŝij, Êi, ε
r
ij, P

r
i )−Gc ≤ 0 (4)

Se desea que el modelo capte la saturación en la conmutación de dominios, lo que se logra
incluyendo alguna forma de endurecimiento. Debido a que se deben alcanzar ciclos de histére-
sis estables, se descarta la presencia de endurecimiento isótropo, por lo tanto Gc se mantiene
constante.

La evolución del centro de la superficie de conmutación depende de las variables internas y
de la ley de endurecimiento cinemático,

ṡcij = hs(ε
r
ij)ε̇

r
ij

Ėc = he(P
r
i )Ṗ

r
i

(5)
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Como aproximación, se usa la regla de normalidad,

ε̇rij = λ̇
∂G

∂σij

Ṗ r
i = λ̇

∂G

∂Ei

(6)

En el caso de endurecimiento no nulo, para la determinación del parámetro λ̇ se plantea la
condición de consistencia durante el proceso de conmutación:

∂G

∂σ̂ij
˙̂σij +

∂G

∂Êi

˙̂
Ei +

∂G

∂εrij
ε̇rij +

∂G

∂P r
i

Ṗ r
i = 0 (7)

A partir de las ecuaciones 4, 5 y 7, se obtiene la siguiente expresión para el cálculo del
parámetro λ̇:

λ̇ =

∂G
∂σ̂ij

σ̇ij + ∂G

∂Êi
Ėi

∂G
∂σ̂ij

2
hs + ∂G

∂Êi

2
he − ∂G

∂εrij

∂G
∂σ̂ij
− ∂G

∂P ri

∂G

∂Êi

(8)

Se describe a continuación el modelo fenomenológico implementado y analizado en este
trabajo.

Cocks y McMeeking (1999) usaron G2 = αŝ2
e +

∣∣∣Êi∣∣∣2 como superficie de conmutación,

donde ŝe =
√

3
2
ŝij ŝij . Observaciones experimentales indican que la aplicación de un campo

eléctrico desde el estado inicial no polarizado, es capaz de introducir una deformación rema-
nente. Para incluir este aspecto, Huber y Fleck (2001) incluyen el término de acoplamiento
ŝijÊiP

r
j en la función G, cuya expresión es:

G2 = αŝ2
e +

∣∣∣Êi∣∣∣2 + βŝijÊiP
r
j (9)

Las constantes escalares α y β se introducen para mantener consistencia dimensional y per-
mitir ajustar el modelo con mediciones experimentales.

Los escalares hs y he de las expresiones 5 se eligen de manera tal de obtener elevado en-
durecimiento cuando se alcanza la saturación,

hs(εr) = h0s

1−

I2
4

(
3−

(
I3
I2

)3
)

εsat


−ns

(10)

he(Pr) = h0e

(
1− |P

r
i |

Psat

)−ne
(11)

donde I2 e I3 son los invariantes de tensor εrij .
En general, las propiedades materiales que aparecen en las expresiones 1 y 2, dependen

diréctamente del estado de polarización del material. En el marco del modelo fenomenológico
implementado en este trabajo y de acuerdo a lo expresado por Landis (2002), se considera que
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los tensores SEijkl y κσij son isótropos, mientras que el tensor piezoeléctrico se determina con la
expresión 12.

dkij =
P r

P0

[
d33nkninj + d31nkαij +

1

2
d15 (niαjk − njαik)

]
(12)

donde,
P r =

√
P r
i P

r
i (13)

ni =
P r
i

P r
(14)

αij = δij − ninj (15)

4.1. Implementación numérica

Los siguientes pasos describen sintéticamente el algoritmo utilizado para la integración
numérica de las ecuaciones constitutivas descriptas. Se trata de un algoritmo de tipo explı́cito o
de avance directo. Por ello se debe trabajar con pasos de tiempo suficientemente pequeños para
evitar que la solución se aparte de la respuesta teórica.

1. Inicialización de variables.

2. Incrementación de σij y Ei.

3. Cálculo de la función de conmutación G y sus derivadas.

4. Cálculo del factor plástico λ̇ (Expresión 8).

5. Cálculo de los incrementos de las componentes del tensor de deformaciones y polari-
zación remanentes ε̇Remij y ṖRem

i (Expresión 6).

6. Determinación del endurecimiento cinemático y actualización del centro de la superficie
de conmutación (Expresión 5).

7. Cálculo de las componentes de deformación y polarización remanentes.

8. Cálculo de las propiedades constitutivas (Expresión 12).

9. Cálculo de las componentes de deformación y polarización totales (Expresiones 1 y 2).

4.2. Ejemplo de aplicación

A continuación, se presentan los resultados obtenidos con el modelo fenomenológico imple-
mentado. Los parámetros usados para el mismo se detallan en la tabla 1.

En la tabla 2 se detallan las propiedades materiales utilizadas. Se analiza en primer lugar, la
respuesta del material sin restricciones mecánicas. Se aplica en este caso, un campo eléctrico
cı́clico sinusoidal de amplitud 3(MV/m) en la dirección x3. La simulación comienza a partir del
estado inicial virgen, es decir con polarización y deformaciones remanentes nulas. La figura 5
muestra el desplazamiento eléctrico en la dirección x3 en función del campo eléctrico aplicado.
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Parámetro Valor
α(m4C−2) 0.0011
β(m4C−2) 0.2
h0e(105F−1m) 714
h0e(GPa) 620
ne 1.4
ne 1.4
Gc(MV/m) 0.82
εsat( %) 0.465
Psat(C/m

2) 0.24

Tabla 1: Parámetros del modelo fenomenológico

Propiedad material Valor
ν 0.31
Módulo de corte G(GPa) 20.8
κσ(10−8F/m) 2.0
d33(10−12mV −1) 2206
d31(10−12mV −1) -1103
d15(10−12mV −1) 2760

Tabla 2: Propiedades materiales

−3 −2 −1 0 1 2 3

x 10
6

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

E
3
 [V/m]

D
3 [C

/m
2 ]

Figura 5: Desplazamiento eléctrico D3 en función del campo eléctrico aplicado en dirección x3 - Modelo
fenomenológico.

La figura 6 muestra la deformación ε33 en función del campo eléctrico aplicado en la direc-
ción x3. Esta curva es caracterı́stica de los materiales ferroeléctricos y normalmente recibe el
nombre de curva mariposa. Claramente refleja la dependencia del acoplamiento electromecánico
con la polarización. Puede observarse el comportamiento histerético y la presencia de una po-
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larización remanente al anularse el campo eléctrico. La respuesta inicial es lineal.

−3 −2 −1 0 1 2 3

x 10
6

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
ε 33

 [%
]

E
3
 [V/m]

Figura 6: Deformación ε33 en función del campo eléctrico E3.

Luego de haber polarizado el material con la aplicación del campo eléctrico, se aplicó una
tensión de compresión en la dirección 3, de amplitud (50MPa) y modulada con una sinusoide.
La figura 7 muestra la polarización total y remanente en función de la tensión aplicada. Como
puede observarse, la compresión mecánica no puede eliminar la polarización remanente, ya que
no puede producir conmutaciones 180o.

Figura 7: Polarización total y remanente en función de la tensión de compresión σ33.
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5. MODELOS CONSTITUTIVOS MICROELECTROMECÁNICOS

En estos modelos, el punto material es representado por un conjunto de granos cuya orien-
tación espacial se distribuye, generalmente, en forma aleatoria. El estado de los dominios y la
respuesta de cada grano se calculan separadamente, luego se determina la respuesta del punto
material promediando la de todos los granos. También se pueden tener en cuenta las interac-
ciones entre los granos y la dependencia con la velocidad de solicitaciones en general, ya sean
cargas, deformaciones mecánicas, campos o cargas eléctricas (Hwang et al. (1995); Lu et al.
(1999); Huber et al. (1999); Kamlah et al. (2005)). La principal desventaja de los modelos mi-
croelectromecánicos es la ineficiencia computacional, pudiendo ser ésta mitigada mediante el
reemplazo de la gran cantidad de granos, distribuidos aleatoriamente, por un conjunto deter-
minı́stico más pequeño (Kushnir y Rabinovitch, 2008).

5.1. Formulación del modelo

La formulación de este tipo de modelos se basa en un enfoque de plasticidad para cristales,
definiendo como variables internas a las fracciones de volumen de cada variante cristalina.

La descomposición aditiva de las deformaciones y de la polarización se expresa de la si-
guiente manera:

εij = εLij + εRij (16)

Di = DL
i + PR

i (17)

De forma análoga a los fenómenos de deslizamientos múltiples para cristales metálicos, se
producen progresivas conversiones de una variante cristalina a otra. Con el objetivo de simpli-
ficar el análisis, se consideran como válidas las siguientes suposiciones:

1. El cristal tiene una fracción de volumen cI de cada variante cristalina I . Para el caso de
cristales tetragonales, existe un total de 6 variantes.

2. Dentro del cristal se consideran uniformes, tanto el campo eléctrico Ei como la tensión
mecánica σij .

3. Tanto las partes lineales como remanentes de las deformaciones y desplazamiento eléctri-
co se calculan en base a promedios en el volumen del cristal.

Estas suposiciones simplifican el análisis cinemático y de las propiedades materiales, abstra-
yéndose de la configuración especı́fica de los dominios dentro del cristal.

En virtud de las suposiciones anteriores, las partes lineales de la deformación εLij y desplaza-
miento eléctrico promediados DL

i pueden expresarse de la siguiente manera:

εLij =
I=M∑
I=1

[
cIε

L(I)
ij

]
= SEijklσkl + dkijEk (18)

DL
i =

I=M∑
I=1

[
cID

L(I)
i

]
= diklσkl + κσikEk (19)
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Debido a que las σij yEi son uniformes dentro del cristal, se tienen las siguientes expresiones
para los tensores constitutivos del mismo:

SEijkl =
I=M∑
I=1

[
cIS

E(I)
ijkl

]
(20)

dijk =
I=M∑
I=1

[
cId

(I)
ijk

]
(21)

κσij =
I=M∑
I=1

[
cIκ

σ(I)
ij

]
(22)

Cada una de las M variantes cristalinas puede transformarse en una de las (M − 1) variantes
restantes, lo que da un total de N = M(M − 1) transformaciones. Para el caso de cristales
tetragonales con seis variantes cristalinas hay un total de N = 30 transformaciones posibles,
entre conmutaciones de 90o y 180o. Cada transformación α está caracterizada por:

La deformación asociada a la transformación, cuya magnitud γα es la diferencia entre la
deformación espontánea correspondiente a las dos variantes involucradas en la transfor-
mación.

La diferencia en la polarización, Pα.

El cambio en la fracción de volumen cI de la variante cristalina I es promovido por la acti-
vación de varios sistemas α de transformación, esto se expresa de la siguiente manera:

ċI =
N∑
α=1

AIαḟα (23)

dondeAIα es una matriz poblada de -1, +1 y 0, para tener en cuenta la influencia de cada sistema
de conmutación α en la concentración de cada variante de dominio.

Se debe tener en cuenta que 0 ≤ cI ≤ 1. Si un sistema de conmutación tiende a violar esta
condición, el mismo debe desactivarse.

Siguiendo a Huber et al. (1999), los incrementos de conmutación ḟα producen incrementos
de deformación y polarización remanentes (ε̇Rij, Ṗ

R
i ), estos se determinan sumando las contribu-

ciones de todos los sistemas de conmutación activos y se expresan de la siguiente manera:

ε̇Rij =
∑
α

ḟαµαijγ
α (24)

ṖR
i =

∑
α

ḟαsαi P
α (25)

donde
µαij =

1

2

(
sαi n

α
j + sαj n

α
i

)
(26)

es el tensor unitario de orientación de Schmid, que describe corte simple en la dirección sαi en
el plano de normal unitaria nαi . Los vectores sαi y nαi están relacionados con los ejes de la red
cristalina y el tipo de anisotropı́a de la celda unitaria (Kamlah et al., 2005).
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Como explica Landis (2004), una notable diferencia entre la teorı́a de deslizamiento en plas-
ticidad y la de conmutación de dominios es que en esta última ninguna concentración puede
ser menor a cero y, al mismo tiempo, la suma de todas debe ser uno. Los incrementos de con-
mutación ḟα dependen ı́ntimamente de las concentraciones de las variantes cristalinas.

Las fracciones incrementales de volumen ḟα son las variables cinemáticas fundamentales
del proceso de conmutación. A continuación se deriva la fuerza impulsora como una fuerza
termodinámicamente conjugada de ḟα. En un balance energético entran en juego, por un lado,
la energı́a disponible, asociada a la aplicación de la tensión mecánica y campo eléctrico, y,
por otro lado, las energı́as disipadas por el movimiento de las paredes de dominios y la energı́a
electroelástica acumulada en el sólido. De esta manera, la energı́a disipada es la diferencia entre
la energı́a total suministrada y la acumulada en el sistema y se expresa con la siguiente ecuación:

ẇD = ẇ − ẇS (27)

donde ẇD es la velocidad de disipación por unidad de volumen del cristal.
La energı́a suministrada al sistema se expresa de la siguiente manera:

ẇ = σij ε̇ij + EiḊi = σij
(
ε̇Lij + ε̇Rij

)
+ Ei

(
ḊL
i + ḊR

i

)
(28)

La energı́a almacenada se expresa de la siguiente manera:

wS =
1

2

(
σijε

L
ij + EkD

L
k

)
(29)

siendo su derivada temporal,

ẇS =
1

2

(
σij ε̇

L
ij + σ̇ijε

L
ij + EkḊ

L
k + ĖkD

L
k

)
(30)

Usando las ecuaciones constitutivas,

εLij = SEijklσkl + dkijEk (31)

DL
i = diklσkl + κσikEk (32)

σij = CD
ijkl

(
εkl − εRkl

)
− hkij

(
Dk − PR

k

)
(33)

Ei = −hikl
(
εkl − εRkl

)
+ βεik

(
Dk − PR

k

)
(34)

y trabajando algebráicamente, se obtiene finalmente:

ẇS =σij ε̇
L
ij + EiḊ

L
i −

1

2
σij

(
ṠEijklσkl + ḋkijEk

)
− 1

2
Ei

(
ḋiklσkl + κ̇σikEk

)
(35)

Reemplazando las expresiones 35 y 28 en 27, se obtiene:

ẇD =σij ε̇
R
ij + EiḊ

R
i +

1

2
σij

(
ṠEijklσkl + ḋkijEk

)
+

1

2
Ei

(
ḋiklσkl + κ̇σikEk

)
(36)

Las correspondientes derivadas temporales de SEijkl, dijk y κσij se obtienen reemplazando cI

por ċI en las ecuaciones 20, 21 y 22. Introduciendo esto en la expresión 36 y teniendo en cuenta
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la ecuación 23, se obtiene finalmente la siguiente expresión para el incremento de la energı́a
disipada:

ẇD =
N∑
α=1

ḟα
[
σij

(
1

2
ε̃αij + µαijγ

α

)
+ Ei

(
1

2
D̃α
i + sαi P

α

)]
=

N∑
α=1

ḟαGα (37)

donde:
ε̃αij =

∑
I

AIα
[
s
E(I)
ijkl σkl + d

(I)
kijEk

]
(38)

D̃α
i =

∑
I

AIα
[
d

(I)
iklσkl + κ

σ(I)
ik Ek

]
(39)

Se acostumbra llamar a Gα fuerza impulsora,

Gα = σij

(
1

2
ε̃αij + µαijγ

α

)
+ Ei

(
1

2
D̃α
i + sαi P

α

)
(40)

Esta variable representa la energı́a disipada en el movimiento de las paredes de dominio, al
transformarse una unidad de volumen de cristal desde una variante a la otra, a causa de activarse
el sistema de transformación α. El sistema de transformación está potencialmente activo cuando
Gα alcanza el valor crı́tico Gα

c (Huber et al., 1999).
Para la determinación de ḟα se usa un modelo dependiente del tiempo (rate-dependent) de

tipo Perzyna,

ḟα =

{
Bα
(
Gα

Gαc

)n
si Gα ≥ Gα

c

0 si Gα < Gα
c

(41)

donde Bα es un factor de escala y n es un exponente de creep.

5.2. Implementación numérica

Para la implementación numérica del modelo microelectromecánico descripto, se usó un
algoritmo explı́cito. A partir del estado inicial dado por las concentraciones de cada variante
cristalina, se calcula la respuesta para cada incremento de carga. En cada paso de carga, se
calculan las componentes de deformación y polarización remanentes.

1. Inicialización de variables:
Asignación de valores a las concentraciones cI ;
Inicialización de las componentes de deformación y polarización remanentes.

2. Incrementación de Ei y σij (Dato).

3. Cálculo de las fuerzas impulsoras Gα (Expresión 40) y comparación con Gα
c .

4. Determinación de las fracciones incrementales ḟα (Expresión 41); de los incrementos en
las concentraciones ċI (Expresión 23); y actualización de las concentraciones cI .

5. Si las concentraciones no cumplen con la condición 0 ≤ cI ≤ 1, se anulan los sistemas
de conmutación asociados.

6. Determinación de las propiedades constitutivas, promediadas en función de cI (Expre-
siones 20, 21 y 22).

A.E. GUENNAM, B.M. LUCCIONI1848

Copyright © 2009 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



7. Cálculo de los incrementos de las componentes de deformación y polarización rema-
nentes (Expresiones 24 y 25).

8. Cálculo de las componentes de deformación y polarización totales (Expresiones 16 y 17).

5.3. Ejemplo de aplicación

Se presentan a continuación los resultados obtenidos con el modelo microelectromecánico,
correspondientes al caso de un cristal simple, con sus ejes locales x′, y′, z′ coincidentes con los
ejes coordenados globales x, y, z. Se designa con c1, c2, c3, c4, c5 y c6 a las concentraciones
de volumen de los dominos orientados en las direcciones +x, +y, +z, −x, −y y −z respec-
tivamente. Se toma como estado inicial el correspondiente al material virgen, con todas las
concentraciones iguales a 1/6 y las deformaciones y polarizaciones remanentes nulas.

Se presentan dos ejemplos de cálculo, el primero corresponde a un campo eléctrico aplicado
en dirección x3, en el segundo caso el campo eléctrico se aplica a 45o en el plano x1, x3. La
variación temporal del campo eléctrico es sinusoidal, con una amplitud de 2(MV/m) para
ambos casos.

En la tabla 3 se presentan los parámetros particulares usados en este modelo.

Parámetro Valor
Bα(s−1) 40
G90o

c (105V C/m3) 6
G180o

c (105V C/m3)
√

2G90o

c

P spon(C/m2) 0.3
P 90o

√
2P spon

P 180o 2P spon

εspon 0.002
γ90o 3εspon

γ180o 0

Tabla 3: Parámetros del modelo microelectromecánico.

Se considera un material con isotropı́a transversal cuyas propiedades electromecánicas se
detallan en la tabla 4. Las propiedades de cada variante de dominio se obtiene rotando ade-
cuadamente los tensores constitutivos.

Propiedad material Valor
Et(GPa) 61.0
Ep(GPa) 53.0
Gt(GPa) 21.0
νp 0.16
νtp 0.38
d33(10−12mV −1) 450.0
d13(10−12mV −1) -210.0
κσ(10−8F/m) 2.0

Tabla 4: Propiedades materiales.
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Figura 8: Desplazamiento eléctrico en función del campo eléctrico aplicado en dirección x3 - E90o.

La figura 8 muestra el desplazamiento eléctrico D3 en función del campo eléctrico aplicado
en la dirección x3, la figura 9 muestra la variación de concentraciones de variantes cristalinas
y la figura 10 muestra la deformación en la dirección del campo eléctrico aplicado. Como se
observa en la figura 8, al principio tiene lugar un comportamiento dieléctrico lineal, fenómeno
acompañado de deformaciones nulas (Figura 10). Esto se debe a que, como muestra la figura 9,
al principio las concentraciones de variantes de dominio no cambian y los efectos piezoeléctri-
cos se cancelan entre sı́. Aproximadamente a los 0,75(MV/m) comienzan las conmutaciones,
las variantes c6 correspondientes a la dirección opuesta a E desaparecen y conmutan a c3 que
toma el valor 1/3. En coincidencia con esto se observa el inicio de las deformaciones. Debido
a que al principio únicamente se producen conmutaciones 180o, las deformaciones remanentes
son nulas en esta etapa. Por lo tanto, las deformaciones observadas al principio sólo se deben
al acoplamiento piezoeléctrico. Luego, cuando comienzan las conmutaciones 90o se producen
deformaciones remanentes en correspondencia con el cambio en la dirección de simetrı́a tetra-
gonal. El comportamiento es similar al de plasticidad ideal debido al elevado exponente de
creep usado. En la saturación, la única variante de dominio presente es la c3, correspondiente a
los iones centrales orientados en +x3. A partir de allı́, la descarga es lineal hasta que el campo
eléctrico se anula quedando una polarización remanente de valor 0,3C/m2 (Figura 8).
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Figura 9: Evolución de las proporciones de volumen de las variantes cristalinas - E90o.
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Figura 10: Deformación en función del campo eléctrico aplicado - E90o.

Como puede observarse en la figura 10, al anularse el campo eléctrico, la deformación rema-
nente es 0,2 %.

A continuación, se presentan los resultados para el campo eléctrico a 45o. La figura 11 mues-
tra la evolución de las concentraciones en función del campo eléctrico aplicado.
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Figura 11: Proporción de volumen de las variantes cristalinas - E45o en el plano (x1, x3).

La figura 12 muestra el desplazamiento eléctrico en la dirección x3, puede observarse la
correspondencia en los saltos del desplazamiento eléctrico con las concentraciones de la figura
11. En este caso, las concentraciones de las componentes c3 y c2 toman el valor 0,5, mientras
que las demás se anulan.
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Figura 12: Desplazamiento eléctrico en función del campo eléctrico aplicado a 45o en el plano (x1, x3) - E45o.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta la implementación de dos modelos constitutivos. Uno fenomenoló-
gico y otro microelectromecánico. Con ambos se obtuvieron resultados acordes al compor-
tamiento caracterı́stico observado experimentalmente y en concordancia con trabajos de otros
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investigadores. En general, los modelos constitutivos microelectromecánicos poseen gran canti-
dad de variables internas. La incorporación de los mismos en cada punto de Gauss de un código
de elementos finitos, es posible pero sin duda demanda un considerable esfuerzo computacional.
Como solución a este problema, se formularon gran cantidad de modelos fenomenológicos, los
más populares se basan en los principios de la termodinámica irreversible y en muchos aspectos
guardan similitud con la teorı́a de plasticidad J2 para metales. Los modelos fenomenológicos
tienen menor cantidad de variables internas y por lo tanto son menos costosos computacional-
mente. Sin embargo, deben ser calibrados y ajustados para representar la realidad fı́sica. El uso
de modelos microelectromecánicos para calibrar modelos fenomenológicos representa una solu-
ción muy atrativa y un área activa de investigación. En este sentido, los experimentos numéri-
cos deben diseñarse para que los resultados puedan ser utilizados convenientemente y permitan
adquirir mayor conocimiento sobre los fenómenos materiales de interés práctico. Cuando se
trabaja con materiales compuestos, como es el caso de laminados piezoeléctricos, además de
los modelos constitutivos del material piezoeléctrico propiamente dicho, es necesario contar
con herramientas de homogenización para obtener las propiedades equivalentes del compuesto.
En este sentido resultan de gran interés, modelos que guarden una conveniente relación entre
esfuerzo computacional y precisión de resultados.
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