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Resumen.

En este trabajo se estudian algunas opciones a ser tomadas en cuenta en una formulacién por ele-
mentos finitos empleando un método de tipo level set en problemas que incluyen efectos de tension
superficial. En primer lugar, se analiza brevemente el uso de interpolantes discontinuos para la presion
(mas detalles se dan en otro trabajo presentado por los autores). Por otra parte, se propone emplear una
aproximacioén del tipo Laplace-Beltrami para la curvatura, lo cual aparece en forma natural en la for-
mulacién variacional del problema evitando definir regularizaciones para la delta de Dirac. Como se
verd, esta aproximacion también resulta ttil para introducir dngulos de contacto en los puntos triples.
Se estudian con cierto detalle diferentes posibilidades para imponer la fuerza de tensién superficial en
un problema académico y finalmente se presentan varios ejemplos numéricos en dos y tres dimensiones
espaciales, de flujos dominados por la tensién superficial involucrando deformaciones mas severas de la
interfase.
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1. INTRODUCCION

Existen varias aplicaciones fisicas e industriales en las cuales los efectos de tension super-
ficial juegan un rol importante, entre éstos encontramos por ejemplo, la formacioén de nubes de
gotas o sprays y otros problemas de flujo a superficie libre donde las escalas espaciales involu-
cradas son pequeiias. El modelado numérico de esta clase de problemas presenta varios desafios
debido esencialmente al cardcter singular de la fuerza de tensién superficial y a la discontinui-
dad que ésta introduce en el campo de presiones.

Como es bien sabido, existen basicamente dos tipos de metodologias para simular flujos que
involucran una interfase mévil: los métodos de malla movil y los métodos de malla fija. En el
primer caso, hallamos las técnicas de tipo ALE (Arbitrary—Lagrangian—Eulerian) y los métodos
puramente Lagrangianos, asi como también el método spatial-domain/space—time (DSD/ST)
introducido por Tezduyar et al. (1992a,b) con una filosofia similar a los métodos ALE, en los
cuales la interfase esta representada por los bordes de una malla mévil. En este tipo de méto-
dos, la fuerza de tension superficial aparece como una condicién a imponer sobre los bordes de
dicha malla. Por ejemplo, en Saksono y Peri¢ (2006a,b) se emplea una técnica de tipo Lagran-
giana para simular problemas estaticos y dindmicos involucrando gotas. Por otra parte, en Bellet
(2001); Dettmer et al. (2003); Dettmer y Peri¢ (2006) son estudiados diferentes problemas que
involucran efectos de tensién superficial, por medio de formulaciones de tipo ALE. Estos mé-
todos en general se consideran precisos, pero poco robustos para tratar problemas en los cuales
se observan deformaciones severas de la interfase, tal como en los problemas de coalescencia
y ruptura de gotas. Dentro de los métodos de malla fija, encontramos las técnicas de tipo Level
Set, en las cuales, la interfase estd embebida en una funcidn escalar continua definida sobre una
malla fija. En este tipo de formulaciones, que se consideran mds robustas para capturar grandes
deformaciones de la interfase, aunque menos precisas, la fuerza de tension superficial aparece
como una fuerza singular concentrada en la interfase y normal a ésta, que viene dada por

Fs :’)/Ii’ng(sg (1)

donde v es el coeficiente de tension superficial, x es la curvatura de la interfase S, ngs es la
normal unitaria a S 'y ds es la delta de Dirac superficial. Los desafios computacionales en este
caso estan relacionados esencialmente con las dos cuestiones siguientes

1 Lainterpolacién de variables discontinuas a través de S;

2 El computo efectivo de F's;

Respecto al primer punto en la lista, como es bien sabido, la presencia de fuerzas singulares,
tales como la de tension superficial, produce discontinuidades a través de S en las tensiones nor-
males. Para lograr ordenes 6ptimos de convergencia de las formulaciones numéricas empleadas,
se hace necesario mejorar el tratamiento de la presion, mediante la introduccién de mejoras en
los espacios de elementos finitos. Debe notarse que esto debe hacerse en forma dindmica dado
que la superficie se encuentra en movimiento. Algunas propuestas para mejorar el tratamien-
to de la presion pueden ser halladas en literatura (ver e.g. Belytschko et al. (2001); Chessa y
Belytschko (2003); Gross y Reusken (2007a) y referencias alli). En este trabajo se emplea un
nuevo espacio de elementos finitos que consiste en una modificacién del espacio usual P; y que
permite un tratamiento discontinuo para la presion en aquellos elementos que son cortados por
la interfase. Detalles pueden ser encontrados en otro articulo presentado por los autores (Ausas
et al., 2009). El foco principal de este articulo se encuentra en el segundo punto de la lista dada
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arriba. En varias formulaciones en la literatura, la fuerza de tension superficial es modelada en
las ecuaciones de Navier—Stokes como una fuerza de volumen mediante la introduccién de al-
guna regularizacion 05 para la delta de Dirac. Las dos formulaciones mds usuales son el método
CSF (Continuum Surface Force) debido a Brackbill et al. (1992) el método CST (Continuum
Surface Tension) debido a Chang et al. (1996). La precision de tales métodos no esta claramen-
te establecida y podria depender de parametros ajustables que aparecen en la regularizacion
escogida para ds. Luego, es necesario computar la curvatura de la interfase, sin embargo, el
computo de dicha curvatura en una formulacién de tipo level set puede presentar ciertos incon-
venientes, contrariamente a la creencia popular, ya que implica diferenciacién hasta segundo
orden de la funcién de level set que contiene la informacion geométrica de la interfase. Como
se menciona en Marchandise et al. (2007) la diferenciacién directa de la funcién de level set
no siempre resulta convergente para la curvatura, debido por ejemplo, a perturbaciones de alta
frecuencia introducidas en la funcion de level set por los procesos de reinicializacion u otras
causas. A fines de evitar estas dificultades, es necesario emplear técnicas de cuadrados minimos
(Marchandise et al., 2007; Cummins et al., 2005; Shepel y Smith, 2006), o bien alguna técnica
de regularizacion tal como se propone en Olsson et al. (2007); Tornberg y Engquist (2000). Otra
posibilidad, que es empleada en este trabajo, consiste simplemente en emplear la delta de Dirac
exacta y una representacion del tipo Laplace—Beltrami para la curvatura. Dentro del contexto
de las formulaciones Eulerianas, ésto fue primero introducido por Lafaurie et al. (1994) y més
recientemente por Ganesan et al. (2007) y Gross y Reusken (2007b). Un beneficio adicional de
esta clase de formulaciones es que la introduccién de angulos de contacto en los puntos triples
aparece en forma natural en la formulacion variacional del problema.

El resto del articulo se encuentra organizado de la siguiente forma. En primer lugar se des-
cribe el problema matemadtico y se presenta su formulacion variacional continua y discreta. Se
dan detalles sobre el tratamiento numérico para la tension superficial y se comenta brevemente
sobre el espacio de presiones discontinuas que se emplea. Luego, se presentan algunos ejemplos
numéricos de flujos dominados por la tension superficial, en dos y tres dimensiones espaciales.
Al final se esbozan algunas conclusiones.

2. FORMULACION CONTINUA DEL PROBLEMA

Consideramos el problema de dos fluidos inmiscibles separados por una interfase material S
en un dominio @ C R? (d = 2 6 3). Suponemos que el dominio € estd dividido en subdominios
disjuntos €2; y € por una curva S, la cual puede ser cerrada, es decir, pudiéra ocurrir que
00 NS # ) (ver figura 1). Luego, al tiempo ¢ se tiene

Q=) UD), SE) =) N %)

En este trabajo se estudian problemas gobernados por las ecuaciones de Navier—Stokes incom-
presibles en presencia de fuerzas singulares tales como la de tension superficial. Las ecuaciones
de gobierno pueden ser escritas como sigue

p(Ou+u-Vu) — uV?*u+Vp = pg+ Fs,
(2)
V-u = 0,

donde u es el campo de velocidades, p el campo de presiones, g una fuerza de volumen y
F's la fuerza de tension superficial definida en (1). En este trabajo se considera la condicion
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D(t) — oz, t) <0

S(t) — ¢(x,t) =0

o
O oY)

|
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Figura 1: Dominio computacional {2 e interfase S. Se indican los vectores usados para la condicién de contorno
GNBC.

de contorno GNBC (Generalized Navier Boundary Condition) sobre 0f2, la cual siguiendo a
Gerbeau y Lelievre (2008) resulta

(u—uy,)-n = 0
3)

Blu—wy) 7T +on-7+7(m-tog —costy) toq - 7dss, = 0

para cualquier vector 7 tangente a 0€2. En (3), u,, es la velocidad de la pared, (3 el coeficiente
de slip, tyq es un vector tangente a 92 y normal a S 'y 6, es el angulo de contacto estético. (ver
figura 1). Por un lado, la primer condicién en (3) es estandar e indica simplemente la no pene-
tracion del fluido. Ademads se considerara que u,, - oo = 0. Por otro lado, la segunda condicién
incorpora la diferencia entre el dngulo de contacto dindmico y el dngulo de contacto estatico.
Obviamente esta contribucién desaparece cuando OS = (). En este caso, debe notarse que para
valores muy grandes de (3, lo cual ocurre en la mayoria de las aplicaciones, esta condicién de
contorno se reduce a la condicion clédsica de no deslizamiento. Sin embargo, cuando 0S # () se
hace necesario tomar en cuenta (3) para evitar la contradiccion de tener una linea de contacto
que debe moverse, con la condicién de no deslizamiento (i.e. la linea de contacto se quedaria
pegada a la pared).

Continuando con la descripcion del problema, resulta claro que las propiedades materiales son
en general discontinuas en S, es decir, la densidad y viscosidad de los fluidos deben ser compu-
tadas de acuerdo a

(ph,u/l) si x € Ql
(p(x,t), p(x, 1)) = (4)
(pa, p2) si @ € Qy

Finalmente, las ecs. (2) deben ser suplementadas con las siguientes condiciones de acoplamien-
to en la interfase

[uls = 0, (5)
[T-m|s = Fs, (6)
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donde [-]s denota el salto de una cantidad a través de S. En este caso, la condicién (6) puede ser
escrita alternativamente de la siguiente forma

Duur,
[—P+2M8Ln]s — ks, (7)

En este trabajo se considera una formulacién de tipo level set para representar la interfase ma-
terial. Como es bien sabido, en esta clase de formulaciones, la interfase se encuentra embebida
en una funcién escalar continua ¢ definida en todo el dominio y cuya superficie de nivel cero
representa a S(t), es decir

S(t) = {xz € R?s.t. ¢(w,t) =0} . (8)

La funcién de level set ¢ es advectada por el campo de velocidades u de acuerdo a la siguiente
ecuacion de transporte

o +u-Vo=0. 9)

No es dificil demostrar que en esta clase de formulaciones, las condiciones de acoplamiento en
la interfase (5) y (6) se satisfacen en forma automatica.

Una de las ventajas que hacen atractivo al método de level set, es que ciertas propiedades geo-
métricas de la interfase pueden ser computadas en forma directa a partir de la funcién ¢ como
sigue

Vo(x)
Si bien la funcién ¢ se encuentra definida en todo el dominio, estas cantidades tienen significado
fisico s6lo para aquellos puntos x pertenecientes a la interfase S. Como se menciond, a simple
vista puede parecer simple el calculo de dichas propiedades geométricas, sin embargo, surgen
ciertas complicaciones en el caso discreto, especialmente para el computo de la curvatura, lo
cual de acuerdo a (10) implica diferenciar hasta segundo orden la funcién de level set. Més
adelante en el trabajo se comenta sobre esta cuestion.

3. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA

En esta seccion se presenta la forma variacional continua y discreta del problema y se discu-
ten los detalles relacionados con el tratamiento de la fuerza debido a la tensién superficial, que
es el principal objetivo del trabajo.

Sean V, Q y W espacios funcionales para los campos de velocidad, presién y funcién de level
set respectivamente. Entonces, la forma débil del problema de dos fluidos se escribe como sigue

Hallar (u,p,$) € V x Q@ x W x (0,T) tal que
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/p(@tu—l—u'Vu—g)-'vdm—l—/Z,uvsu:V'vd:c—/ on-vds—
Q Q o9

—/pv-vd:c+f5(v):0
Q
(11)

/qV~udw:O

Q

/(8t¢+u-v¢)~wdw—0
Q

V(v,q,w) € V x Q x W. Respecto a la ecuacién (11), ndtese que por claridad, el residuo
variacional ha sido dividido en tres partes, claramente asociadas a la ecuaciéon de momento y
condicion de incompresibilidad (2) y a la ecuacién de level set (9). En segundo lugar, la densidad
p y viscosidad p, deben ser computadas segun (4), lo cual depende de la funcién de level set
como sigue

(/017M1) Si ¢(wat) > O
(p(mvt)7ﬂ(m7t)) = (12)
(P2, p2) si ¢(x,t) <0

Finalmente, fs(v) representa la forma variacional de la contribucion debido a la tension super-
ficial, la cual se discutird luego con més detalle. En lo que sigue el simbolo dx en todas las
integrales serd omitido por brevedad.

El siguiente paso consiste en la discretizacion temporal del problema, para lo cual se emplea
una regla trapezoidal, resultando la siguiente forma semidiscreta de (11)

Hallar (uw™ ™, p" ") € V x Q x W tal que

/gu~vdw+/2uvsu”+9:Vvdw—/ o"Mh - vds —
Q 0 o)

—/p”HV cvdx + il (v) =0
Q

(13)
/qV~u"+1dw:0
Q
nt+l _ in
/ (—¢ Pt V¢"+9) cw dz =0
Q ot
V(v,q,w) €V x Q x W.
donde 4t es el paso de tiempo, el pardametro 6 € [0, 1] y G,, viene dado por
n+l _ ,n
g'u, =p (% + un—l—@ . Vun+a _ gn—i-l) (14)
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3.1. Formulacién Variacional Discreta y términos de estabilizacion

La formulacion discreta se sigue de (13) empleando el método de Galerkin. EI método de
estabilizacion empleado en este trabajo, es el método ASGS (Algebraic subgrid Scale) el cual
puede ser consultado por ejemplo en Codina (2001). En primer lugar, para simplificar la nota-
cion se introduce el producto escalar estdndard en L?(€2), denotado por (-, -). Luego, sea 7,
una particion de elementos finitos de 2, la cual no necesariamente conforma con la interfase
discreta Sy, es decir, la interfase Sy, puede atravesar los elementos de la particién. Ahora, si Vj,
Q9 y W, son la contraparte discreta de los espacios de velocidad, presion y level set respectiva-
mente, entonces, la formulacién variacional discreta del problema, incluyendo los términos de
estabilizacion para el método ASGS viene dada por

Hallar (u; ™', pitt ¢t € Vy x Q) x W), tal que

(guhavh) (QIUVS n+0 V’Uh) . (o-hﬁha'vh) (th Vv )+fn+95( )

+ Z guh + an+17 Cup ’u/tha V'Uh + Cesth)K =0 (15)
KeT,

(an. V-up ™)+ Y (0 Voup™ Vv =0 (16)

KeTy,

S (Gorwn + TRUpT V) =0 (17)
KeTy,

V(”h»(lh,wh) €V, X Qh X Wh,.
donde G,,, es la forma discreta de G,, dado en (14) y el término G, viene dado por
G, — On —
o5t

donde las constantes de estabilizacion por elemento vienen dadas por

+up™ V[0 e+ (1-0) ¢p], (18)

-1
|wh]o0, i
Tk = —2 R O = 20+ plun|oo,xhirc, (19)
hie hg
con hy el didmetro del elemento K, || i €l supremo de la norma de la velocidad en K y
c1 'y co constantes que para el caso de elementos lineales se toman iguales a 4 y 2 respectiva-
mente. Luego, ¢, y c.s son factores algoritmicos de upwind y de estabilizacién para lograr una

convergencia 6ptima del método numérico en cada caso particular.

3.2. Tratamiento de la Tension Superficial

El foco principal de este articulo estd relacionado con el tratamiento de la fuerza debido a la
tension superficial en formulaciones de elementos finitos que emplean un esquema de tipo level
set para discretizar la interfase.

Se pueden hallar en la literatura dos tipos de tratamientos para la contribucion debido a la ten-
sién superficial fs, (v). Uno de los métodos mas populares, consiste simplemente en el cémputo
de la curvatura de la interfase y la utilizacién de una delta de Dirac regularizada alrededor de la
misma como sigue
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fs,(vn) =7~ /Q 05 Ky np, - vy, dx (20)
(la dependencia temporal se ha omitido por simplicidad). Debe notarse que la integral es efec-
tuada sobre todo el dominio computacional 2 y que el coeficiente de tension superficial se ha
asumido constante. En (20), 65 es la forma regularizada de la delta de Dirac. En la literatura se
da especial atencion a la cuestion de elegir apropiadamente d5, como puede ser consultado en
Marchandise et al. (2007); Kothe et al. (96-0859); Williams et al. (1999) y otras referencias que
pueden ser alli encontradas. En este caso, la curvatura es computada de acuerdo a

Von

wie) == (15) ey
la cual estd definida Va € 2. Como se menciond en la introduccion, el computo de la curvatura
K, puede resultar problemaético, ya que implica diferenciacion hasta segundo orden de la funcion
de level set, con lo cual, se hace necesario emplear procedimientos de suavizado y/o regulariza-
cién. De hecho, el computo de de x;, debe ser efectuado en dos pasos si se emplean elementos
lineales para la funcién de level set, ya que primero debe computarse n;, = V¢/||V¢||, que serd
constante por elemento, luego computar 1In;, la proyeccién de n;, sobre VW, para finalmente
computar k;, = —V - [In;. Una segundo método que puede ser también hallado en la literatura
y se adopta en este trabajo, consiste en utilizar la delta de Dirac exacta

fs,(vn) =7 / K M - v ds (22)
Sh

y luego emplear una aproximacion del tipo Laplace—Beltrami para la curvatura, tal como se
explica a continuacién. Debe notarse en este caso, que la integral es realizada sobre S;, y que
Kp Y Ty, son propiedades intrinsecas de la interfase Sy,.

Aproximacion de Laplace-Beltrami para

En el primer lugar, se introducen algunas definiciones y notacidn. (todos los detalles pueden
ser encontrados en Ganesan et al. (2007); Gilbarg y Trudinger (1983)).
Para una funcién ¢ : 2 — R definimos su derivada tangencial V1 a lo largo de la interfase S
como

Vo =V — (n-ViY)n (23)
donde V1) es el gradiente usual de 1) en R?. Si bien, ¢ (asi como V1)) estdn definidos para todo

x en (), se puede demostrar que los valores de V1) dependen sélo de la restriccion de ¢ a S.
Ahora, podemos escribir alternativamente (23) como

Vb = 0:i(¥) e; (24)

donde e; es el i—ésimo vector de la base canénica en R¢ y §;(¢)) estd dada por
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0 0
0i(¢) = (ax, - ni”j%) (¥) (25)
i j

En este punto, podemos introducir el operador de Laplace-Beltrami A, que estd definido como

A(Y) = 6;(0:(v)) (26)

Luego, para una funcién vectorial W, la férmula (26) es aplicada componente a componente,
ie.

A continuacién usamos la siguiente identidad

Ry My, = Asidgh (28)

donde ids, : S, — R¢ es la identidad sobre Sy, i.e. ids, = x. Si, multiplicamos luego por una
funcién de prueba v;, a ambos lados de (28), y luego se integra, obtenemos

/ Kp My, - Uy, ds = / Agidg, - vy, ds (29)
Sh Sh

lo cual, luego de integracidn por partes, resulta en el siguiente resultado de importancia

/ Kp My, - Uy, ds = —/ Viids, : Vsvy, ds + m - vy dl 30)
Sh Sh ash

donde m es un vector que es tangente a S, y ortogonal a 9S},. Luego, el primer término en (30)
puede ser alternativamente escrito como sigue

Viids, : Vv, ds = / (I —n,®ny): Vo, ds (31)

Sh Sh

Debe notarse que para computar la contribucion de la tension superficial, en este caso no es
necesaria la diferenciacion hasta segundo orden de la funcién de level set o ninguna proyeccion,
como en el caso anterior. Ademads, el computo se hace muy simple, ya que el integrando en (31)
es constante por elemento (recordar que ¢ es interpolada linealmente en cada elemento), con lo
cual, (31) toma la siguiente forma

fSh(vh) = Z ’}// (]I —ny K ’I’Lh) . Vvh ds = Z Y (H — nhK & 'I’I,hK> . V’Uh fsh(K) (32)
Kek /Sn(K) Kek

donde nhK es el vector normal a Sy, (K), la restriccién de Sy, dentro del elemento K, es decir
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K Vo

’I’Lh:

IVl

que de hecho toma el mismo valor constante en todo el elemento. En (32) /s, (k) denota la
medida de S;,(K), la cual estd simplemente dada por

KS;L(K) = / ds (34)
Sp(K)

Finalmente, combinando el tercer término en (15) con el lado derecho de (30) y tomando en
cuenta las condicion GNBC dada en (3), se puede escribir

(33)

Sh(K)

/ O'hﬁh"l)hdS—F"}/ m-vhdl:
1)9) oSy,

-0 (u — uy) vy ds+ 7/ cos Oty - vy, dl (35)
80 a8

la cual resulta de facil implementacién en cédigos de elementos finitos y permite incluir de
manera natural la condiciones de contorno apropiadas en los puntos de contacto.

3.3. Comentarios adicionales sobre la formulacion numérica

Antes de pasar a los resultados numéricos, conviene comentar sobre otros detalles involucrados
en la formulacién numérica del problema.

En primer lugar, los espacios de elementos finitos V;, O, y W), para la velocidad, la pre-

sién y la funcién de level set, estan conformados por funciones lineales, aunque debe hacerse
una salvedad en el caso del espacio Q. En este caso, para capturar la discontinuidad en la
presion debido a la presencia de la tension superficial, se propone modificar las funciones de
base usuales P; solo en aquellos elementos que son atravesados por la interfase. Esta modifi-
cacion obviamente debe ser efectuada en forma dindmica dado que la interfase se encuentra en
movimiento. Los detalles sobre el nuevo espacio de presiones asi originado son presentados en
otro articulo de los autores, aqui simplemente se muestra en el caso bidimensional como lucen
tipicamente las funciones de forma en un elemento que es atrevasado por la interfase (ver figura
2). Debe notarse que, dado que la funcién de level set ¢ es lineal por elemento, la interfase
estd conformada por un segmento de recta. En la figura se puede también observar que a fines
de capturar la discontinuidad existente, tanto en la presiéon como en las propiedades materiales
(densidad y viscosidad), es necesario integrar exactamente en los elementos de interfase, y por
lo tanto modificar la cuadratura utilizada de acuerdo a la posicidn de la misma. Finalmente, cabe
mencionar, que en los casos donde sea necesario, se empleard en forma periddica un esquema
de reinicializacién presentado anteriormente (ver Mut et al. (2006); Ausas et al. (2008)), para
mantener la distorsion de la funcién de level set bajo control.
El sistema no lineal obtenido es resuelto mediante un esquema de Newton—Raphson con cdmpu-
to exacto del Jacobiano, excepto para aquellas contribuciones que involucran diferenciacién con
respecto a la funcion de level set en los elementos cortados por la interfase, donde se efectia di-
ferenciacion numérica. A su vez, los sistemas lineales en cada iteracion son resueltos empleando
un método directo en problemas con menos de 10° incégnitas, mientras que para problemas de
mayor tamafio, un método GMRES con precondicionamiento ASM con descomposiciéon LU
incompleta por bloques, empleando las bibliotecas Petsc (Balay et al., 2003).
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Figura 2: Funciones de forma para el nuevo espacio de presiones en el caso bidimensional

4. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccidn se presentan varios ejemplos numéricos en dos y tres dimensiones espaciales.
Los pardmetros relevantes para caracterizar algunos de los problemas a estudiar son el niimero
de Reynolds (e = p;—[fd), el nimero de Weber (We = plTUQd) y el cociente de densidades (r, =
p1/p2) y de viscosidades (r, = fu1/p2). Otros pardmetros de importancia son el nimero de
Laplace (La = ypd/u*) y el nimero de capilaridad (Ca = Uy /7). En primer lugar se estudian
algunos problemas académicos y se comparan resultados con otros hallados en la literatura.
Luego se estudia el problema de una gota apoyada sobre una superficie para evaluar la condicion
GNBC vy finalmente algunos problemas que involucran deformaciones mas importantes de la
interfase. En todos los casos, los valores de los pardmetros materiales que de dan pueden ser
interpretados en cualquier sistema consistente de unidades. En varios de los casos presentados,
la eleccion de los parametros es realizada para reproducir exactamente las condiciones en otros
trabajos hallados en la literatura.

4.1. Un problema académico

El problema més simple para investigar consiste en una burbuja circular inmersa en un fluido.
En este problema clasico (originalmente propuesto por Popinet y Zaleski (1999)), la solucién
exacta corresponde a un campo de velocidades idénticamente nulo y un campo de presiones con
una discontinuidad en la interfase, que de acuerdo a la ley de Young-Laplace es proporcional al
coeficiente de tension superficial y a la curvatura, i.e. la velocidad viene dada por

u=0 (36)
y el campo de presiones por

/RO [le|] < R
p= (37)
0 i |jz|| >R

con R el radio de la burbuja (= 1/k) y donde el salto de presién en la interfase queda expresado
como
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Debido a los errores de discretizacion inherentes al método numérico, se desarrollan velocida-
des espurias cerca de la interfase, que contaminan la solucién y posiblemente alteren la ubica-
cioén de la interfase en alguna medida. En lo que sigue se emplea el espacio de presiones antes
descripto. En este tipo de problemas, un correcto tratamiento de la presion es esencial para
minimizar estas corrientes espurias. Esto se ilustra en la figura 3 donde se muestra el campo
de velocidades para una burbuja, empleando el espacio de presiones discontinuas (izquierda)
y el espacio usual de funciones continuas P; (derecha) (nétese la escala de los vectores en ca-
da caso). Para continuar con el problema, se ubica una burbuja circular de didmetro d = 2
en un dominio cuadrado de lado L. = 4. La viscosidad i y densidad p son ambas iguales a
1, la fuerza de gravedad es despreciada y el coeficiente de tension superficial se hace igual a
100, de tal forma que el valor del numero de Laplace resulte igual a 200. Los pardmetros son
asi escogidos para comparar resultados exactamente bajo las mismas condiciones que en otros
trabajos hallados en la literatura. En todas las paredes del dominio se consideran condiciones
de deslizamiento. Los parametros de estabilizacion c., and ¢, se toman iguales a 0,05y 0,1
respectivamente. En este caso no se emplea el esquema de reinicializacioén. La idea consiste en
investigar el comportamiento de las corrientes espurias como funcion del espaciado de malla
h (= L/N). En la Tabla 1 presentamos el valor del nimero de capilaridad C'a para diferentes
resoluciones y comparamos los resultados con aquellos en Marchandise et al. (2007). Debe des-
tacarse que el nimero de capilaridad es medido luego de 250 unidades de tiempo caracteristico
(ts = du/7) considerando el maximo valor del médulo de la velocidad U en el dominio. Para
todos los casos, se ha usado un paso de tiempo 6t = 0,01. Como se observa en la tabla, las
corrientes espurias o pardsitas son bastante pequefias tomando en cuenta el elevado valor para
el coeficiente de tension superficial considerado.

JE—

0.00005 0.0026

Figura 3: Moddulo de la velocidad para una burbuja inmersa en un fluido. Notar la escala de los vectores en
cada gréfico. Izquierda: espacio de presiones discontinuas (maximo=0,00005, rojo). Derecha: espacio usual P;
(méaximo=0,0028, rojo). El minimo en ambos casos corresponde al valor 0 en azul.

En la Tabla 1 se puede apreciar que el método propuesto en Marchandise et al. (2007) y el pro-
puesto en este trabajo poseen ordenes de convergencia similares para el maximo de las corrien-
tes espurias.
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Tabla 1: Numero de capilaridad C'a luego de 250 unidades de tiempo para diferentes resoluciones de malla y para
un nimero de Laplace La = 200.

h | Este trabajo | Marchandise et al. (2007)
L/30 | 4,09 107° 1,2910~%
L/60 | 3,73 1075 6,43 107°
L/120 | 1,50 107° 3,18 107°
L/240 | 4,98 106 1,12107°

Un segundo test consiste en el computo del niimero de capilaridad C'a para diferentes valores
del numero de Laplace La para una resolucion de malla fija. En este caso, comparamos resulta-
dos con aquellos de Marchandise et al. (2007), Popinet y Zaleski (1999) y Shin y Juric (2002).
Se considera un espaciado h igual a L/32. En Lafaurie et al. (1994) se sugiere que las corrientes
espurias deben ser proporcionales a v/, lo cual es equivalente a tener un valor C'a esencial-
mente constante como se indica en la Tabla 2. En este caso se varia el coeficiente de tension
superficial  para lograr los diferentes valores de La.

Tabla 2: Numero de capilaridad C'a luego de 250 unidades de tiempo caracteristicas para diferentes valores del
nimero de Laplace La. Resolucién h = L/32.

La = ypd/ 11> 12 120 1200 12000
Ca=Up/v

Este trabajo | 1,03107* | 1,03107* | 1,0310~* | 1,02 10~*
Marchandise et al. (2007) | 8,51 1075 | 8,62 107° | 8,59107° | 8,31 107°
Popinet y Zaleski (1999) | 8,50 107 | 6,76 1075 | 5,71 1076 | 5,99 106
Shin y Juric (2002) | 2,18 107 | 2,18 107° | 2,18 1076 | 2,22 107°

Antes de dejar los ejemplos académicos, resulta instructivo analizar las soluciones obtenidas
para el problema de la burbuja, empleando diferentes opciones en el computo especifico de
la tension superficial. Para simplificar el andlisis, se considera una densidad despreciable e
igual para ambos fluidos y se deja fija la interfase, es decir, se suprime el transporte. Ahora
consideramos las siguientes posibilidades

Op, Aplicar la fuerza del problema exacto directamente;
Op, Aplicar el operador de Laplace—Beltrami;

Obviamente, la primera opcion solo puede ser utilizada en un problema académico como el que
nos ocupa, donde se conoce el valor de dicha fuerza (= % f s, Te - vpds). La segunda opcién es
la que se empled anteriormente. A su vez, vamos a evaluar también, cudl es el efecto de detectar
la interfase S;, en forma exacta, es decir, buscando los segmentos de recta en cada elemento,
que pasan por las intersecciones que corresponden a un circulo exacto, o bien, simplemente
interpolando la funcién de level set linealmente. Luego, la posibilidad de tomar una normal
constante por elemento o bien la normal exacta a un circulo, que varia punto a punto a lo largo
de la interfase, deben ser consideradas también. Los resultados se resumen en la Tabla 3

En Ia tabla se observa que el valor de C'a (o lo que es equivalente, el maximo de las corrientes
espurias) es despreciable cuando se considera una fuerza constante e igual en cada elemento, lo
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Tabla 3: Nimero de capilaridad C'a considerando las diferentes opciones para el cémputo de la tensién superficial
en el problema académico de la burbuja.

Opcién | Normal Exacta n’ (x) | Normal Exacta n’* = cte | Normal Lineal nf’ = cte
1 0.000192 ~10-1 ~10-1
2 0,000260 0,000284 0,002168

cual de hecho se cumple para cualquier poligonal cerrada, pues en ese caso la solucién exacta
del problema pertenece al espacio discreto empleado. En el resto de los casos, los desbalances
producidos en el computo de las fuerzas interfaciales, debido a las aproximaciones realizadas,
originan velocidades espurias. El peor resultado corresponde al caso en que se hace la detec-
ciéon empleando interpolantes lineales y el operador de Laplace—Beltrami y el mejor resultado
corresponde al caso en que se emplea un segmento de recta que pasa por las intersecciones
correspondientes a un circulo exacto. Resultados numéricamente similares a éste dltimo se ob-
tienen empleando interpolantes cuadraticos para la funcion de level set en lugar de la deteccion
exacta, la cual obviamente no es siempre posible.

4.2. Gotas sobre una superficie

En este ejemplo numérico se estudia la utilizacion de la condicién de contorno GNBC antes
explicada. Para ello, se considera el problema de una gota de liquido de densidad p; = 1y
viscosidad p; = 1, apoyada sobre una superficie en la cual se impone el dngulo de contacto
estatico #,. La condicidn inicial, corresponde a un semicirculo de radio R = 0,125, centrado
en [0,5, 0] en el dominio computacional [0, 1] x [0, 0,25]. En este caso, se utilizan los siguientes
parametros materiales y numéricos

y=1, 7,=100, r,=100, f=1

5t = 0,001, ces =0,05, cyp=0,1

La reinicializacion es aplicada cada 20 pasos de tiempo, aunque en este tipo de problemas no
es mandatorio utilizarla, dado que la deformacion de la interfase no és severa. Se considera
condicion de libre deslizamiento en el resto de las paredes, donde 0S;, = 0. En la figura 4
se muestran los resultados considerando dos valores para el dngulo de contacto. En la parte
superior se muestra la evolucion temporal hacia el estacionario, cuando el dngulo de contacto
6, = 45° y en la parte inferior cuando ¢, = 135°, medidos como se indican en la figura. En am-
bos casos, la gota esencialmente permanece centrada en su posicion original, pero por claridad
se han apartado en el grafico las formas correspondientes a diferentes tiempos mostrados en la
figura.

4.3. Burbuja ascendente hacia un superficie

Este ejemplo consiste de una burbuja que asciende bajo la accion de la gravedad inmersa en
un fluido de densidad p; = 1000 hacia una superficie libre. En este caso se quiere estudiar el
fendmeno de ruptura cuando la burbuja alcanza la superficie. Inicialmente se ubica una burbuja
circular de didmetro d igual a 0,01, centrada en (0,02, 0,025) en la caja rectangular [0, 0,04] x
[0, 0,06], con la superficie libre horizontal a una distancia de 0,032 medida desde el fondo del
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0, = 45°
t=0,2 t=1
F—0 t=0,05 ) -
l// \
| \ ) N 45°
0, = 135°
t=0 t=10,05
t=0,2 =1

Figura 4: Evolucién de una gota apoyada sobre una superficie para estudiar la condicién GNBC. Arriba se impone
un dngulo de contacto f, = 45° y abajo se impone 6, = 135°.

dominio, el cual es discretizado con una malla no estructurada con cerca de 28000 tridngulos y
refinada en una banda alrededor de la posicién inicial de la superficie libre.
Los siguientes pardmetros son considerados para la simulacion

Y= 0717 y Tp = 1007 Ty = 100

We =10, Re=10

donde el numero de Reynolds Re es computado empleando una velocidad de referencia igual
a v/gd. El liquido empleado en este caso puede considerarse similar al agua aunque con un
coeficiente de tension superficial algo superior.

La burbuja asciende mientras se deforma ella misma y a la superficie libre y a un dado tiempo
(t =~ 0,06) se produce la ruptura. Como resultado, queda una pequefia gota que luego cae a la
superficie. (ver figura 5). Justo en el instante de la ruptura, las escalas de tiempo del problema
se hacen muy pequeias con lo cual es necesario reducir el paso de tiempo, ain empleando
esquemas implicitos. Durante la mayor parte de la simulacién el paso de tiempo empleado es
~ 1,7 1074, que luego es reducido a ~ 8,3 1075 para capturar la ruptura.

4.4. Burbujas ascendentes en 3D

En este problema se estudia el ascenso de dos burbujas inmersas en un fluido de densidad
p1 = 1y viscosidad p; = 0,1. El didmetro de las burbujas se toma igual a 1 en ambos casos. Las
mismas ascienden bajo la accién de un campo gravitatorio en el dominio computacional €2 =
[0, 3] x [0, 3] x [0, 4], el cual es discretizado con una malla de 885000 tetrahedros. Inicialmente,
las burbujas son ubicadas en las posiciones [1,5,1,5,2,25] y [1,5, 1,75, 1] respectivamente, es
decir, las mismas no se encuentran alineadas. Luego, se utilizan los siguientes pardmetros para
la simulacién propuestos en Marchandise et al. (2007)

Copyright © 2009 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1386 R.F. AUSAS, G.C. BUSCAGLIA, E.A. DARI

t=0 t=0.0265 1=0.053 t=0.061

t=0.069 t=0.079 t=0.110 1=0.136

Figura 5: Evolucién de la burbuja ascendente hacia una superficie libre para observar el fenémeno de ruptura.

v =10,2, r, =25, r,=20,

0t =0,001, c.s=0,05, ¢, =0,1

En la figura 6 se muestran los resultados a diferentes tiempos. Como se puede observar, la
burbuja inferior comienza a penetrar en la cavidad que se forma en la burbuja superior. Los
resultados muestran gran similitud con los presentados en Marchandise et al. (2007). En este
caso, no tiene sentido continuar la simulaciéon mads alla del tiempo mostrado en la figura, debido
a que con la resolucion empleada no se pueden capturar las importantes deformaciones que
sufre la interfase especialmente en la parte inferior de las burbujas.

S. CONCLUSIONES

En este trabajo se estudian diversas cuestiones relacionadas con el tratamiento de la fuerza
de tension superficial en formulaciones de elementos finitos donde se emplea el método de level
set para el seguimiento de una interfase movil. En primer lugar se formula el problema mate-
matico completo y su discretizacion por el método de elementos finitos. La tension superficial
se incluye mediante una aproximacion del tipo Laplace—Beltrami para la curvatura con lo cual
se puede imponer en forma natural la condicion de contorno GNBC para el tratamiento de la
linea de contacto. Se estudi6 el problema académico de una burbuja inmersa en un fluido y se
compararon los resultados numéricos con otros hallados en la literatura. En este caso particu-
lar se muestra que el numero de capilaridad se mantiene esencialmente constante considerando
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Figura 6: Evolucion de las dos burbujas ascendentes. Las soluciones a diferentes tiempos son apartadas entre si
por claridad.

diferentes valores del numero de Laplace. Para este problema académico, se analizaron ademas
varias formas de imponer la fuerza de tension superficial y detectar la interfase. De esta forma es
posible apreciar como el desbalance de fuerzas en una poligonal cerrada da origen a velocida-
des espurias de diferente magnitud segtin la forma en que se computa la tensién superficial. La
formulacién numérica presentada es luego empleada para resolver varios problemas hallados en
la literatura. Por un lado se estudi6 el problema del dngulo de contacto para una gota apoyada
sobre una superficie, para mostrar el efecto de la condicion GNBC, la cual es de simple imple-
mentacion. Finalmente se mostraron resultados numéricos involucrando deformaciones severas
de la interfase.
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