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RESUMO

Um modelo vort1c1dade—fung§o de corrente, baseado em variaveis de
similaridade, & utilizado na 1ntegragao inversa das equagoes da camada
limite antes, durante e apos a separagao. Essa formulagao, alem de eli
minar das equagoes de governo o desconhecido campo de pressoes, assegu
ra uma transxgao numeérica simplificada do metodo direto para o inverso.
Outra caracteristica do modelo & a obtengao de uma relagao simples en
tre a fungao de corrente e a espessura de deslocamento prescrita para a
regiao separada. O processo numérico selecionado € o Método Caixa de
Keller, que & implicito, incondicionalmente estavel e com uma acuracia
de segunda ordem. 0 modelo & aplicado com sucesso aos casos-teste de
Carter, considerados por Cebeci et. al. como os testes mais severos da
literatura.

ABSTRACT

A vorticity-stream function, based on similarity variables, is
used for the inverse integration of the boundary-layer equations for
either separated flows or flows before separation. This formulation
eliminates the unknown pressure distribution from the governing
equations and ensures a simplified numerical tramsition from the direct
to the inverse mode. Another feature of the model is the establishment
of simple relationship between the stream function and the prescribed
displacement thickness for the separated region. The adopted numerical
procedure is the Keller Box Method, which is implicit, unconditionally
stable and second order accurate. The model is applied with success to
the test cases proposed by Carter, considered by Cebeci et. al. as the
most severe teste available on the literature.
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1. INTRODUGAO

Desde o estudo plonexro de Goldstein [1] sobre a separagao da_cama-
da limite 1ncompre551ve1 plana e laminar, varios pesquisadores vem se
dedlcando a ana11se desse complexo fenameno 0 metodo classico de inte
gragao das equagoes da camada limite, conhecido como problema direto, so
fre a influencia do comportamento singular constatado por Goldstein e
nao consegue ultrapassar o ponto de descolamento.

Ha cérca de duas decadas, Catherall e Mangler [2] descobriram que
e poss1ve1 a remogao de s1ngu1ar1dade do tipo raiz quadrada, no ponto de
separagao, efetuando uma 1ntegragao regular das equagoes da camada limi
te, pela consideragao de 1nteragoes visco-inviscidas. Esse enfoque, qg
nhecido hoje como o problema inverso da camada limite consiste da
adogao de_um suposto perfil de espessura de deslocamento [4 5, 6, 7, 8,
9, 10, 11] ou da tensao de cisalhamento [3 4, 5, 12, 13] e da avaliagao
do campo de pressao correspondente.

A grande vantagem relacionada com a simplicidade das equagoes da ca
mada limite pode ser comprometlda pelo uso de uma equagao parabol1ca pa
ra estudar a regiao de separagao. Esta, de carater sabidamente elitico, &
caracterizada pela existencia de uma regiao de cxrculagao, onde os efe1
tos se propagam a montante. Entretanto, quando essa bolha recirculante e
pequena, torna-se possivel e11m1nar a fonte de problemas supondo o termo
convectivo u Ju/3x, na equagao da quant1dade de movimento, nulo sempre
que u for negativo. Este procedimento & conhecido como a aproximagao de
Rayhner e Flugge-Lotz [14

Neste trabalho, & proposto um modelo com variaveis de similaridade
para resolver numericamente escoamento planos antes, durante e apos are
giao de separagao. Uma vantagem obvia desse tratamento e a transigao sxm
plificada do metodo numerlco direto _para o indireto, uma vez que nenhuma
transformagao de varxavels € necessaria. Uma formulagao vorticidade-fun-
¢ac de corrente e ut1112ada ara eliminar das equagoes de governo o des
conhecido campo de pressoes 9].

0 procedimento numerico adotado, conhecido como o Metodo Caixa de
Keller |15 tem sido largamente empregado em problemas do tipo camada
limite. Suas propriedades de realce sao velocidade, estabilidade e acura
cia.

0 modelo plano & aplicado com sucesso aos casos-teste propostos por
Carter [4] que, segundo Cebeci et. al. [7 parecem ser os testes mais
severos para um metodo inverso, uma vez con51deram espessuras de desloca
mento com grandes gradientes.

2. FORMULAGAO ANALITICA

As equagoes da camada limite para um fluldo incompressivel em escoa
mento plano, laminar ¢ em regime permanente sao:

du _ av

35 F 3y =0 1)
du, v, _Lldp, 2%
8 u 3 + v 3y 5 Ix +~v5;7 (2)
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onde u e v sao os componentes do vetor velocidade nas d1regoes das coor-
denadas Cartesianas x e y, respect1vamente. 0 campo de _pressoes e repre
sentado por p(x) e a v1scosxdade cinematica por\) . 0 parametro de Rayhner
e Flugge—Lotz [14] e, e nulo no interior da reglao onde u e negat1vo.Fo
ra dessa regiao, 6 & unitario e as usuais equagoes da camada limite sao
recuperadas.

A pressao nao conhecida p(x) € eliminada das equagdes de governo pe
la dlferencxagao da equagdo da quant1dade de movimento (2) em relagao a
y. Alem da vantagem de eliminar da 1ntegragao aquela variavel desconheci
da, esse enfoque permite a construgao, do modelo vorticidade-fungao de
corrente. Outro objetivo, @ estabelecer um relacionamento simples entre a
fungao de corrente e a espessura de deslocamento prescrita e, conseqien-
temente, simplificar as condigoes de contorno externas.

A 1nttodugao da vorticidade aproximada da camada limite, w(x,y), e
da fungao de corrente, Y(x,y), definidas por

wix,y) = - 39 (3
o -
u= 5; , v = (4 a,b)

permite estabelecer o sistema de equagoes da camada limite para escoamen
to com recirculagao:

Ei aw a2 %W _ 9y dw 2w
&} = ¢ (e-1) 3y9% L v 3y 5 (5)
32
T ©
As condigoes de contorno para o problema sao:
na parede: Y(x,0) = 0 R u(x,0) = Eﬂi%;gl =0 (7 a,b)
no topo: w(x,ye) =0 (7 ¢)
Ve
8,0 = | Q- ﬁ—%;a--?rw—)dy = fungdo (7 @
o e y prescrita

Tradicionalmente, os escoamentos nao similares na camada limite tém
sido resolvidos com variaveis de similaridade. Assim, a fungao de corren
te pode ser definida como

¥(x,n) = A2 x U £(x,n) (8)
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n=y/2_—°-°— 9

2vx

onde

A substituigao da equagao (8) na equagao (6) conduz a definigao da nova
fungao vorticidade g(x,n), .

w(x,n) = ~Us /32 g(x,n) a0

0 sistema de governo expresso ¢m termos das variaveis de similaridade e:

g,m'ffgn'r(e—l)nfnsn+9fns*(e-l)nfnns-

"(11)
= 2 x(6 fn 8; - f; gn) + 2(6-1)x fn; g‘

fn =8 (12)

As condigoes de contorno sao:
na parede: £(x,0) =0 , £, (%,0) = 0 (13 a,b)
no topo: g(!,ne) =0 . (13 ¢)

U, () -
£x,n) = —— [n, - 8*G0]- 13 d)
onde
- -, /Rl -
S*(x) = GT(x) -—— = fungao prescrita (14)
2x

As barras referem-se a adimensionalizag@ao relativa ao comprimento arbi -
trario~L. Aqui, Rw,L & o nimero de Reynolds baseado na velocidade poten—
cial nao perturbada, U

A velocidade no topo da camada & dada por
U, (%) = Uw £ (x,n)) (15)

e o campo de pressoces & obtido da equagao de Bernoulli

du

2.9 .
P Ue dx + dx 0 (16)
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E 1mportante considerar que o probléma inverso tem como condigao i-
nlcxal a solugao do problema padrao em algum ponto X, a montante da regi
ao de separagao. Consequentemente, & necessario resolver o problema dire
to na regiao ¢ < X £ Xg. No caso de escoamento plano, uma camada limite
nao—s1mllar comega como um perfil de Blasius e evolui segundo as equa-
goes:

Bn * E Byt Ey 8= 2 x(feg - fRe) an

f = 18
nn = 8 (18)

A uUnica modlflcaggo nas condigSes de contorno do problema inverso
para o dlreto ¢ a especificagao da velocidade potencial no topo em subs-
tituicao a espessura de deslocamento:

U

E(x) = ﬁe(;) = fungdo conhecida (19)

f“(X,ne)

Assim, a transigao entre o metodo padrao e o inverso no codigo com=-
putacional @ consideravelmente sxmpllflcada. Ela se da atraves de um sim
ples comando, fazendo alterar a condigao de contorno no topo da camada.

Para controlar a prox1m1dade dos pontos de separagao e de recolamen
to, o método utiliza o parametro de Meksyn L16 definido por

Ax) = - 2 U dx (20)
y? €

Meksyn mostrou, para diversos casos de separagao laminar, que A(x) atin-
ge um maximo pouco antes do ponto de separagao.

3. PROCEDIMENTO NUMERICO

3.1. SISTEMA DE EQUAGOES DIFERENGA DE PRIMEIRA ORDEM

0 procedimento numérico selecionado @ o Metodo Caixa, desenvolvido
por Keller L15] e descrito detalhadamente por Cebeci e Bradshaw [17] Es

se método & implicito, incondicionalmente estavel e possui acuracia de
segunda ordem.

Basicamente, a idéia & escrever as equagoes de governo (11) -~ (12)
na forma de um sistema de primeira ordem:

n t (21 a)
n =8 (21 b)
o= (21 ¢)

-fw - (8-1)ntw - Btg - (B-1)ng? +

€
"

r ~
. ZxEBtgx - wfx . (ﬂ-l)gtx’ (21 d)
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Com o sistema resultante, e numa malha retangular arbitraria (figura 1).
sao consideradas formulas de diferenga central de prxmexra ordem e  sao
tomados valores medios das fungdes nos pontos centrais dos segmentos e
dos retangulos. Os pontos nodais da malha sao

x, = conhecido, x" = XL n=1,2,...,N (22)
n, =9 s Ny TNt hj i=12...,0,n; =n,
n b i kn
. P
’!J 4 i 4_1_
. |
My — -t =3 hj
[ 1 7Y P p
J ng 3 i _z_‘L
Z, 3-1 N
n 3-1] //A : xn‘l xn-!’ xl'\
xn—l xl'l X

Figura 1 Malha retangular (16).

As equagoes (2la)-(2lc) sao centradas em torno de (x N 1/2), pois
nao envolvem derivadas em x: -

-l .n_.n n . -l . n_n = o0 .
LG I G UL NP I M ‘33 -0 5172
(23 a=-c)
- - n-1/2
Por outro lado, a equagao (21 d) e centrada em torno de (x ’”5-1/2)‘
-1 . n_n n n 2.n
J (wJ-w ) + Ql(fw) j=1/2 Bl(tg)j_ll2 + (© 1)nj_1/2[(tw)j_1/2+(g )5_1/2]+
n1 n-l n-1 n <@ -1
* “[°J 1/23, -1/2 ~ 3-1/2“3 -1/72 * Y5-172%1-172 T Y102 3—1/2] Ric172
(23 d)
onde
n-1 1 nl nl n-1 n-1
Riryz == Thy Gy T ) + QB 5 ) + ByleR)y )y +
n-1 2 n-1
£ D) /2[(tw)j_1 /2 i1 23
xn-l/Z (24)
o0 =2 = , Q1 =]l+aq . Q2 =]l~aq

B1 =8 - (26~1)a , 82 =9 + (26-1)a




- 288 -

As condigoes de contorno para o problema inverso (equagoes 13 a-d)
assumen a seguinte forma em x:

- - n_ n_ .n o Talel -
o 0 t 0 gj 0 fJ tJ( J §*%(x)) (25a-d)

Um sistema algébricoﬁ imglic%to, nio linear, de 4J+4 equagoes e ten
do como incognitas (f9, t., g., w.) & obtido a partir das equagoes (23)
quando submetidas as condigaeg de”contorno (25). Esse sistema pode ser e
fetivamente resolvido (17), através de sua linearizagac pelo método de
Newton e, em seguida, pelo uso do método de eliminagac em bloco no con-
junto de equagoes resultante.

3.2. LINEARIZAGAO PELO METODO DE NEWTON

0 processo consiste em resolver iterativamente o sistema de diferen
gas finitas (23)-(25) em cada estagao x", considerando como valor inicial
de cada iteragao o valor das fungdes na estagao anterior xM1l, Para faci
litar a manipulagdo das equagoes, & estabelecids, para qualquer fungdo na
malha de integracao em x", a notagao q? = q§1) (i=0,1,2...).

A linearizagao entra em cena atraves das iteragoes de ordem superi-
or, que sao aproximadas por:

(41 _ (D), 4 (D)
qj Qj + 6qj (26)

A substituic3do do lado direito da equagao (26) por cada fungao de m? a
no sistema (23) e a eliminagao dos termos quadraticos em (8£§1), 6ebll,
Sg li, Gw(fl) resulta num conjunto linearizado de equagoes a8 ipo (Jpor
si icidgde, os indices i nas quantidades sao omitidos):

ij - éfj + aj(étj'HStj_l) = (r )j (27 a)

-1 1

th - th—l + aj(dgj+égj_l) - (rz)j (27 v)
(sl)j Svj + (sz)j 6wj_1 + (33)j ng + (sh)j ng_l + (ss)j th+

+ (56)j th-l + ('7)j 6fj + (38)j ij-l = (t3)j-1
(27 ¢)

ng - ng_l + aj(6v5+6vj_1) - (sé)j-l 7 (27 4d)

Uma desgrigao detalhada dos termos do sistema (27) & encontrada na refe
reancia 9;. As condigoes de comntorno linearizadas sao obtidas de (25):

Gfo =0 (28 a)

Su =0 (28 b)
°
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8, = 0 (28 ¢)

3 (i) (1) (i)
- -d%) = -8 % - -
8t - 8U (n;=8%) = (n~Bx)u; £ K
(28 &)
3.3. METODO DE ELIMINAGAO EM BLOCO
0 conjunto linearizado das equagoes diferencas obtido a partir das
equagoes da fungao de corrente e da vorticidade possui uma estrutura tri
diagonal em bloco. Devido a essa caracter1st1ca, ele pode ser resolvido

de modo eficiente pelo metodo de ellmlnagao em bloco proposto por Keller
(15).

O sistema acima & expresso na seguinte forma matricial:
AS =1 (29)
onde A @ uma matriz tipo banda da forma
Az [Bj, Ags cj] ,0<j<J; (30)

e § e / sao vetores definidos por

T

6T ) 3R (gt (31)-(32)

= (50""’6J

onde o indice superior T refere-se ao vetor transposto.

Bj’ Aj e Cj sao matrizes &4x4 expressas por:

r -

-1 a, 0 0

h]
0 -1 =-a, O
B, = 3 1<j<J (33)
3 0 0 0 0

- - r N
1 0 0 0 1 -aJ 0 0
4] 1 0 0 0 1 -aJ 0
A= sy (s,) (s,); (0,271 -tn-6% o 0
8’1 6°1 471 271 J
0 0 -1 -2 0 0 1 0
L ) L
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r b
1 -a, 0 0
J
0 1 —aj 0
A, = 0 <j<J-1
j (58)j+1 (36)j+1 (34)j+1 (sz)j+1
. 0 0 -1 —aj+1’
s 3
0 0 0 0
0 0 0 0
G500 G50 G3dgan GPjn] 0 <i<Il
0 0 0 -a,
L i+l
(35)
Gj e rj sao vetores expressos por:
8¢,
]
St.
8 El J 0<j<J (36)
'8g.
gJ
Sw,
J
( 3 7 r
0 () (r)
0 (r,). (r.)
r, = poxy 2] 1<j<amt;x, = 2 (37
(r3), (r3)j K
(), (ra)j 0
Keller mostrou que se A pode ser fatorada na forma
A=LUu ; Ls[rJ,I,o],UE[o,AJ.,cJ] 0<ji<y
(38)
entao a sua solugao & dada pelo sistema:
us ==z (39)
Lt=n (40)
Aqu1: I e a matriz identidade de ordem 4, Fj = (Yik)j e Aj = (aik)j sao
matrizes 4x4.
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A fatoragao em (38) requer que:

A = A (41a)
[+] [+]

A, =A, -T, C, 1<j<J 41b
b j j i1 =3z (41b)
T, A. =B, 1<j<J 41
il =1 (41e)

A avallagao dos elementos (y.,). de I'. e (a, k). de A, fornece os dados
necessarios para a resolugao 50 slste&a (39}-( 0).

A equagao matricial (40) gera os componentes do vetor %:

t =r (42a)

t. =r, - T.t. <j<J 42b
[ B N B Lzics (420)

Da mesma forma, a equaqao matricial (39) possibilita a obtenqao do vetor
solugao §:

AJ GJ =t (43a)

A, 8, =¢t,~-C, 6§, J-1>j>0 43b
B i j il =iz (43b)

A aplicagao do método de eliminagao em bloco & feita em duas fases
principais: a) varredura para frente, mediante o calculo de F A, e t.;
b) varredura para tras, quando sao calculados os componentes de Gj. J

As varreduras sao repetidas até que um critério de convergEncia se-
ja satisfeito. Segundo Cebeci e Btadshaw 17}, o crxterxo mais comum pa-
ra metodos iterativos de integragao da camada limite & relacionado 3 ten
sao de cisalhamento na parede:

[(fnn)£1+1) (fnn)él)] € (44)

No caso _presente, este critério nao & adequado porque nas imediages da
separagao a tensao de cisalhamento na parede, pode ser O(E ). Em conse -
qlencia, e proposto um critério mais aproprxado.

RIS R (45)

uma vez que a fungao de corrente ndo se anula no topo da camada limite
Nos trabalhos de aplicagao foi utilizado € = 107
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4. APLICAGAQ

Para examinar o comportamento do modelo desenvolvido, foram selecio
nados os casos A e B prescritos por Carter [4]. 0 perfil inicial, em . N
e o de Blasius. A figura 2 mostra as espessuras de deslocamento conside-

radas como condigao de contorno para o método inverso de integragao da
camada limite.

ML R B S TN JUL AL R S e ERSL S A
- -

8 |- -~
1 ]

L Caso B J

3 <

6 I~ -
: aso A 1

. -

o L

[ -
- L

o L

2 - -]
I IO S W | l 11 1 l el 4 l S W ]

1,2 1,4 1,6

Figura 2 Espessuras de deslocamento prescritas para
os Casos Testes (Carter 4]).

Foram utilizadas duas malhas de integragao. Na malha grossa, tomou-
se Ax = 0,025 e An = 0,20 e, na malha fina, Ax = 0,0125 e An = 0,10.

As figuras 3 e 6 mostram a coincidencia na predigao dos pontos de
separagao e de recolamento entre os resultados obtidos nesse trabalho e
os obtidos por Carter. O coeficiente de fricgao calculado pela malha
grossa reproduziu o valor do coeficiente resultante da integragao com a
malha fina.

0,8

T - T v
Ax = -0,0125 \n = 0,1

x X X Ax = -0,02 An

- =« = Carter (1975)

-

-
TS DTS L FU

<o

‘L\
"Y'Il!l vvvvlv'v-l'-vl.ry'
P

P NP RPN NV RS

—
—
-
[
—
-
~
—
-
o
—
-
[ee]

Figura 3 Coeficiente de fricgao na parede para o Caso A.
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As figuras 4 e 7 mostram a velocidade no topo da camada limite cal-
culada pelo modo inverso. No caso A, observa-se excelente concordancia
entre os resultados de Carter e os de ambas as malhas. Entretanto, no ca

so B, o mais severo, a integragdo com a malha grossa nao reproduziu tao
bem os resultados obtidos com a malha fina e por Carter.
0‘8 o T I "7 ' T T " ']
- Ax = 0,0125  4n = 0,1 ]
0,6 & x x x Ax =0,02 An =0,2
s 4
C — - = = Carter (1975) ]
0,4 |- -
0,2 -
0,0 -
-0,2
-0,4 L
1 1,2 1,4 1,6 1,8
Figura 4 Velocidade no topo para o Caso Teste A.
Meksyn [17] observou que A(x) atinge um maximo antes do ponto de

descolamento. As

figuras 5 e 8 evidenciam um interessante aspecto daque-
le parametro, ja constatado por Carter: o recolamento ocorre a uma peque
na distancia a jusante de um segundo maximo local.

0,8‘_ T .t ' T v ‘ T Tv T
1 Ax = =0,0125 An = 0,1 ]
0.6 x x x Ax = ~0,02 M =0,2 -
- 5 - < -~ Carter (1975) R ]
0,4
0,2 f
0,0
s
: \n o
-0,2 ha
_0’4 C A A l A ) b l n Aol | POy dod
1 1,2 1,4 1,6 1,8

Figura 5 Par3metro gradiente de prgssio de Meksyn para o

Caso Teste A (S - separagao;

R - recolamento).
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0,8 vy
" Ax = -0,0125 An = 0,1 ]
0,6 f—. X % x Ax = =0,02 B = 0,2
< e=w— Carter (1975)
0,4
[
0,2 k=
9
3
0,0
-0,2 |-
o
-0,4 At

—

L (L S B SRR AL B
Ax = -0,0125
-0,02 An o=

Carter (1975)

A=

XX x Ax =

Figura 7

Velocidade no topo para o Caso B.

Uma vantagem consideravel do metodo desenvolvido € a grande veloc1-
dade de convergencxa Na tabela 1, ¢ feita uma comparagao entre o numero
médio de iteragoes por estagao na dlregao de escoamento obtido com as so
lugoes de Carter. Em certos casos, o Metodo Caixa e sete vezes mais rap1
do do que o Método de Crank-Nicholson adotado por Carter.

A velocidade de processamento e outra caracteristica do método.
tempo CPU, em computador IBM 370/168, para todos os casos considerados
foi inferior a um minuto (Caso A - malha grossa: 0,25 min, malha fina
0,72 min; Caso B - malha grossa: 0,28 min, malha fina: 0,82 min).

0




MARAS IS R

0,2
0,0 |~
1 Ax = ~0,0125 An'= 0,1 ]
-0,2 B x x x Ax = -0,02 An = 0,2
r ~~-~= Carter (1975) :
_O’L'Jn.L...AI....I....'
! 1,2 1,4 1,6 1,8

Figura 8 Parametro gradiente de pressac de Meksyn para
o Caso B (S - separagao; R - recolamento).

Tabela I - Comparagao da taxa media de convergéncia em diferentes esta-
goes na diregao do escoamento.

Numero Medio de Iteragoes por Coluna
Caso Carter (1975) Valor Obtido
A, malha grossa (Ax =,025; An =2) 18 4
A, malha fina (Ax =0125; An =,1) 14 3
B, malha grossa 41 6
B, malha fina i 28 4

5. CONCLUSZO

Houve uma excelente concordancia de resultados entre o modelo vorti
cidade-fungao de corrente proposto e as solugoes de Carter para o coefi-
ciente de fricgao, a velocidade potencial e o parametro de Meksyn.

No caso A, o resultado da integracao da camada limite com a malha
fina reproduz a solugao obtida _com a malha grossa. Entretanto, no caso B
a superposicao de resultados naoc & tao boa. Assim, dependendo da severi-
dade das condigoes de 1ntegragao, pode-se valer da propr1edade de estabi
11dade incondicional do metodo para a selegao da maior malha de integra-
gao que assegure resultados reprodutiveis com malhas mais apertadas.

Os dois maximos apresentados pelo parametro de Meksyn tem uma cono-
tagao muito importante quando da anilise de sua definigcao (equagao 20)e,
em particular, do gradiente da velocidade potenc1al dUg /dx. As intera-
goes visco-inviscidas induzem pontos de inflexao no perfil de velocida-
de de topo nas vizinhangas da separagao e do recolamento. Isso significa
que uma regiao separada pequena perturba e ajusta o escoamento externo
de tal forma que a varlagao na velocidade potencial (ou na pressao) pode
ser pequena, mas a variagao de seu gradiente pode ser substancial.
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A implementagao numerica do Metodo Caixa de Keller e complexa.Entre
tanto, as vantagens referentes a estabilidade, a acuracia, 3 velocidade
de convergenc1a e a velocidade de processamento justificam a sua utiliza
¢ao na integragao inversa das equagoes da camada limite.
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