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Considerando-se relacoes constitutivas nao lineares e a hipotese de
extensibilidade, determinam-se as configuracoes planas de equilibrio pas
-flambagem de urn anel circular delgado submetido a pressao externa. 0 mo
delo matematico e obtido a partir do principio de Hamilton, e descreve 0
anel como uma curva regular plana: as configuracoes e os esforcos inter-
nos sao funcoes de urn unico parametro espacial. Obtem-se um sistema nao
linear de sete equacoes diferenciais ordinarias" acoplado a condicoes de
periodicidade, que e resolvido pelo metodo do Tiro Simples. Os resulta-
dos sao comparados com aqueles obtidos considerando-se equacoes constitu
tivas lineares.

Considering non linear constitutive relations and the extensibility
hypothesis, the plane post-buckling configurat ions of a thin circular ring
subjected to external pressure are determined. The mathematical model is
ohtained from the Hamilton's principle and describes the ring as a plane
regular curve: the configurations and the internal forces are functions
of only one spacial parameter. A non linear system of seven differential
equations, coupled to periodicity conditions, is obtained, and is solved
by the method of the Simple Shooting. The results are compared with those
obtained by considering linear constitutive equations.



o surgimento de novos materiais possibilitou 0 projeto de estruturas
•• is leves e, consequentemente, mais esbeltas. Nestas condicoes, em mui
tos casos, 0 fator decisivo no projeto e a de formacao da estrutura, e, em
particular, 0 comportamento pos-flambagem.

u.a maneira de se estudar 0 comportamento mecanico de estruturas em
que uma das dimensoes predomina sobre as demais e a de se considera-Ias
COlllO curvas seccionalmente regulares no espaco. Neste caso, as funcoes
que caracterizam a configuracao da estrutura passam a ser descritas em
termos de um unico parametro espacial e mais um parametro temporal.

o modele matematico apresentado neste trabalho e obtido a partir de
om principio variacional e de uma forma adotada para a densidade de aCao
potenc"ial, permitindo a analise do comportamento estatico de estruturas
elasticas que possam ser consideradas como curvas planas, regulares.

Classicamente sao adotadas, como hipoteses constitutivas, relacaes
lineares entre 0 esforco normal e a elongaCao e entre 0 momento fIe tor e
a variacao da curvatura. Entretanto, Tadjbakhsh [ 1 1 mostra que,nas con
dicoes do movimento plano de estruturas elongaveis nao e possivel se asso
ciar forma alguma para a densidade de a~ao potencial da qual as relacoes
constitutivas lineares possam ser derivadas. Este fato sugere que urnpro
cedimento melhor consiste no estabelecimento de uma forma para a densida
de de acae potencial e entao derivar as relacoes constitutivas.

o desenvolvimento do presente modele leva a urn sistema nao linear de
sete equacoes diferenciais ordimirias a sete incognitas. Os problemas as
sociados podem entao ser resolvidos pelo metodo do tiro simples. Em par
ticular, apresentam-se os resultados correspondentes ao problema do anel
circular delgado submetido a pressao externa, considerando-se as relacoes
constitutivas nao lineares. Estes valores sao comparados com aqueles as
sociados a utilizacao de relacaes constitutivas lineares classicas, verI
iicando-se diferencas sensiveis nas configuracaes de equilibrio pos-flam
bagem, assim como nos pontos de bifurcacao associados as mesmas. -

Seja uma estrutura unidimensional descrita como uma curva regular
plana parametrizada pelo comprimento de arco S em uma configuracao de re
ferencia e pelo comprimento de arco s em cada instante t distinto daque=
Ie associado a configuracao de referencia. No decorrer de urnmovimento,
considere todas as variaveis do problema parametrizadas pela dupla(s,t).
Seja 0 mapeamento s ••s(S,t) um difeomorfismo entre s e S para cada ins-
tante t considerado, de tal modo que as derivadas ds/dS e dS/ds existam
em todos os pontos da curva e para todo t. Cada ponto da curva pode ser
localizado pelas coordinadas X.(S), i ••1,2 na configuracao de referencia
e pelas coordenadas x.(s,t) nalconfiguracao do instante t. 0 angulo en-
tre a tangente X S(S);e 0 eixo Xl e denotado por ~(S), enquanto 0 angulo
entre a tangente'x s e 0 eixo Xl e dado por 6(s, t), conforme ilustra a Fi-
gura 1. '

As equacoes do movimento e as relacaes constitutivas podem ser obti
das a partir do princrpio de Hamilton [1,2,3], descrito pela expressao:

s ft ( s Jt6 f L x ,x ,x ,x ,s)ds dt + J f • ox ds dt +o 0 ,t ,ts ,s ,ss 0 0

:l" - - T fS-W t T S t+ f (F·6x + R'6x )] dt - ,,·6xl ds + (1\·6x)) 1 •• 0o ,s 0 0 0 0 0



onde Lea dens idade de aeao, funeao da ve loc idade x t, do spin x ts' e
dos gradientes de deformaeao x sex 8S' As grandezas F, i, P e X'repr.!.
sentam, respectivamcnte, as dcn8idad~ de forea e de momenta n08 contor-
nos, a inercia linear, nos instantcs inicial e final, e a inercia angu-
lar, nos contornos e nos instantes inicial e final. 0 carregamento di8-
tribuido, em cada instante t, e dado por f.

Configur.c;io d.
r.r.rinel.

Confllur.c;io no
Inat.nt. t

Assumindo-se as regularidades necessarias para x. e 5xi, 0 desenvol
vimento de (1) fornece: 1
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Assim, as condicoes necessarias e ~uficientes para que (2) seja sa-
tisfeita sac dadas por:

F. + f. (p. - A· ) t E [O,tl, s E [O,s] (7)l,S 1 1 1, S ,t

F. F. R. = R. s € [O,s] (8)1 1 1 1

P. P. t € [O,t] (9)1 1
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Assume-se que a densidade de aeao L seja invariante sob a ac;aode r~
tacOes rlgidas. Isto e expresso por:

6L _ .2..L. A +2LA <lL A aL 1\ = 0 (11)X,t X,ts +-- x +--- x
aX,t aX,ts ax,s ,s ax,ss ,ss

A expressao (11) pode ser reescrita utilizando-se as definic;oes(3) ,
(4). (5) e (6). obtendo-se:

(llAx ) +FAx • (P-A )l\x -(FAx) (12)
,8 ,8 ,8 ,5,t ,8 ,t

,As equacOes (1) e (12) representam os balanc;os de esforc;os lineares
e angulares na estr.utura.

Sejam definidos os esforc;os solicitantes: densidade.de forc;a normal
n, densidade de forc;a constante q e densidade de momento fletor m, atra-
ves das expressoes:

n-x. F. q-e .. F. x. m=e .. R. x. (13)L,s L LJ J L ,s LJ J L ,S

Com base nas definic;oes (13), as equac;oes (7) e (12) podem ser rees
critas. para 0 caso estatico, como:

q + kn + f,s q

m + q - 0,s

(15)

(16 )

onde k - e .. xi s~ Xi s • de/ds e a curvatura na configuraC;ao deformada.
As expressA~s lf4) e (IS) sac as equac;oes de equilibrio de esforc;os li-
neares nas direc;oes tangencial e transversal a curva, enquanto a expres-
sao (16) represent a a equaC;ao de equilibrio de momentos.

t conveniente se parametrizaras equac;oes (14), (15) e (16) segundo
o comprimento de arco S. Definindo os esforc;os solicitantes: forea nor-
mal N = nA, forc;a cortante Q = qA e 0 momenta fletor M = mA, onde A e a a-
rea da seeao transversal, e possivel se reescrever as equac;oes de equili
brio na forma: -

N ,5(5) - Q(S) a .5(5) + fN(S) s ,5 = 0

Q,S(S) + N(S) a ,S(S) + fQ(S) s ,S = 0

M S(S)+Q(S) s 5 = 0. ,

t possivel demonstrar [1] que, sob condic;oes apropriadas, a densida
de de aC;ao L po de ser reescrita na forma:

l • f(v, e ,S) - E(S) W(e;n (20)
,t

onde v = (Xi t XL' t) % e 0 modulo da velocidade x t ' a t = (s S)-2 eL·J'J,... , I . ,x· ts x· e a taxa de rotac;ao da tangente'le = s S - e ~ elongac;ao,
E~~) e ~ '~odulo de Young do material e t = I h (S)(~ S - 0 5) e a variac;ao, ,



adimensional da curvatura. 1 representa 0 momento de inercia de area da
secao transversal no ponto S.

Consideraodo-se a densidade de acio potencial na forma da expressia
(20) e as definicoes (13), as relacoes (3) e (4) reduzem-se a:

3W
(21)n • E a;- I,S

IB • E
11;~3W

1,5 (22)aT
~ facH verificar, a partir das exprelloes (21) e (22), que ~o e

possivel se definir forma alguma para a densidade de _cia potencial IIItal
que se obtenham relacoes lineares •• aTe n. S e, a e S constante,
simultaneamente.

Seja adotada uma forma particular si.ples para Ill:

1 11;2
/IJ • - (e2 + _ T2)

2 A

1 [1+(1+4 ~)1/2J (24)s,S ="2

e • M
+ \I S (25),S E IS,5 ,

Para efeito de comparacao, as relacoes constitutivas lineares clas-
sicas [4,5,6] sao apresentadas abaixo:

M= - +EI

A configuraCao de equilibrio e descr~ta pelas coordenadas xi(S), r~
lacionadas com see atraves das expressoes:

As expressoes (17), (18), (19), (24), (25), (30) e (31) constituem
urn sistema nao linear de sete equacoes diferenciais ordinarias, a sete in
cognitas.



Considere-se um anel circular delgado submetido a pressao externa.
A configuracao nao carregadae caracterizada pela funcao cUfvatura:

o equilibrio e descrito pelo sistema nao linear de equacoes diferen
ciais ordinarias apresentado no item anterior e mais as condicoes adicio
nais:

H(O) - H(2'11R) 0

N(O) - N(2'11R) 0

Q(O) - Q(2'11R) 0

s(O) • 0 (32)

6(0) - 6(2'IIR) - 2'11 = 0

Xl (0) - Xl (2'11R) • 0

X2(0) - x2(2'11R) 0

Uma tecnica utilizada na resolucao do problema de condicoes adicio-
nais genericas consiste em transforma-lo em problemas de valores iniciais,
para os quais existem procedimentos numericos classicos, como 0 metoda de
Runge-Kutta, para resolve-los. Este procedimento constitui 0 metoda do
Tiro Simples [7]: se um dado problema e descrito por:

y' • f(x,y), X £ [a,b]

y: [a,b] e R -> Rn

y' • f(x,y), X e [a,b]

y: [a,b] C R -> Rn

tais que F(t,y(b,t» • O. 0 problema original e reduzido, atravel desta
tecnica, a pesquisa de zeros de F(t,y(b,t». No caso, fixando-se os va-
lores:

as un~cas condicoes iniciais que devem ser pesquisadas de modo a satisia
zer as expressOes (32) sic H(O), N(O) e Q(O), associadas, por exemplo. as



F1 (M(O) , N(O) , Q(O»- e(27TR) - 7T - 0

F2(M(O) ,N(O) ,Q(O»- xl(27TR) - 0

F3(M(O) , N(O) , Q(O»- x2(2 7TR) - 0

A pesquisa de zeros das equacoes (36) foi efetuada utilizando-se 0
metodo de Newton, enquanto os problemas de valores inieiais foram inte-
grados pelo metodo de Runge-Kutta de quarta ordem, partieionando-se 0 in
tervalo [O,27TR] em 300 partes iguais. 0 problema foi analisado adotando
-se 0 raio de giracao i = IITA - 0,1 e fazendo-se variar ? earregamento -
pR] /(El) dentro do intervalo [-21,5 ,0].

Foram determinadas duas eonfiguracoes pos-flambagem distintas, sen-
do os resultados ilustrados nas Figuras 2 e 3. Uma eomparaCao com 0 ea-
so em que se adotam equacoes eonstitutivas lineares (27) e (28) tambem e
efetuada. Verifiea-se que os pont os de bifureacao sofrem influeneia da
nao linearidade das relacoes eonstitutivas, eonforme ilustra a Tabela I.

Equacao Constitutiva
Linear

Equacao Constitutiva
Nao Linear

1 - 2

1 - 3

-3,2

-9,5
-3,1

-8,7

A Tabela II indica uma diferenca de 22,6% na Menor distaneia d do a-
ne 1 ao centro, entre os casos com equacoes constitutivas lineares e niio
lineares, para a configuracao 3 com earga pR3/(Er) - -11. As diferencas
entre os valores maximos dos esforcos solicitantes sao igualmente signi-
ficativas.

Eq. Const. Eq. Const. Desv. ReI.
Linear Nao Linear a Hip. Nao Lin.

Config. 2 (*)

d/R 0,5582 0,4922 0,134
IIMR/ (EI)!I 1,1551 1,2908 -0,105
IINR2/ (EI)Il 4,3578 4,4534 -0,021
IIQR2/ (EI)II 2,2444 2,5032 -0,103

Config. 3 (**)

d/R 0,5907 0,4820 0,226
IIMR/ (EI)II 2,1487 2.5154 -0.146
IINR2/ (EI)II 11,4960 11,5195 -0,002
IIQR2/ (EI)II 6,5670 7,6019 -0,136

* pR3/(EI) _ -3.5 ** pR3/(EI) - -11
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Foram obtidas equacoes constitutivas nao lineares para estruturas e
lasticas unidimensionais, a partir do principio de Hamilton e de uma for
ma particular para a densidade de acao potencial. Verificou-se que, uma
vez assurnido este principio variacional, nao se pode obter relacoes cons
titutivas lineares que expressem 0 comportamento mecanico da estrutura e
lastica como urna variedade unidimensional. A partir do modele matemiti=
co obtido, foram determinadas duas configuracoes de equilibrio pas-flam-
bagem para urn anel circular delgado submetido a pressao externa. Os re-
sultados mostram que a simplificacao pela adocao de equacoes constituti-
vas lineares gera alteracoes significativas sobre as configuracoes de
equilibrio calculadas. Assim, e import ante que as hipateses constituti-
vas sejam levantadas sobre a densidade de acao potencial, e nao direta-
mente sobre as relaCoes constitutivas.
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