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RESUMO

Este trabalho apresenta um modelo de analise ndo linear
para estruturas planas de concreto armado, atraves do meto-
do dos elementos finitos,. Emprega se um elemento composto
de concreto e ago, xsoparametrlco, retangular, com quatro
nos, 0 concreto antes da fissuragao & suposto submet1do a
estado plano de tensces. 0 efeito da flssuragao e da ndo 1i
nearidade das relagoes tensoes deformagao dos materiais e
levado em conta atraves da modificagao da matriz de elasti-
cxdade do elemento e da correspondente redlstrlbulgao de ten
sGes. Utiliza-se um médulo de cisalhamento variavel a fim
de gimular o encaixe do agregado. O metodo de analise de
Newton-Raphson & usado, com as matrizes de rigidez modifica
das a cada iteragao. -

ABSTRACT
This work presents a model for non linear finite ele~
ment analysis of reinforced concrete plane structures. A

four nodes concrete-steel composite, isoparametric, rectan-
gular element.is used. Before cracking, concrete is suppo-
sed to be into a plane stress state. The effects due to
cracking and non linearity of the materials stress-strain
relationships are taken into account by changing the elas-
ticity matrix elements and by using a stress transfer pro-
cess. A variable shear modulus is cmployed to take into account
aggregate interlocking. Newton-Raphson's method of analysis
is used. Stiffness matricds are modified at each iteration,
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INTRODUGAO

0 método dos elementos finitos tem sido muito emptegado
no calculo e modellsaqao de todos os tipos de estruturas, 1n
clusive aquelas de Concreto Armado. No entanto, algumas ca-
racteristicas deste material como: .

- composigao por dois outros materiais de comportamento
diferente e nao linear;

- carater mutavel devido 3 evolugao do estado de fissu-
ragao;

- encaixe dos agregados entre as fissuras;

- existeéncia de deslisamento e efeito de pino das arma-
duras;

- retragao e deformagao lenta do concreto,

tornam tao complicada sua modellsagao que a simulagao do
efeito de todas estas caracteristicas ao mesmo tempo, em um
mesmo modélo, & ainda praticamente impossivel,

As leis de comportamento e os criterjos de ruptura do
concreto sob estados b1d1mens1onals de tensoes sao comple-
x0s e fungdo de numerosos parametros cuja xnfluenc1a nao es
ta ainda bem estabelecida. Até o momento sd se dispoem de re
sultados obtidos com uma relagao constante, ao longo do en=
sa1o, entre cargas apllcadas segundo duas diregoes ortogo ~
nais.

A evolugao do estado de fissuragao do concreto & certa-
mente um dos principais fatores responsaveis pelo comporta-
mento nao linear das estruturas de concreto armado. A redu-
¢ao de rigidez devida 3 fissuragao nao pode pois ser despre
zada."

0 encaixe dos agregados entre as fissuras e o efeito de
pino das armaduras sao responsaveis por uma parte consxdera
vel da resisténcia ao esforgo cortante. O desl1zamento das
armaduras, devido 3 perda de aderéncia nos niveis de carga
elevados, tambem 1nf1uenc1am 0 comportamento da estrutura,
Todos estes fatores nao sao facilmente mensuraveis e s6 se
pode considera-los de modo aproximado.

_Enfim, a complexidade dos fenOomenos de retragao e defor
magao lenta do concreto, as mudangas de temperatura, a his-
toria do carregamento, etc, sao outros fatores que dificul
tam enormemente a obtengao de modelos realistas para repre-
sentar as estruturas de concreto armado.

Este trabalho apresenta um modelo de anallse de estrutu
ras planas de concreto armado attaves do metodo dos elemen~
tos finitos. Emprega se 0 elemento isoparametrico quadrila-
teral de quatro nds e as barras de ago contribuem para sua
r1g1dez. 0 concreto e suposto sob estado bxdxmens1onal de
tensdes. A fissuragao & levada em conta através do zeramen-
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to do médulo eldstico segundo a diregao fissurada e da cor-
respondente redistribuigao de tensoes. O emprego de um modu
lo de cisalhamento variavel, fungao da abertura das fissu-
ras, tenta simular o encaixe dos agregados. A aderencia e
considerada perfeita e sao desprezados os efeitos dos feno-
menos dependentes do tempo.

APRESENTAQKO DO MODELO
Flemento Finito Adotado

Adotou—-se para representar o concreto armado um elemen-
to finito isoparamétrico de quatro nos (fig. 1) de tal modo
que a rigidez do elemento seja devida a contribuigao - dos
dois materiais que o compoem:

o] [ %]+ [

concreto ago

Um elemento finito @ dito isoparamétrico quando a fun
¢ao que aproxima os deslocamentos no interior do elemento
a mesma que serve a definir sua geometria. Ele & definido e
um sistema de coordenadas intrinsicas £,n cuja origem &
centro do elemento.

o 3 ot

A expressao da matriz de rigidez para o elemento isopa-
rametrico de quatro nos e a seguinte:

(k] = n.s2 22 B]" 0] [B]:dee [4]a can b

sendo h espessura do elemento, [B]'a matriz que relaciona de
formagaes.no interior do elemento aos deslocamentos nodais,
D] a matriz de elasticidade e [J] a matriz jacobiana da
transformagao do sistema de coordenadas globaix x-y para o
sistema intrinsico £, n. :

A matriz [kc] € pois dada pela eq. 1, a matriz de elas-
ticidade [D] sendo explicitada mais adiante.

Y

%

X

Fig. 1 - Elemento finito de concreto armado.
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Cons1derando-se que a barra de ago & linear e s6 admite
deformagoes axiais, pode-se exprimir sua rigidez em relagao
aos deslocamentos noda1s do elemento:

[ks] o »f[B] [B]det[J ]ds (2)

sendo Eg5 o modulo de elasticidade tangente do ago, Ag a area
da segao transversal da barra, [Bs a matriz que relaciona
deformagdes no interior da barra aos deslocamentos nodais e
[Js] a matriz jacobiana da transformagio de eixos coordena
dos. (Quando B se aproxima de n/2 € conveniente exprimir-se
{Ks] em fungao de sen 8, o que n3o apresenta dificuldade adi
cional),

A dedugao detalhada da expressao acima e a forma expli-
cita da matriz [Bg] podem ser encontradas em [1].

As integrais das equagses (1) e (2) nao sao facilmente
determinaveis, devendo-se portanto proceder a integragoes
numericas.

Comportamento Bidimensional do Concreto

Uma das maiores dificuldades na modellzagao das estrutu
"ras de concreto armado reside na adogao do modelo mais apro
priado para reproduzir o comportamento nao llnear do concre
to submetido a estados bidimensionais de tensoes. Ensaios
experimentais mostraram que o concreto submetido 3 compres-
soes segundo_duas d1regoes ortogonals apresenta rigidez e
resistencia a compressao mais elevadas que aquelas obtidas
com carregamentos uniaxiais. A fig. 2 mostra a envoltoria de
resisteéncia bidimensional obtida experlmentalmente por Kupfer

24. Nela observa-se que se pode ter acrescimos de re
sist@ncia 3 compressao da ordem de 20%.
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Fig. 2 - Envoltdria de resisténcia bidimensional do concrets.
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Para se representar as curvas tensao- deformagao bidimen
sionais do concreto utilisa-se a expressao proposta por Liu
[3]'~ _para o caso de as duas tensdes principais serem de
compressao, extendendo—se a mesma para 0s casos em que se
tem tragao—compressao e tragao—tragao, adaptando-se as con-
tantes presentes na equagao da curva as condigoes de contor
no indicadas pelos ensaios experxmentals. Tais curvas ten-
sao~-deformagao sao dadas pela seguinte expressao:

- At BEsE (3

(1-ve) (1+Ce+De?)
sendo G, € - tensao .e deformagao segundo cada uma das dire-
¢oes principais; o - relagao entre a tensao pr1nc1pa1 orto-
gonal e aquela considerada; Eo, v = modulo elastico unia-
xial e coeficiente de Poisson; A,B,C,D - constantes a serem

determinadas a partir das condigoes de contorno observadas
nas curvas experimentais.

Se as duas tensoes principais forem de traigo, o compor
tamento do concreto e praticamente linear. Entao tem-se na
eq. 3: A=C=D=0 e B=1l.

Se as duas tensdes principais forem de compressao, cha-
mando-se _de op,, €5 a resisténcia ultima bidimensional e a
deformagao correspondente, a observagao das curvas -obtidas
experimentalmente permite dizer que:

. L )
- A=0; B=1; CS(————Q-——E -2)—~:D= —1 scom Egee = UP/EP
(I-Va)Esec Gp Epz
Se uma tensgao pr1nc1pa1 for de tragao e outra de com-
pressao tem-se tres casos, dependendo da relagao entre as

tensoes principais: a) quando a relagao ul/u2 € -0,325 ob-
serva-se que o comportamento do concreto € quase 11near. Po
de-se. usar entao a mesma equagao do caso em que se tem 50
tragao, ou seja A=C=D=0, B=1, sem que isto conduza a erros
aprec1avels. b) se -0, 325 < al/q2 < -0,1 0 comportamento do
concreto e semelhante ao caso em que as tensoes principais
sao de compressao, a d1ferenga de comportamento res1d1ndo
no fato _que no ponto de resisténcia maxima a tangente a cur
va nao & nula. Entao aqui se tem: A=D=0, B=l,

&-(__Eﬂ;___l)._l_.
(l-va)Egec €p

¢) @ medida que a relagao c1/62_se aproxima-de zero, o com-
portamento do concreto na d1tegao comprimida se assemelha ca
da vezmais ao caso de _compressao uniaxial. Entao, para se
assegurar uma transigao gradual entre as curvas do caso b)
e aquela unlax1a1 cond1gao nescessaria para que a conver -
géncia na soluqao numerica seja boa, introdui-se o parame-
tro y(a) tal que y(a)_= 1+10q. As constantes da equagao da
curva temsao-deformagao para -0,lc¢g1/02<0 serao pois: A= 0,
B =.1,
E

) 1

C = (= - 2) —,D-;Ocomaudlloz
(1-va) Egec €p
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Esta mesma equacgido se aplica também a diregao tracionada.

Hupfer, Hilsdorf eRusch [3], assim como Liu, Nilsoun,
Slate e Tasujt [4] e [5} estudaram o concreto sob estado
bidimensional de tensoes, procurando modelizar seu compor-
tamento. Ficou patente que a resisténcia ultima bidimensio
nal do concreto (0 ) e a deformagao altima corresponde(epy
sao fungao da relagao a entre as tmmoesxm1ncumls. Com ba~-
se nas envoltorias de resisténcia e de deformagao ultima
(fig. 3) as expressoes op(a) e ep(a) obtidas se acham ex
plicitadas em |1

Para o modulo de elasticidade uniaxial do concreto em
compressao pode-se-adotar, na falta de ensaio que o determi
ne experimentalmente uma das expressoes propostas pela 17
teratura ou codigos normativos. Quanto ao coeficiente de
Poisson foi constatado que ele varia de acordo com o esta-
do de tensoes. Em [4] encontrou-se valores que vao de 0.16
a 0.22 para tragao axial e compressao uniaxial. Como essa
variagao de v afeta pouco o comportamento dos modelos, por
simplicidade admitiu-se para ele um valor constante e igual
a 0.2.

gm. Cy»Gy .
p2 o= N arctgu
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«n-,32% \ \\ B :
0.2 \- .. < £ ’
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- A , .. '.
A ; -3.0
r ' tasr
o®w0.2 x=,35

Fig. 3 - Deformagoes ultimas bidimensionais de concre-
to (e ) em fungao da relagao entre tensdes. prin
c1pa1s.

Quando as duas tensades pr1nc1pa1s sdo de tragao ou uma
de tragao e outra de compressao com 01/02 <=-0.325, o concra
to & considerado como um material lsotrop1cm elastxco, 1i=
near, Neste caso, a matriz [D] que relaciona tensoes a de-
formagoes & a conhecida:
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E> v 0

[p] = v 1 0
- “2) 0 1-v

2

Pata os outros estados de tensao o comportamento do con
creto & ndo linear. Os modulos elasticos segundo as diregoes:
pr1nc1pa1s n3o sao mais constantes e sim fungao das deforma
goes existentes nestas d1regoes. Entao L1u (3] propos cons1
derar o concreto como um mater1a1 ortotrop1co, sendo as di=
regoes de ortotropia .as diregoes prlnc1pals. A matriz de
elasticidade, neste caso, toma a forma seguinte:

XEI/EZ Av o 0
[bp] = Av A 0
o 0 G
E
com A = __—_l—_f—
E1/E2-v

Como o médulo de cisalhamento do concreto ainda nao foi
bem definido experimentalmente, utilisa-se para o mesmo a
- expressao abaixo:

E, + E, + 2vE2

sendo Ej e E2 mGdulos de elastlcidade tangente obtidos pela
derlvagao ‘da equagao 3 apos a retirada do efeito do coeti-
ciente de Poisson, pois as dlregoes de ortotropia 1 e 2 sao
supostas independentes.

Como a formulagao do método dos deslocamentos se expri-
me dentro de um sistema de coordenadas cartesianas global e
a matriz Dp] antefiormente indicada estE referenciada  ao
s1stema de eixos principais, e necessario se proceder atrans
posigao de eixos. A partir de {c} = [T]{cp} » © indice p in
dicando sistema de eixos principais, chega-se facilmente a
[DJ = [T]T[Dp][T], sendo %.] a matriz transformagao de sis-
temas coordenados: -

cos20 sen2o . - 2 senB , cos@
fr]- = |senZ2e con?s .2 gen® , cos®

sen® cos® -senb cosb cos®- sen?d

com ¢ sendo o angulo que define as diregoes principais.
A [ R ~
Simulagao da fissuragao
Quando dentro de um elemento a tensao 2:1nc1pa1 de maior

valor algébrico gy € de tragao, a deformagao correspondente
e comparada ao valor limite op o aqual € funcao da relagao
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entre tensoes principais. Se este valor da deformagio & su-
perado, o elemento € suposto fissurado com uma serie de fis
suras normais & direcao 1., O elemento torna-se portanto in-
capaz de resistir a esforgos nesta diregao ¢ a tensio @ pos
ta igual a zero. Passa a existir entao um estado uniaxial de
tensoes na diregao 2,

A -incapacidade do elemento de receber tensoes na dire-
¢ao perpendicular is fissuras equivale a considerar nulo o
modulo elastico nesta diregao. A matriz de elasticidade  em
relagao ao sistema de eixos principais passa a ser:

0 0 0
[D] = |0 Eo O
- 0 0 Gr

onde E3 & o mddulo elastico tangente uniaxial segundo a di-
recao 2 e GF o mddulo de cisalhamento do concreto fissurado,
gragas ao qual e simulado o encaixe dos agregados. Na falta
de resultados experimentais adota-se a expressao sugerida
em | 5 | onde GF & expresso como fun¢do decrescente da abertu
ra das fissuras: -

Gr = F(1 - e1/ec) para 0 < g] < g¢
GF = 0 para €] > €.

-sendo F uma constante que aqui foi tomada da ordem de 0,1E,,
€1, a deformagZo segundo a diEegio normal @s fissuras e €c
o valor limite desta deformagao a partir do qual o encaixe
dos agregados nao mais se faz sentir (esta e da ordem 4 a 5
por mil).

Redistribuicao de tensodes.

Quando um elemento fissura, acontece uma pertubagio na
estrutura. Como o elemento fissurado nao pode mais resistir
ds tensoes normais 3 fissura,ocorre uma redistribuigao in-
terna de tensCes a fim de manter o equilibrio. Esta redis -
tribuigdo de tensdes pode ser simulada atraves da aplicagao
de um carregamento irodal equivalente #s tensoes que exis -
tiam dentro do elemento na direcao fissurada (tensoes excen
dentes), o qual & aplicado & estrutura com rigidez diminui=
da devido 3@ fissuragao. Segundo um sistema de eixos X1, x2
que eram os eixos principais antes da fissuragao, o vetor
gas tensoes excedentes de um elemento que acaba de fissurar

e:
= 491
{a} exc { 0}
1,2
Em relagdo aos eixos globais tem-se:

. Ox q1 
{_d} exc ™ {91 -‘ET] 0
' Oxy| exc 0
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€ 0 carregamento nodal equivalente pode ser obtido pela ex
pressao seguinte: .

: ‘ T
Ro)} = 7 ) (8] (e},  av -

As tensdes nos clementos fissurados sdo obtidas a partir das
deformagoes de acordo com as expressoes que seguem:

€1 €x 0, =0
€2 ET ]T‘1 €y [y 02 = equagao 3 com ® = 0
Y, €xy €1,2 = Gy x vy 12

Finalmente, com relagao aos eixos globais tem-se:

ox 0
oy | = E]‘] G2
Txy 71,2

p

Comportamento da armadura

0 ago @ suposto ser submetido a estado uniaxial de ten-
soes. A relagdo tensao-deformagao no caso dos agos naturais
€ bem simples e conhecida. Para os agos tratados, o trecho
nao linear do diagrama tensao-deformagdo pode ser aproxima-
da pela relagao aqui indicada:

(fr -fp)zEso

= f,. -
% Y (e - 2f5 + Eogel)?
r P sofg

sendo f, = 0.8 fy e fr ¥ 1.1 fy, com fy sendo a tensio con-
vencional de escoamento, Egzo o0 médulo de elasticidade ini-
cial, da ordem de 200.000 MPa.

Evidentemente, o mdodulo elastico da armadura no trecho
nao linear, para emprego na equagao (2) & variavel e obtido
por derivagao da expressiao acima.

PROCECIMENTO DA ANALISE
0 modelo desenvolvido utiliza o método de analise na
F4

linear incremental de Newvton-Raphson. A matriz de rigide
modificada a cada iteragao.

o]
e

Considere-se determinado ponto "i" da analige. Uma pri-
meira aproximagao dos deslocamentos nodais & dada por:

-1 .
a) {dup} = [kc7] i~1 [8R};, com {R} vetor das cargas nodais.
0 deslocamento total é:

) {ug)} = {upli-1 + {Auy};
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A variagao das deformagoes sera dada por
c) {ae}; = [[B] {aun}j
A deformagao total & pois:

da) {e}; = {e}j.; + {ae}i

-

0 incremento das tensdes &:
e) {ac}; = [pJi-1 {ae);

e as tensoes totais sao dadas por:
£) {oj} = {o}j_1 + {Ac);

Como estas tensdes sao calculadas com a matriz de elas-
ticidade do passo anterijor, sera necessario corrigi-las pa-
ra que obedegam 3 lei de comportamento_do material corres -
pondente (eq.3) que, para o concreto, & fungao da relagao
entre tensoes principais. Entao, com a atual relagao a entre
tenisoes principais calculam-se as tensoes limites o)1 1N e
02LIM do concreto, de acordo com a equagao 3, para as defor
magoes €] e €2,

g) {opM}i = f(e,a)

As tensOes excedentes sao dadas por:

h) {oexcli = {o}; - {opn}li - (ée hé fissuragao eviden-
temente opyy = O) As tensOes sao corrigidas em se fazendo:

i) {o}; = {opM};

Os modulos elasticos Ej e Ez, obtidos por derxvagao da
eq. 3, sao modificados em se utilisando agora a relagao en-
tre tensoces pr1nc1paxs corrigidas. Se bem que esta maneira
simplificada nao seja exata (na realidade dever-se~ia recal
cular novas tensdes limites com a relagao G1LIM/O2L1IM acha=-
da inicialmente e se repetir o procedimento), ela se ~ mos-
trou plenamente satisfatdria.

As tensoes excedentes, para_ manutengao do equilibrio ,
sao aplicadas 3 estrutura atraves de um carregamento nodal
equivalente:

{Rp}i = Sfyor [B 7T {oexcli av

Este carregamento, aplicado @ estrutura com sua rigidez
modificada, vai dar novos incrementos de deslocamento(Aun}
Volta—se poxs ao item b) e o processo iterativo & repetido
att a obtengdo de um vetor {R,} de norma menor que um certo
valor limite desejado, como por exemplo 1 ou 27 da norma do
vetor das cargas. Obtida a convergéncia, conserva-se a ma-
triz de rigidez incrementando-se o carregamento externo ere
comegando o procedimento a partir de .a). Consxdera se que_ a
ruptura acontece quando nao se consegue convergéncia apds
um determinado numero de 1iteragoes.




- 98 -

EXEMPLO DE APLICAGAO DO MODELO

0 modelo apresentado neste trabalho foi aplicado a duas
vigas isostaticas (ensaiadas experimentalmente em {6 , de
3.6 m de vao, cujas se¢des transversais estdo indicadas na
figura 4. A malha de elementos finitos utilizada apresenta
va 250 elementos (tirado partido da simetria). A resistén-
cia caracteristica do concreto foi de 25.9 MPa para a viga
sem estribos e 24.08 MPa para aquela com estribos.
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Fig. 4 - Segdo transversal das vigas

A figura 5 mostra as tensOes de cisalhamento ao longo
da altura da viga, proximo ao meio do vao e nas vizinhangas
da carga de ruptura. Pode-se notar que a parcela do esfor-
go cortante absorvida pelo encaixe do agregado na regiao
fissurada & da ordem de 40%Z, o que & confirmado pela prati

ca.

1 2 s Un ! 2 3
(HMPa)
Re400 KN
RECION Rz 420 KN
Fissué
Fig. 5 - Tensoes de cisalhamento ao longo da altura

A evolugio do estado de fissuragdao do modelo se deu de
maneira contInua, aparecendo inicialmente as fissuras de
flex3o, e a medida que crescia a carga, estas se inclina-
vam, como na viga real,

A figura 6 mostra as curvas carga-deslocamento obtidas.
Observa-se que o modelo aproxima bem os deslocamentos e a
carga de ruptura, no entanto, ele se mostra mais rigido que
a estrutura real nos niveis de carga elevados.
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Fig. 6 - Curvas carga-deslocamento
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