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RESUMEN

Se presenta un método num@rico eficiente y estable para calcular
flujos cuasi-bidimensionales a superficie libre. Se trata de un esquema
fuertemente implfcito de direcciones alternadas.

El método numérico es preciso cuando se tratan ondas relativamente
largas con respecto al paso de discretizacidn espacial. Su aplicacidn a
la simulacidn del escurrimiento del Rio Parand en la zona de Corpus re-
sultd satisfactoria, y proveyd resultados practicos de interés.

ABSTRACT

An efficient and stable ADI numerical method, for the calculation
of nearly two-dimensional flows with a free surface, is presented.

It provides a high accuracy when treating waves with long wave -
lenghts relative to the spatial discretization step. Its performance in
the numerical simulation of the flow in Parand River, close to the site
where Corpus Dam will be built, was satisfactory, and provided interes-
ting practical results.
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INTRODUCCION

El Laboratorio de Hidrdulica Aplicada del INCYTH ha encarado el es
tudio hidrZulico de la zona de emplazamiento de la presa de Corpus sobre
el Rio Parand, mediante un modelo en escala reducida ("modelo fisico™).
Para analizar la posidilidad de simplificar la implementacidn de las con
diciones de contorno aguas arriba (es decir, en la zona de entrada del
agua), se decidid llevar a cabo un estudio de sensibilidad mediante un
modelo matemdtico. En este modelo, el escurrimiento es considerado como
un flujo cuasi-bidimensional a superficie libre. Estd, entonces, descrip
to por las Ecuaciones de Saint Venant en dos dimensiones espaciales, con
la inclusidn de t&rminos de difusidn turbulenta.

Un modelo de este tipo fue utilizado por Vreugdenhil v Wijbenga [1]
discretizando las ecuaciones diferenciales de acuerdo al conocido esque
ma en diferencias finitas de Leendertse {2]. Este esquema es un método
semi-implfcito de direcciones alternadas. Sin embargo, no permite la u-
tilizacidn de pasos de tiempo demasiado grandes por razones de estabili
dad numérica. Esto se torna en un factor limitativo en el cdlculoc de es
currimientos permanentes (como el presente), en los cuales la marcha en
el tiempo no es mis que una técnica de relajacién vy, en consecuencia,
el paso temporal es conveniente elegirlo lo mds grande posible.

Se desarrolld, entonces, un nuevo esquema. Este es un método fuer=-
temente implicito de direcciones alternadas, en el cual los términos
convectivos estdn localmente linealizados y usan diferencias descentra-
das ("upwinding"), y los t&rminos de las presiones y la difusidn turbu-
lenta estd3n centrados. Las matrices de coeficientes de los sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales resultantes son del tipo tridiagomal o
tridiagonal en bloques, que se resuelven eficientemente por el mé€todo de
doble barrido. El1 método numérico es incondicionalmente estable desde el
punto de vista lineal, contrariamente al de Leendertse. No obstante, pue
den producirse inestabilidades no lineales.

Se presentan corridas de prueba y ensayos numéricos del modelo mate
P s >
matico, y resultados de su aplicacidn al problema de Corpus.

Es de destacar que este estudio estd incluido en los trabaios contra
tados entre la Comisidn ifixta Argentino Paraguaya del Rio Paranda (COMIP)
y la Asociacidn constituida por la Administracién Nacional de Navegacidn
y Puertos del Paraguay y el INCVTH.
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MODELO TEORICO Y ECUACIONES DE GOBIERNO
Las hipStesis fundamentales que definen el modelo tedrico son:

a) E1 flujo es cuasi-bidimensional; es decir, es esencialmente bidi
reccional y la velocidad es précticamente uniforme en la direc-
cidén normal a la superficie del escurrimiento.

b) La componente de la aceleracidn normal al éscurrimiento es des-
preciable (frente a la aceleracién de la gravedad). Alternativa
mente, esta hipdtesis puede expresarse como que la curvatura y
divergencia de las 1fneas de corriente en planos normales a la
superficie del escurrimiento son pequefias, Como consecuencia, la
distribucidn de presiones es hidrostdtica.

Puede demostrarse que estas hipdtesis resultan condiciones necesa-
rias si se supone que la escala de longitudes a lo largo de la superfi-
cie del escurrimiento (tfpicamente, una longitud de onda) es mucho mayor
que la profundidad. Es por eso que se habla de ondas en aguas poco pro-—
fundas.

Las ecuaciones para flujo cuasi-bidimensional a superficie libre se
obtienen por integracifn de las Ecuaciones de Reynolds sobre la profundi
dad local, y utilizando las hipStesis del modelo tedrico. Se llega asT a
las siguientes expresiones [3]}:

%é + %Ni\) + %(”‘K) =0 (1)
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donde t = tiempo; x e y = coordenadas espaciales; h = profundidad; uy

v = componentes de la velocidad en las direcciones X e y , respectivamen
te; zo = cota de fondo; g = acelaracién de la gravedad; n = coeficiente
de Manning (mide la "rugosidad" del cauce); V; = viscosidad de torbelli-
no. En estas ecuaciones se han despreciado los efectos de la aceleracidn
de Coriolis, del viento y de las tensiones viscosas y convectivas. Estas
Gltimas son las tensiones efectivas resultantes de la no uniformidad de

la velocidad sobre la vertical, que pueden resultar significativas cuan
do la curvatura de las lineas de corriente es apreciable. Las tensiones

turbulentas se han expresado de acuerdo a un modelo de viscosidad de tor
bellino, supuesta &sta constante y uniforme.

W W W h n?
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Para resolver las Ecs. (1)-(3) es necesario especificar las distri
buciones iniciales de h, u yv y apropiadas condiciones de contorno. En
el caso en que las tensiones turbulentas pueden despreciarse, el sistema
de ecuaciones es hiperbSlico. La aplicacidén del método de las caracteris
ticas muestra que, en el caso de régimen subcritico, debe especificarse
el siguiente ndmero de condiciones de contorno, de acuerdo al tipol[ 41:

a) Contorno entrante: 2 (generalmente u y Vv )
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b) Contorno rigido: 1 (velocidad normal nula)

c) Contorno saliente: 1 (generalmente, h)

Si las tensiones turbulentas son significativas, el sistema se vuel
ve eliptico. En este caso, es necesario especificar ambas componentes de
la velocidad sobre todos los contornos.
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METODO NUMERICO

La variedad de tratamientos desarrollados para resolver numéricamen
te las ecuaciones para flujos cuasi~bidimensionales a superf1c1e 11bre,
pone de manifiesto el hecho de que diferentes esquemas numéricos pueden
resultar adecuados para diferentes problemas fisicos. En problemas flu-
viales, como el presente, los mecanismos que dominan el escurrimiento
son la "friccidn" contra el fondo y el peso efectivo, resultando peque-
fla la contribucién de la inercia, especialmente a bajos n@meros de Frou
de. En consecuencia, no parece critica la discretizacién de los té&rminos
convectivos, con tal que no produzcan inestabilidades. En este sentido,
el esquema semi-implicito de Leendertse no resulta adecuado, ya que pre
senta inestabilidades lineales que limitan el .paso temporal de discreti
zacidn. Esto es especialmente inconveniente para cilculos de escurr1m1en

.tos en régimen permanente, donde la evolucidn temporal s&8lo encubre un
proceso de relajacidn.

La malla de discretizacifn adoptada se muestra en la Fig. 1. NStese
que se trata de una malla alternada (las variables estin centradas en
puntos distintos); &sto resulta conveniente para aplicar las condicio-
nés de contorno. Las Ecs. (1)-(3) han sido discretizadas de acuerdo a
un esquema fuertemente implfcito de direcciones alternadas. Para el cdlm
lo en la direccidn x se tiene que
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Los términos convectlvos (entre corchetes)’ gé representan por medio
de diferencias descentradas; por ejemplo,
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si M:h;' y uib;, son positivos, es decir, se utilizan diferencias en
atraso‘("upwinding"), que se cambian a diferencias en adelanto si las ve
lociades son negativas. NStese que, en todos los casos, los t&€rminos no
lineales se linealizan localmente. Cuando las variables aparecen centra-
das en puntos donde no estdn definidas, se toma el promedio aritmético
entre los valores mds cercanos; por ejemplo,

Gz = -

4‘_\]_.

-/’kr’i.‘,l{z +C:j.(l2_ + U?,U.,l,z + C_a—'(J -“Z) (8)

~

Como es usual, el supraindice indica el paso temporal de cilculo.
Suponiendo conocidas las condiciones en el paso n (eventualmente dadas
como condiciones iniciales), las variables en el paso n + 1/2 estén rela

‘cionadas, de acuerdo a las Ecs. (4)-(6), por expresiones de la forma
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donde los coeficientes Qﬁé y 5,' son conocidos. Se observa que, habien
do tomado como implfcitas a las'éerivadas en la direccién x, las varia-
bles aparecen acopladas en esa direccidn. En consecuencia, el sistema de
ecuaciones puede resolverse "fila por fila", incorporando, eventualmente,
las condiciones de contorno. Notese, ademds, que las Ecs. (3) y (10) es-
tidn acopladas entre si, pero desacopladas de la Ec. (l1). Las primeras
forman un sistema de ecuaciones algebraicas lineales del tipo tridiago-
nal en bloques, que puede ser resuelto eficientemente por el algoritmo
de doble barrido. La Ec. (11) da lugar a un sistema tridiagonal, que se
resuelve por el eficiente algoritmo tridiagonal.

Las ecuaciones para el cdlculo en la direccién y son formalmente a-
nilogas a las Ecs. (4)-(6), si se invierten los roles de u yvydexe
Yy 5 ¥y si se avanza el paso temporal en otra media unidad (n-—»n+1u2).

En el presente método los contornos se representan por 1fneas (even
tualmente quebradas) que coinciden con la malla de discretizacidn. En
consecuencia, los contornos son localmente paralelos a los ejesx oy .
La implementacifn rigurosa de las condiciones de contorno no es una ta-
rea sencilla [4,5] , especialmente cuando el método de cdlculo es impli-
cito. En el presente método se han implementado solamente condiciones de
borde simplificadas. Ellas se ilustran en la Fig. 2. Las expresiones mar
cadas con un asterisco son restricciones relativamente "débiles' que su-
plantan a lo que, estrictamente, deberia ser un cdlculo; pueden denominar
se, genéricamente, condiciones de contorno "naturales” y son de la forma
»/>n = 0, donde n indica aqui la direccidn normal al contorno.
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b) Contorno entrante

(x) Condiciones de contorno naturales.

Vijelro=Vij-1p (%)

irlyj-1= i1y, (%)

¢) Contorno saliente

Figura 2. Implementacidn de condiciones de contorno.
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ANALISIS DEL METODO NUMERICO

Para analizar las caracteristicas del método numérico es comin par-
tir de un sistema de ecuaciones simplificado que permita tal anZlisis.
En el presente estudio, se simplificaron las Ecs. (1)-(3), anulando las
contribuciones de la friccidn y la turbulencia (n20O ,Vi = 0) y lineali-
z8ndolas. Esto @ltimo implica admitir un flujo de base uniforme, caracte
rizado por los valores #,,U. y &7 , sobre el que se propaga una pequefia
perturbacién h,,u, y t; tal que |i\,1<<?\° s Ui << o), 831 << (V| . En 1las
ecuaciones resultantes puede introducirse una solucidn tipo onda plana,
es decir .

i - ) 1k . k: 4 R
oy, e y+3t) (12)
donde k) y ky son las componentes del vectcr niimero de ondas en las di-
recciones X e y , respectivamente, y 8= -w + iA, siendo w la frecuencia
angular de oscilacidn y A un coeficiente de atenuacidn. Se obtienen asi
tres soluciones, a saber, una onda "de avance", otra 'de retroceso” y una
tercera "estacionaria" (respecto del flujo de base). El estudio de la es
tructura de estas ondas se presenta en la Ref. |6 ].

.81 ahora se utiliza el presente esquema numérico para discretizar
las ecuaciones simplificadas, y se introduce en las ecuaciones en dife-
rencias soluciones del tipo de la Ec. (12), pero admitiendo un valor dis

- . ~ - . - - -
tinto de A (denominado A ), se obtienen las tres soluciones numéricas
que corresponden a las anteriores tres soluciones analfticas.

Leendertse [ 2 ] introdujo el concepto de factor de propagacién T,

definido como el cociente entre cada onda numérica y su correspondiente
onda analftica luego de haberse propagado durante un periodo, es decir,

1y Lrﬁzj +3T)

. [ e
[ by T € (13)
. E.kh,l f"‘zj +—;5t3) T 2T/ 1wl

El mdulo de T mide la atenuacidn relativa de la onda numérica res
pecto de la analftica (es decir, la atenuacidn numérica), mientras que
el argumento de T mide el retraso de la primera respecto de la segunda
(es decir, la dispersién num8rica). Son varios los pardmetros de los cua
les depende T, a saber: el nimero-de Froude Fo = Ruoz +1,2)khg 12 y el
dngulo I" = arc +tg @o/Uo), que caracterizan el flujo de base; el angulo
¥ = arc tg (k2/k]) y el nfimero de puntos computacionales por longitud de
onda N = 2% /(k12 + k22)"Ax, que caracterizan a la oscilacién; y el
cociente r =4y /AX y el nimero de Courant CH = At (gho)l/2/Ax, que
caracterizan a la malla computacional. Manteniendo fijos Fo (= 0,1) ¥y
r (= 1), se han realizado gr&ficos del mddulo y el argumento de T en fun
¢ién de N, con CH como pardmetro y para distintos pares de valores {I,¥).
Es fiacil demostrar que arg (T) estdi relacionado al cociente entre las ve
locidades de fase de las ondas numérica vy ffsica, tal cual se muestra en
las figuras. También es interesante apuntar que, dado que las ondas ana-
1fticas son neutras, { T | también provee indicaciones sobre la estabili
dad del esquema.

La figura N2 3 muestra los resultados para la onda de avance cuando
las direcciones de propagacidn de la onda y el flujo coinciden entre sf
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Figura 3. Factor de propagacidén para la onda de avance. Fo = 0,1; r = 13 L=%=9,
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y con uno de los ejes coordenados. Se observa que el esquema introduce
atenuacidn numérica (es "disipativo"), aunque &sta tiende a desaparecer
cuando el paso temporal crece (CH-» o0 ). La dispersidn numérica, por su
parte, se manifiesta como un retraso de la onda numérica respecto de 1la
analftica, tanto mayor cuanto mayor es Cy. Como era de esperarse, la a-
tenuacidn y la dispersién numéricas desaparecen, cualquiera sea el valor
de CH, para N-» o0, Cuando la onda de avance es normal a la direccién
del flujo (en este caso, su calificacién como onda "de avance" solo se
justifica como una extensidn del caso anterior), pero coincidente con u
no de los ejes coordenados, el esquema se comporta como neutro (no 1ntro
duce atenuacidn) para cualquler valor de Cg, pero conserva pricticaments
sin cambios sus caracteristicas dispersivas.

Resultados totalmente similares se obtienen para la onda de retro-
ceso., En el caso de la onda estacionaria (de poca importancia practica,
ya que no involucra oscilaciones de la altura), el método se comporta
como fuertemente disipativo para el caso de propagacidn paralela (Fig.
4), y neutro para propagacién normal. En ambos casos es relativamente
poco dispersivo, salvo para las longitudes de onda mds cortas (N~ 2),
y sus caracteristicas son prdcticamente independientes de Cf.

Un estudio similar se realizd para el esquema de Leendertse. La
F1g 5 presenta los resultados para la onda de avance cuando la propaga
cidn es paralela.

Se observa que el método produce una amplificacidn de la oscilacién.
Esto muestra, también, que el esquema es inestable frente a este tipo de
oscilaciones para el sistema simplificado; solo la inclusidn de efectos
resistivos (friccién, difusidn turbulenta) lo pueden tornar(cond1c1onal
mente) estable, a diferencia del presente método, que es incondicional—
mente estable.
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PRUEBAS

Para verificar el método numérico se llevaron a cabo algunas prue-
bas para el caso de flujos permanentes (o estacionarios). Una de las
pruebas consistid en comparar los resultados para un canal horizontal,
de seccidn rectangular y uniforme y fondo rugoso, con la solucidn numé-
rica obtenida por medio de un cdlculo unidimensional, obteniéndose resul
tados satisfactorios, tal cual se muestra en la Fig. 6 para la altura.
La leve desviacidn que se observa hacia aguas arriba se debe a que, tal
cual se explicd, la condicidn de borde no es estrictamente vdlida. Esta
prueba se repitid, pero alineando el canal a 45° respecto de la grilla
de cdlculo. En este caso, los resultados numéricos también resultaron
satisfactorios en la zona central del canal; sin embargo, los lados del
canal, representados por una lfnea quebrada, producen, efectivamente,
 una condicidn de no deslizamiento[7]que induce la formacidén de una "ca
pa de pared" con fuertes gradientes transversales de la velocidad.

A titulo de ensayo numérico se tratd el problema del flujo a través
de una brecha situada en un canal sin rozamiento. La Fig. 7 muestra las
lineas de corriente. Se observa que el chorro que parte de la brecha se
difunde débilmente por efectos numéricos (ya que Vi = 0) creando, inclu-
so, una recirculacidn a ambos lados. Las curvas de nivel de las alturas
se presentan en la Fig. 8. Nftese el ripido decaimiento de la altura emn
la zona de la brecha, que varia en, aproximadamente, 3,3 m. Esta dife-
rencia es mucho mayor que los 1,3 m que surgen de aplicar el teorema
Bernouilli (conservacién de la energia mecdnica), pero también excede
los 2 m calculados por la f8rmula de Isbach £ 8] , que tiene en cuenta
las pérdidas energéticas. La pérdida adicional de energia mecanica que
aparece en el presente cidlculo se debe a la difusidn numérica, que se
torna particularmente alta en la zona de la brecha al ser la viscosidad
numérica proporcional a la velocidad. Esto queda corroborado al observar
la Fig. 9, que muestra las curvas de nivel del médulo de la velocidad.
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APLICACION

Tal cual se explicd anteriormente, el objetivo del desarrollo del
presente método numérico fue el de la simulacidn numérica del escurrimien
to en la zona del Rio Parand donde se emplazard la presa de Corpus. La Fi
gura 10 muestra una comparacidn entre las 1fneas de transporte (igual des
carga acumulada) calculadas y las trayectorias de flotadores medidas en
el prototipo, observidndose un acuerdo satisfactorio excepto en la zona de
aguas abajo. Este se debe,seguramente, a que la condicién de borde para
el modelo matemdtico (altura constante) no es del todo realista. La compa
racién entre los mbdulos de las velocidades medidas y calculadas se mues-
tra en la Fig. 11, que es la distribucidén en la seccidn del futuro eje de
presa. Nuevamente, el acuerdo se considera satisfactorio desde el punto
de vista ingenieril. El1 perfil calculado presenta un pico menos pronuncia
do y una variacién mds suave. Esto se debe a la forma como se modeld la
difusidn turbulenta, por medio de una viscosidad de torbellino constante
y uniforme. Es sabido que una aproximacidn mis precisa requiere el uso de
modelos de turbulencia md3s sofisticados L9) . Mds alin, la existencia de
un extendido y profundo pozo en la zona de cdlculo no solo puede provocar
la generacidn de turbulencia de gran escala, sino también la aparicidn de
corrientes secundarias cuya modelacidn es aln tarea de investigacidn.

La aplicacidn de un perfil de velocidades uniforme aguas arriba (la
condicidén m3s ficilmente implementable en el modelo f{sico) genera dife-
rencias en el flujo, que solo se extienden sobre una corta zona. La Fig.
12 muestra estas diferencias para la cota del pelo de agua (altura).
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Figura 10. Lfneas de corriente medidas (—) y calculadas (=) en la zona de Corous
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CONCLUSIONES

Se ha presentado un m&todo numérico eficiente y estable (desde el
punto de vista lineal) para calcular flujos cuasi-bidimensionales a su-
perficie libre. El esquema es disipativo con respecto a las longitudes
de onda mds cortas cuando el nfimero de Courant es pequefio, torn&ndose
neutro para nfimeros de Courant grandes. Esto {iltimo puede provocar la a
paricidn de inestabilidades no lineales.

El método numérico es preciso cuando se tratan ondas relativamente
largas, (con respecto al paso de discretizacidn espacial) pero presenta
limitaciones para representar ondas mds cortas, tales como transiciones
abruptas.

La simulacidn numérica del escurrimiento en la zona de Corpus resul
té satisfactoria, proveyendo, entonces, resultados préacticos de interés.
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