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Partindo de um trataaento unificado e abran&ente de proble
aas variacionais sob 0 ponto de vista .ateaitico, baseado no
conceito de fraca coercividade (ou condi~ao inf-sup), cheaa -
se is condi~oes que aarantem a boa escolha de metodos de ele-
mentos finitos para 0 cilculo de campos fi.icos descritos por
equa~oes diferenciais parciais.
Vma enfase especial e dada as formula~oes .istas, as quais
nao correspondem a problemas coercivos ou positivos e. aeral.
Varias aplica~oes de elementos finitos aistos estudados e US!

dos atualmente para tais problemas sio considerados, notada -
.ente as relativas a siaula~io do coaporta.ento de aeios in -
compressivei., e ilustra~oes de resultados numericos sio apr~
sentadas.

1
Encontrar

a(u,v) : L(v)



(i) V i um espa~o de Hilbert de norma II. IIv

(ii) a:VxV -'>JR e uma forma bilinear continua, bto e,

Ita II = up a(u,v)
¥,lJ~V Ilu Ilvllv IIv
¥,lJ~O

(iii) L~V', 0 dual topologico de V, Lsto e, L: V-'>lR

e uma forma linear continua sobre V, ou seja:

LrlJ)= sup
lJ~ V II v IIvv ~O

Nesse quadro, aplica-se 0 resultado seguinte ampla -
mente difundido na literatura.

Teorema de Lax-Milgram (l9S4): 5e sob as hipoteses (i), (ii)e
(iii), ~ e ta.bem coerciva. isto e,

(iv) ~1ll'>O tal que a(v,lJ)~ 1111 vir
!'

A hipotese de coercividade (iv) (juDtamente COlli(i),
(ii) e (iii», i efetivalllente satisfeita nUIIIsem nUlllero de
problemas fisicos, como por exe.plo:

Equasao do calor estacionaria: 5eja U. corpo
que ocupa uma rep,:i:aoQ de JRn. Dada uma fonte
de calor r e um coeficiente termico e~O do
corpo. deseja-se encontrar sua telllperatura u
tal que:

{

-t.u+Ci/,=r e. Q

u = 0 sobre r



y = H~(Q) = {vI fQ'vv~ < • e _ = 0 aobn r}

As hipoteses (i). (ii) e (iii) sao trivialmente .a-

tisfeitas por V. a eLse 1I1111y =[L~'Vl1l' ].Vz
e a coercividade de a ocorre se a~O. isto e.

Entretanto a eoereividade nao se apliearia no aes.o
exe.plo se:

No entanto a prohlema (P) tea solu~io uniea. desde
que a nao seja um valor proprio do operador A. isto e:

!AU = Au e. Q

II = 0 sobre r

1

.. = fu11 . ea a

- dil)
..

f em ap =
u = 0 sob re r

0 que da 0 problema variacional misto:

[

Eneontrar p£X e u£N tais que
+ + .• .•

a(P.~) + b(u.q) = 0 ~£X

b(v.p) = G(v) ~v£N

on de c(P.q) = fg P. q b(u.q) = [Q II divq e G(v) = [./v

X = {p I f (p f + ldiv P f ) <. } e II = L3
(Q)= hr I f v' < • }

g 11;11% = (Ia(lp ,2 + ldiv P 12) ] Va II Yl~g= (faV2] 11,



Observe-se que 0 problema (Q) pode-ae aer eoloeado
na forma (P) sobre 0 espa<;o V = X x II. isto e:

Jlacontrar (P.u) f XxII tal que
lPZ) )a({p.II). (q.rI)) = L ((q.rI)) SJ(q.v) €Xxll

a(p.Il). (q.v)) = I:2 P.q + IgU div q + fgV div P
Ll (q.fI)} .= I

Q
f V

A for_ 4 visivellDente nao i eoereiva sobre V porque
a((O,u).(O,Il)) = 0 -¥U •• as II {o,uJIlv =1111111110, ui'O

A coereividade da forma bilinear ~ e apenas ulDa con
di~io sufieiente para a boa eoloea~io de {Pi.

TeorelDa (Lax-Milgraa generalizado): Sob as hipoteses(i),(ii)
e (iii), a eondic;io necessaria e sufieiente para que (P) te-
nha soluc;ao iniea e que ~ aeja fraeamente eoereiva, isto e:

(iv) ~o>O tal que -¥UIEV sup a(u. v)
~ a' lIu II,

filE V II V II ,
1#0

(iv) ~ci>o tal que 1Jvt:V sup a (u. v)
~ a" II V IIv

IIf V 1111 IIv
1I;t0

DelDonstra5ao: SUfieieneia:
.eeessidade:

v vver J •• EeAS [19] e 1. BABllSKA[ 3]
ver B. DUPIRE (tese de doutorado ,
INF, PUC/RJ,16] ).

Obs: la) Se 4 e siaetrica, isto i, se a(u.v)=a(v.u)1JU.Vf ,

(iv)' e (iv)" sao equivalentes .

•up a{u,v) ~ ~ ~ • lIu II,
rJt:V IIvlI, 111111,



10 caso das exeaplas (PI) e (PZ)

dade fraca de a sobre 0 espa~a V
arauaentas de 4nalise Hateaatica

tatroduzimos ua subespa~o VIz de V. de ,Ii_nsao fini-
ta. associado a .aa aalha de 0 de eleaentos finitos de diame-
tro aaxiao h.

4ssi. em vez de resolveraos (P)
resolveaos 0 probleaa aproxiaado

(p l{lncontrar "h £ VIz tal que
h _ (a("h'vlz) - L vh) ~V£ VIz

o problelU fundamental e estudar 0 erro /I II-1I1z II y dessa apro-
xi.a~ao.
De acardo com resultados classicos (p••x.[ 4]). se ! e coerc~
va. teaos:

Infelizment., a fraca coercividade nao .e .stende a
subespa~os, e se

(iv)' • (iv)" sao satisfeita., e preciso provar qu. para cada
••colha do subespa~o VIz' condi~oes analoga. sio satis~eitas ,

leste caso, foi provado par
doutorado INF. PUC/~J, [6] ) que:

in! II l1-lIlt II y
1I1z£ Vh
1I1z;o



2a) 0 ter_ in! II "-"lilly i _jordo pOl'

Plld'll

cl•••ico •• a teoria .a a'Toxi.a~.o poli.o.ial e••• -
••~o•• e S~ol.v •••• i••••• o ft.

ift! II -"Il t\, " CfuJl' 11>0

"llc'll

ond. Cluj i u_ eo•• taate ia.ep••deate .e 11•• 11 i u. expoea-
te ••• iei•••• e ••••• de d. r.'.l.ri.... de M • do ,r.u doa
•• liaoai •••••• _ ao •••• ~o ',..

u. c••o p.rticul.r i"oTt.ate de prObl •••••• Ti.eio-
aaia ••0 coeTcivoa i 0 d. for.ul.~oes .iatas. eo.o aa do e -
•••• 10 29). i.eo i:

IEacoDtr.r (M.p) C z,."
C(K._) + b(p.lI) = F(,,}
b(q.u) = Q(q}

t.l qu.

*vcZ
~dt • oDde

• Z • " a.o ••••~o. de Bilb.rt co. aor•• a II. Il, • II. II" .
• t: i u_ for•• bilia •• r coati••• sobr. I lC Z

.(q.lJ) < •

a q II If II lJ IIz

Sa••ab._. que ~ .ej. ai.etric •• A.lie.ado 0 Teor•••
4e L.x-Kilgr •• ,ea.r.li ••do. (Q) te. aolu~.o w.ie •• e • ao ae:



'rova-se que tal condi~io equivale a:

• Condisao LBB

lIaClllioriadas ap1ica~oes (vii) e trivialmente satisfeita.
No Ex. 2!), par exemplo, c e coerciva sabre 0 eapa~o

-{q I In v div q = 0 ~o£M}, isto e q£u <~ dioq =0

'or outro lado a condi~io (yi) e maia difrcil de ve-
rificar, em geral.

De for•• natural aproxima-se a problema (Q) por ele-
.entoa finitos aistos, isto e:

Dados dois subespa~os
finita associados i malha de n,

x II c: X e "11 c "

resolvemoa:

\

Encontrar (uh,Ph) £ XliX "11

(Qh) cruh,vll) + b(Ph,oll) = F(Ph)

b(qh'uh) = G(qh)

o problema (Qh) nao tera solu~&oseacoQdi~ao Lll-dis-
~ nao for satisfeita. iato e:



Condisao de posto: A condi~ao (Vi)1te satisfeita se e so se a
posta da aatriz 8 de discretiza~io de b e exataaente a diaen-
aao de MIt, onde

baaes arbitrarias de MIt e XIt respectivaaente.

Conaequencia: Condi~io LBI-diacreta ---> dim Nits dim XIt

dim XIt
.a pratica constata-se que e preciso que ------ nao se-

dim "It

Pode-se provar que se Zilll
h+O

Logo se Lilli Bit=0 a .etodo poderi divergir ea Ilep ou pelo
It+0

_nos ea p.

Terminamos dando algumas aplica~oes da teoris spre -
sentada que estao aendo conaiderados ea nossa. peaquisas a-
tuaia. Hesae quadro, a aiaula~io do comportamento de meios in

(*) Ver I.DUPIRE. tese dout.PUC/RJ, [6] para eatiaativas fi-
nas de C e C', constantes independente. de b sea e coerciva.



Como probleaa aodelo bi.ico para 0 e.tudo de ••io.
incompre.sivei. (equa~oe. de Navier Stoke •• ela.ticidade liae
ar e nio linear incoapre ••ivel. etc.) vea-se procurando de.e~
volver novos eleaento. finitos .isto. de tipo velocidade <de~
loca.ento) - pre••io par. e•••• equa~oe ••
Sendo a • reciao de JRI'l de fllonteir. r.I'l=2 ou i.
ocupada por ua fluido de alt. vi.cosid.de v. sob
a a~io de ua campo de for~as J. de.eja-.e eDCOD-
trar ~ velocid.de do fluido e p a pre ••ao nele
reinante, tais que:rv,~· Vp = i em n

div +
0W = a

+ ~ • ob reW = r

\ E •••• , •••
+ {V/Vt:[H~(n)j1l di" ; = o}wt:V= coa t·lI·

(P 3)
\I f

n
VWOVV = f 10v -¥Vt:V

n

No ent.nto, e auito dificil cODatrair VhcV coa ele -
mentos finitos. razao pela qu.l us.-se • foraula~ao aista
<mais natural neste ea.o):

Eneontr.r wt:X e pdt t.is que

fnvuovv+- fa p div 1; fa io
;

+v = -¥v(l

(Q 1)

J a q div ; =0 ¥qdt

-1 II 2 Z Ioada X =cao(O)) e 1/ = LO(O)= {q / q(L (OJ. 0 q = O}

o proble.a (Qh)' para ser be. coloeado. te. que •• -
ti.lazer a eondi~ao LBB-di,ereta. que aelte e.,o e:



Obs: a(w.v) = v JQvwo v;
i triyial_nte satishita (a = v)

o Ho velocidade: quadra-
tica continua e. so.a
direta co. a bolba c~-
bic. do triangulo

•• 0 pressio: linear des
cOlltillua

aecenteaente B. DUPlaE illtroduziu a bolba quadratica do
ele_llto para satisfa.er exata_nte a coediliio iiv u=O (ver
(6] •

barlcentro
tetraedro

baricentro
de face

~

V •••• [28]

!lepresenta valor de .vlt

arests
& J:I • I aepresellta • tU -• I "II

o .0 velocidade: quadra-
tica pseudo-continua
e. so•• direta com a
bolba quartica do te -
traedro.

•• 0 pre••io: linear des
continua.



Embora nao Ie trate necessariaaente de problema rel~
tivo a meios incomprelslveil, essas equa~oes sao consideradas
como etapa basica para a resolu~ao numerica das equa~oes de
Navier-Stokes.

Sendo k 0 coeficiente de difusao de certo
:;

transportado com velocidade b dada onde,

e sujei to i "for~a" f trata-se de encontrar andis tribui<;ao" II

que tal

\

-kAW + t.Vw = f

w = 0 sobre

llf:H~(Q)

Exemplo e. dimensao um:
a(v,v) = k 'I (~V)2+ IIJ u ::: I 0

.S~:'l'~b"
C '/2

teaos a(t11,111) =
I

k '2 - J >0

b =::: e
dv __:::az v

n = (0,1)
2

k f~(fIi) 1 1
0

1 v'- Z

:~,
e a(v:, vzl=4lc- i < 0



t preciso encontrar aproxima~;es que satisfa~a.. a
fraca coercividade, donde os mitodol corrente aci.a ("upwind
finite element method"):

Estamol usando esquemas correntel aci.a diversos, no
tada.ente:

E. dimensao 1: Perturba~oes exponenciais das fun~oes de base
dos elementos finitos lineares por peda~os co-
11I0 ilustrado abaixo:

29) Esquema de TABATA(I983). (Yer p.ex. anais do VII Consres-
so Macional de Mateaatica Aplicada e Coaputacional, B. FI-
GUEaOA. M. TABATA & v.a. ,[7]
A.bos estio sendo adaptados e uaadoa conjuntalllenteco. um

elemento de quatro nos dito quaailinear assimetrico (v.a. [27])

elll2D, desenvolvido para 0 trata••nto de lIIeiosinco.preaaive-
ia. visando sua aplica~io na reaolu~ao das equa~oea de Mavier
-Stokes (ver a lesuir).

Trata-Ie de eacontrar UIIIcampo
pressio p de um fluido .e viscoaidade v

•campo de for~as f:

\

-V6:+(:efJ: + fp = 1
d~v ; = 0 ,a g~ = 4 sobre r



Problema variacional misto:
~ 1 " ZudHO(Il)] • pcLO(Q) tais que

+ L/i:oV)i:o; -Il dill F 1/>; ~[H~(Qll'1

Algoritao de lineariza\;ao ea uao (M.CJlOUZEIX [10]) :

encontrar ;'" e pili aproxiaa\roes de -;.e P. 1fI=1.Z ••••• t.fJ.

A resolu\;80 de(Q",)envol"e dues dificuldades basicas:

I!) As da equat;;ao da convec\;ao-difusao se Be = v-1> > 1.

2!) As do problema de Stokes: trabalhar coa metodos de elemen
to. finitos aistos velocidade-pressao confiaveis (cond.
LBB). convergentes e economicos.

Estamos combinando as tecnicas corrente aciaa de
HEINRICH e TABATA a metodos de elementos finitos ea 2D e 3D
do °1° . - ° (*) 1 °d do tLpo quasl lneares aSSlmetrLcos para a ve OCL a e e
pressao constante. por triangulo ou tetraedro (V.R. 1981 [26])

/
I

., I
I I

I

" II'-¥
(*)Fun'iAolinear sobre os 1ados (ou faces) dos eleaentos exceto 0 1uo f (race
F) onde tea uma cOlllponentequadratica (cUbica).



A condi~.o LBB-discreta e satisfeita para aalhas criteriosa -
.ente construid •• [ 26 1. Partindo de ua "solver" de Stokes
c;onstr\fiaos"~olvera" de .avier-Stokes. la 2D ji esti funcio
nando bea para nuaeros de aeynolds (Be) moderados.

6.4 - paOILIMAS DI VISCOELASTICIDADI INCOMPRESsfVEL
COM COEFICIEWTES DIPENDENTES DO TEMPO

Uaa da. apliea~o.s industriais relativas a aeio. in-
coapressrveis que esti sendo considerada atualaente diz res -
peito a eertos polraeros de comportaaento viseoelastieo. 0
probl.aa ea estudo i descrito por ua aodelo de Kelvin-Voigt

Seja Q corpo viscoelistico fixo ~a
parte ro de seu bordo. Sendo f a
carsa • qual .sti subaetido tea-s~
para pequenos deslocaaentos:
p ~ - di,; a+ fp = ., ea Q (eq.do equili-

at b • )no .•
Z • k(u) •

a = 3 K E(;U+ """"Tt (le1 COIlStitutiva)

diu : = 0 (ineo~ressibilidade).. .. ~ ..
~(;,:.O) = "0(;,:). at (z.O) • 1J.

1
(z) (cond.

iniciais)

a tensor desviador de tensoes
E (:): tensor de deforaa~oes EiJ(~)= t

aodulo de ela~tic~d~de }
.iseosidade e~ne••t~ca



Aproxima,ao no tempo

Dado At>O e ~?z) calcula.ol ~m, 0"', p. aproxi.a~oes de ".0 e
p no instante mAt por_-2u 1" III ~ III +

- d~v 0 + vp = I.
c(:"') - c(~m-1)

+ v ---------••
div +11I = 0II

:"'= it
III + m + ito ° " - p ,,=

onde E = ECmAt) v = v(mAt) e im(z) = fCz,mAt)m m

P f+" f + fop di" v= foc1+]'jo -; ¥Ud;:;J 011ov + 0 0 oc (v)

\I f
n

OOT- fodU)OT = fo G. T ~'t£S

fa q div u = 0 ~dl onde:

= (vi ;£[81(0)]3. v =0 lobre fO>' N=L'(Q)

8 3x3 _ 1 2 vm 2~1-.._2= (L (0)] ,II =(1 Em+ At); '1 ::p AtZ

E interellante eonlervar al tres variiveil por eaula
da dependeneia temporal de E e v, (ver anail de VII CKKAC
V.I. , G.K.E.Q. ACQUADIO ( 1 ]) evitando-sa a inversao de_ia
de uma aatriz ao lonlo do tempo. Kelte ealo e preeilo eaeon -
trar aetodol de elementol finitol miltol eo. 3 variiveis que
latisfa~am:

Sendo XhcX ,ShcS e MhcM 01 elpa~os de apro-
xi.a~ao de eada variivel, alsoeiadol • dada aalba de Q deve -
mOl ter:



As duas condi~oes LBB-discretas acima sao contradito
riaa se se deseja trabalhar com conjuntos
tipo.o que i a eacolha fisicamente natural
tima.

Sh e Mh do aesmo
e numericamente 0-

ra Xh
aetrico

Essa dificuldade foi reaolyida em 2D. toaando-se pa-
o espa~o correspondente ao triingulo quasilinear assi
de quatro nos.

Oba: I!) Detalhes sobre os espa~os she Mh) associados a tal
Xh encontram-se em artigo em prepara~ao [24 J.

2!) Programas utilizando essa metodologia foram desen -
volvidos para 0 estudo do comportamento de certos
poliaeros para a Pirelli Cia. Ind. Bras.

Uma simula~ao numerica particularaente delicada que
yem sendo considerada em nossas pesquisas se refere aos meios
hiperel.sticos co. caracteristicas de incompressibilidade. 0
problema pode s.r descrito da maneira seguinte •..

., Dado um solido hiperel.stieo QcJRJ

fixaclo numa parte fO de sua fron -
teira. subaetido a for~as volume -
tricas 1e superficiais g deseja
se calcular a campo de grandee des
loe.aeato. : resultante. !.te • ua
minima local da eneraia potencial
elistica W. isto i:



+
lit: X

d.t (I+fV) = 1. onde I e 0 tensor unitario. e a

Condi~ao de ineoapreasibilidade nao linear para pr~
blemaa eo. grandes deforma~oes: 19Z1 > > o.
Materiais de Mooney - Rivlin. por exeaplo. ae enquadraa neaae
easo. para os quais:

11I(;) = ~ L/II+fV1'-3)+ :2 JO(Iad,i(I+Vt;) (-3) - fl·; - fr/·;

E1,E2; eoustlllltesde Mooney (£2=0 no easo de deforaa<;oes plane.s).
adJ A = transporta da .atriz de aenores de A.

Equ4ljoes do equi librio (eaao plano)

+ di; p adjT (I+ft,) +
-E1 Alt + = ! e. 0

de t (I + VW) = 1 e. 0

+

E1( :: + :) - p adJr(I+V~) : = g aobre r,

+ ++ 1 Z + :tIncontrar Itt: X={p/vt:[H (0)]• l/ = U sobre ro)

e p t: H = L·(Q) = {q /8J4' Iq(%J 1< -} t.q.

E1 J 'It.f; - L P adJtI+VUJ.; =II:O:0Ji.; - E
1

1 dill -; ¥vo:X
g II a a

Jaq a.t(I+~ = fa q



Um bOIllmetodo de elelllentosfinitos de resolu~ao de
(Qzl dev. satisfazer as condi~oes seguintea:

la) A coudi~ao LBB-discreta nao linear (P.LZ TALLEC. 1980(16])
f qh adJ.T(I+VWJeVUh

~ll(i:J,.0 t.q. '*?ht: Mh !1fJ Q ~ S(;;
Vht:Xh IIqhll.., IIvhllx
Uk10

onde ~ e assoeiada a ua. solu~ao do problema de ainillliza~io~
rigin.L

'Essa cODdi~io i.pliea nas mes••a restri~oes sobre
Xh • Mh que DO eaao linear (eq. Stokes por exemplo)

ao que e lIIaisdifieil deteraiuar Sh. Isto impliea que
dim Xh ~h' WI.

2!) dim Xh nao deve ser auito aaior do que dim Mh• do eon-
trario os ele_ntos podea "virar ao avesso" ea estado de
formado.

eont'igural;&O
inieia1

cont'igural;io
deformada



Esse par de espa~os sati.fa. a coudi~io LII, .a'
dim Xh = 4 di. M. a a coudi~.o de incoapre •• ibilidada so .a

satisfa. no sentido

a~a(iJ = I~d.t(I+fMhJ = I~ 1 = apea(KJ •• a. local••uta e PO!
sivel qua det(I+9:.J < o!

o. elemeatos qua.iliaeara. assiaetrico. [26] repre -
.enta. u.a alternativa equilibrada para superar aabas a. difi
caldad•• :

dBt(I+9"1.J=l_G
bariuatro de ~ •
tUfIa{1U=_(KJ,

I
Ie I

I
, I

"
,, ,

, I
, I

'"
e a "virada _
avesso"e •• is di
fidl •• _nero

• Ua c:OclilD2D fo.idesea'Yolvido para pe~a. axisi.trica ••• aa-
do u. a1lorit.o de Lagraageaao Aumeatado (GLOVI.S~II LE TAL
LEC [10] e [12]) •

• U. codigo 3D puro eacoatra-Ie a. e.tado avaD~ado, u.aado •
•••• 0 tipo de algorit.o e os eleaento. assi_tricos de S..o.
tetraedricos (ver eq. Wavier-Stokea).

Ob.: l!) lovo. ele••atol a.si__ tricos ••i. economico. fora.
deseavolvidos receate.eat. para 0 ca.o 3D.

2!) Testes para proble.a •• odelo de .ol.~io ••a1rtle.
conbecida coafir ••• a aficieuei. dos _todos e d.a
codigos.

3!) aecent.mente 0 codigo 2D foi te.tado co. sucesso e.
casos pratico. ancoatrados aa iadustria de a••rtee~
dore••



Para finalizar apr••enta.o. ilu.tra~o •• d•• 01u~0e.
obtida. co. a •• todologia d•• crita para alcuns proble.a.-.o-
d.lo correspondentes aos paragrafos 6.2 • 6.5.



Vista da solu~ao da equa~ao da couvec~.o-diful.o.
k • 10-3 • ~. (,.1/2 - x)

- Esqu'.4 de TABATA
- Elea.nto triangular aSlinetrico de 4 UOI.



i/
I '

, ' \
. . 1 \ I \ \

. i \ I I I

, I, \ \ I \ I! : 1\ I I
I" ! I I \

.. ' \ . . .

vistS aa caGada ii_it. aa solu~io
aa .qua~io aa coav.c~io-aifusio co.:

_ Esqu •• a a. tABAtA
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Vista de 1/4 da se~ao aeridiana de u. ciliDdro de borracha
deformado por uaa copressao axial de 30%.
- Eleaento triangular assimitrico de 4 n~s [251
- Algoritao de LagrangeaDo aumentado [11].



Vista de 1/8 de u. cuba de borracha e.
estado deformado par u.a co.pressao de
401 ua dire~ao x.

- Elemeuto tetraedrico assimetrico de [4]
DOS 26
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