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RESUMO

Partindo de um tratamento unificado e abrangente de proble -
mas variacionais sob o ponto de vista -nienitico, baseado no
conceito de fraca coercividade (ou condigao inf-sup), chega -
se 3s condigoes que garantem 2 boa escolha de métodos de ele-
mentos finitos para o calculo de campos fisicos descritos por
equagoes diferenciais parciais.

Uma énfase especial ¢ dada as formulagoes mistas, as quais
nao correspondem a problemas coercivos ou positivos em geral.
Varias aplicagoes de elementos finitos mistos estudados e usa
dos atualmente para tais problemas s3o considerados, notada -
mente as relativas a simulagao do comportamento de meios in -

compressiveis, e ilustracoes de resultados numéricos sao apre
sentadas,

1. TEORIA CLASSICA DOS PROBLEMAS VARIACIONAIS

Seja o problema variacional linear

Encontrar ueV tal que
(P)
alu,v} = L(v) #veV, onde




(i) ¥V € um espago de Hilbert de norma Il.lb

(ii) a:VxV —>R & uma forma bilinear continua, isto &,
lNa |f = oup 2002 . .
e TATITRTT
u, vF0

(iii) LeV', o dual topoldgico de V, isto &, L: V—>IR

€ uma forma linear continua sobre V¥, ou seja:

Noll = sup 221 <
vev || vll,
v #0

Nesse quadro, aplica-se o resultado seguinte ampla -

mente difundido na literatura.

Teorema de Lax-Milgram (1954): Se sob as hipoteses (i), (ii)e

(iii), a & tambéwm coerciva, isto e,

(iv) 30>0 tal que afl(v,v})2 a ||v|F ¥oeV
w

ent3o o problema (P) tem uma solugao unica.
o a
A hipdtese de coercividade (iv) (juntamente com (i),
(ii) e (iii)), € efetivamente satisfeita num sem nimero de

problemas fisicos, como por exemplo:

Equacao do calor estacionaria: Seja um corpo

L~ 7

que ocupa uma regiao @ de I . Dada uma fonte
de calor f e um coeficiente térmico c20 do
corpo, deseja—se emcontrar sua temperatura K

tal que:
~Autcu=f em G
{ u = 0 sobre T
Problema variacional associado:

Encontrar ue V tal que
(P,)

I alu,v) = [ Bue $v + cww) = I fo=Llv) WeV
Q Q




onde
1,

vV = Ho

Q) = {(v/ I IVvF <o e v =0 sobre I'}
Q
As hipoteses (i), (ii) e (iii) sao trivialmente sa-
s 2 | %
tisfeitas por ¥V, a e L se Ilvllv = I |9}
Q
e a coercividade de a ocorre se 20, isto &,

alv,v) 2 a J I?v[z com a=1.
Q

Entretanto a coercividade nao se aplicaria no mesmo

exemplo se:

19) ©0<0, com |c| suficientemente grande.

No entanto o prohlema (P) tem solugao unica, desde

que ¢ nao seja um valor prdprio do operador A, isto &:

¢ # X onde A & tal que Au = Au em Q

u = 0 sobre T

Observe-se que qualquer autovalor de A & negativo

29) Para ¢ =0 escreveremosgx equagao do calor sob a forma

; = Vu .em Q
- div E = fem Q
u =20 sobre T

o que da o problema variacional misto:

Encontrar 5<X e ueM tais que

e(p,q) + blu,3) = 0 ¥gex
b(v,p) = G(v) FoeM
onde e(3,3) = j 5.3, bu,3) = I u divg e G(v) = I v
Q Q 9

={5/[ BE +|dvp P )coten=12m=(w/] 0o’ <o}
LR -2 - 2 ¥ 2 2. Vs
Bl = [ (B 1F e taws 1D 12 W= oh
e 2




Observe-se que o problema (Q) pode-se ser colocado

na forma (P) sobre o espago V = IxN, isto é:

Encontrar (;,u} e XxM tal que
al((p,u), (3,v}) = L ((F,v)) F(q,vieXc M

alp,ul,(q,v)) = I P4+ I udiva*fvdivs e
a
. 2 2
L((q,v}} =I fv
- Q

A forma @ visivelmente nao é coerciva sobre V porque
al((0,u),(0,u)) = 0 ¥u, mas || (O,M)HV =|luHM¢o, U0

2. TEOREMA DE LAX-MILGRAM GENERALIZADO

A coercividade da forma bilinear @ & apenas uma con

digao suficiente para a boa colocagao de (PJ.

A condigao necessaria e suficiente & dada no teorema

seguinte:

Teorema (Lax-Milgram generalizado): Sob as hipoteses(i),(ii)

e (iii), a condigao necess3ria e suficiente para que (P) te-

nha solugao @nica € que 2 seja fracamente coerciva, isto &:

(iv) 3a>0 tal que ¥ueV sup alu,v) c'llullv
ve? |} vll,
v#0

(iv) 3a>0 tal que HveV sup alu,v) °"‘|”|b
ueV [lu|b
u®0
- - v v
Demonstragao: Suficiencia: ver J. NECAS [19] e I. BABUSKA[ 3]
Necessidade: ver B. DUPIRE (tese de doutorado
INF, PUC/RJI,[6] ).

Obs: 12) se a & simétrica, isto &, se a(u,v)=a(v,u)¥u,ve V

(iv)"' e (iv)" sao equivalentes.
Za) Se @ é coerciva entao a & fracamente coerciva com

a’=a"=a:
Dado ueV mp 204¥ , 24w 5, full,
Cvev ivliy Halty




32) ¥o caso dos exemplos (PI) e (Pz) prova-se a coercivi
dade fraca de a sobre o espago V respectivo us ando

argumentos de Anidlise Matematica [17) e (31 ] .

3. APROXIMAGAO POR ELEMENTOS FIMITOS DE (P)

Introduzimos um subespago Vyde V, de dimensao fini-
ta, associado a uma malha de Q de elementos finitos de diime~

tro maximo A.

Assim em vez de resolvermos (P)

resolvemos o problema aproximado

(Ph){lncontrar u; € Vh tal que
a(“h'”h) = L(”h) - Yve Vh
0 problema fundamental & estudar o erro Ilu-uhlly dessa apro-
ximagao.

De acordo com resultados classicos (p.ex.[ 41), se Q H coerci

va, temos:

(v) ]Iu—uhllv < lEEH inf IIu-thIV'
% Va

Infelizmente, a fraca coercividade nao se estende a
subespagos, e se

(iv)' & (iv)" s320 satisfeitas, & preciso provar que para cada

escolha do subespago V,, condigGes anilogas sao satisfeitas ,

isto €:

. “("h'”h)
(iv) 30;>0 tal que Yu, ¢ ¥, sup W z o) Hu,'ll v:

vthh 14

afu, ,v,)

(iv) 3a” ke k

>0 tal que #p, ¢ ¥ swp 2 e dll, .
h ne uhevh“_'r—“hv % oy

Neste caso, foi provado por B. DUPIRE (tese de
doutorado INF. PUC/RJ, [6] ) que:

@ Numwglty, s Lall gup ey
*h "a¢"h
v, #0

obs 1% se @ & coerciva a majoragio classica (v) se aplica.




2%) 0 termo infv !lu-vh||' ¢ majorado por resultados
v, €
| D ]

clissicos da teoria da sproximagao polinomial em es-
pagos de Sobolav, na dimemsao n.
Obtem-se tipicamente estimativas da forma [ 4 ]
inf || v, Hl, s Clulk® »>0
”k"h
onde Cf{u) & uma coustante independente de h, ¢ u & um expoen-

te positivo que depende da regularidade de u ¢ do grau dos
polinSmios usades wo espago ¥V,.

4. FORMULACOES MISTAS

Un caso particular importante de problemas variacio-
nais n3eo coercivos & o de formulagdes mistas, como as do e -
xemplo 29), isto &:

Encontrar (u,ple Xx N tal que
Q) el(u,») + b(p,v) = F(v) ¥vel
blq,u) = G(q) #qeM , onde

X e N sio espagos de Hilbert com normas ||. "X e |f. ||~ .
e ¢ & uma forma bilinear continua sobre X xX

e b & uma forms bilinear continua sobre N xX, isto &:

Noll= awp 202 ..
q;";;;l iall yll olly

o PeX' ¢ GeN'.

Suponhamos que ¢ seja simétrica. Aplicando o Teorema
de Lax-Milgram generalizado, (Q) tem solugac umica se ¢ 33 se:

3a>0 t.q. Hu,p) Xl sup olu ”)’:( visbig,u) 2

1

(O,@)eXM [yl + Uall, )
0 %
H 2 }
o lull + Relly




Prova-se que tal condigzo equivale a:
. Condisio LBB
(vi) 36>0 tal que ¥qeM swp blg,v) , 4 "Q"M

:;g Il ol

* Praca coercividade de ¢ sobre o espaco U ,

onde ={v / ve X, bl(q,v) = 0 ¥qeM}, isto é&:
(vii) 3v>0 tal que Huel aupgﬁ-‘l—vl 2y """X
ve U IIvle
v#0

Na naioria das aplicagoes (vii) & trivialmeate satisfeita.
No Ex. 25), por exemplo, ¢ € coerciva sobre o espago

=g / J v div § = 0 ¥#veM), isto & qeU <= divg =0
Q
Logo c(a,a) = I |3|2 2y J (|3l2+|div af ) ¥3€Ucon y=1.
Q

Q

Por outro lado a condig2o (vi) & mais dificil de ve-

rificar, em geral.

5. ELEMENTOS FINITOS MISTOS

De forma natural aproxima-se o problema (Q) por ele-

mentos finitos mistos, isto e:

Dados dois subespagos X,c Xe Myc N de dimeasao
finita associados 3 malha de R, resolvemos:

Encontrar (uh,ph) € th L tal gue
(Qh) eluy,v,) + b(p,,v,) = P(v,) ¥v,e X,
b(qh,uh) = G(qh) ¥q,e N,

0 problema (Q,) nio terd solugioseacondigao LBB-dis-
creta nao for satisfeita, isto é:

(vi) 38.> 0 tal que ¥g,eM su zigkizﬁi 28, | ]
h h 1 Tpn P R b ity
vty il "h“x
v, 70"




Essa comdigao & equivalente a:

Condicao de posto: A condigao (vi)h € satisfeita se e 886 se o

posto da matriz B de discretizagao de b & exatamente a dimen-
520 de M,, onde
dim N, dimxh
B :(b(“i"j)) , seado {"i} e {¢.}
i=1 I i=1
bases arbitrarias de Hh e Xh respectivamente.

Consequéncia: Condigao LBB-discreta ===> dim ¥, < dim X,

: dim X
Obs: Na pratica constata-se que é preciso que T o, nao se-
h
ja inferior a 4/3 ¥, 1]
dim I . _
Pode-se provar que se lim rorw i 1 entao forgosa-
. _ h>0 h
meate lim 8, =0,
h+0

Ora as seguintes estimativas de erro se aplicam para uze p,
[4 . .
umwylly s Eting Wumoyllysing Np-aylly)
'R ¥y
v, #0 q, #0

W p-p,ll ) < —§;n wmull , (®

Logo se lim By =0 o método podera divergir em uep ou pelo
h+0
menos em p.

0 caso mais favoravel é aquele em que By independe

de h.

6. ALGUNS CASOS EM ESTUDO COM ENFASE A MEIOS INCOMPRESSIVEIS

Terminamos dando algumas aplicagoes da teoria apre -
sentada que estao sendo considerados em nossas pesquisas a -

tuais. Nesse quadro, a simulagao do comportamento de meios im

(*) Ver B.DUPIRE, tese dout.PUC/RJ, [€] para estimativas fi-
nas de C e €', constantes independentes de t_lsea_E coerciva.




compressiveis ocupa um lugar de destaque.

6.1 - NOVOS ELEMENTOS PARA AS EQUACDES DE STOKES

Como problema modelo basico para o estudo de meios
incompressiveis (equagoes de Navier Stokes, elasticidade line
ar e nao linear incompressivel, etc.) vem-se procurando deseg
volver novos elementos finitos mistos de tipo velocidade (des

locamento) - pressao para essas equagoes.

Sendo 8@ a regiao de B" de fronteira r,n=2 ou 3,
ocupada por um fluido de alta viscosidade v, sob
a2 agao de um campo de forgas f, deseja-se encon-
trar u velocidade do fluido e P a pressao nele
reinante, tais que:

-vAu * Vp = ? em Q

div & =0 2

u=28 sobre I

Esse problema admite a formulagao variacional simples:

Encontrar ueV= (3/3:[Hé(ﬂ)]" com div ? = 0} t.q.

(P3) > > ->
v Tuelp = J fav ¥veV
Q Q
No entanto, é muito dificil construir thV com ele ~
mentos finitos, razao pela qual usa-se a formulagao mista

(mais natural neste caso):

Encontrar ueX e peM tais que

v J Fuedv”- I p div » = [ Fev  Woex
Q Q Q
(Ql)

J q div u =0 ¥qek
Q

onde X EWT" o ¥ = L2(0)= (q / qet?(a), I q =0}
Q

0 problems (Qh). para ser bem colocado, tem que sa -

tisfazer a condigao LBB-discreta, que neste caso &:
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q, v vy
a h
3,00 el qve ek, e —oo—— 28 Nl

v, eX &

R "h

-

v, %

obs: alu,d) = v I Fue ¥9 & coerciva e logo a condigao ii)
Q

¢ trivialmente satisfeita (a =v)

Exemplos de elementos desenvolvidos e em teste atualmente

(2D)
e NG velocidade: quadra-
tica continua em soma
direca com a bolha ci-

bica do triangulo

x MO pressao: limear des

continua

CROUZEIX & RAVIART (51

Recentemente B. DUPIRE introduziu a bolha quadratica do

elemento para satisfazer exatamente a condigao div u=0 (ver
[6}.

(3D) e %o velocidade: quadra-

bariceatro 49 tica pseudo-continua

tetraedro em soma direta com a

bolha quirtica do te -
baricentro

traedro.
de face
x N3 pressao: linear des
vV.R. [28] continua.
Representa valor de ;h nesse no
aresta 9 2
P————————i REpresenta »> . & >
° t 5T Io Oh ds T ﬂh(l/z)

La ambos os casor 8, = 0(1) o [limgll , +llpp,ll, = 00K’
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6.2 - EQUACBES DA CONVECCAO-DIFUSAQ

Embora naoc se trate necessariamente de problema rela
tivo 2 meios incompressiveis, essas equagdes si3o consideradas
como etapa basica para a resolugao numérica das equagoes de

Navier-Stokes.

Sendo k o coeficiente de difusao de certo meio
>

transportado com velocidade b dada onde,
1Bl > > &

e sujeito 2 "forga" f trata-se de encontrar a"distribuicao” u

que tal
-kAu + Bo¥u = r en 9
u =20 sobre T
Colocada na forma variacional essa equagac da o pro-
blema:
Encontrar ucﬂé(n)
(Pl) tal que

X j Fusbo + [ (Be¥u) v = [ v ¥venliay.
Q Q Q 0

alu,v) = k[ Vuedy + f (Be¥u)v nio & coerciva em geral.
Q Q

Exemplo em dimensao um: b =z e Q = (0, 1)
[ 2
alv,v) =k |1 (42}, JI dv - & I (dv 1 Il 2
Jo {Z;J o L i . v
Seja v, 1 e v, t
1f2-k Yark
0 12 ] 0o 12 —
temos “("1"’1' =2 - % >0 e a{v?uz):a-%< 0

se k < 1/12.




~-12 =

£ preciso encontrar aproximagles que satisfaganm a

fraca coercividade, donde os métodos corrente acima ("upwind

finite element method"):

Estamos usando esquemas correntes acima diversos, no

tadamente:

19) Esquemas de HEINRICH classicos (ver por ex. [13 )

Em dimensao 1: Perturbagoes exponenciais das fungoes de base

dos elementos finitos lineares por pedagos co-

mo ilustrado abaixo:

Se b<0 Se b>0

29) Esquema de TABATA(1983). (Ver p.ex. anais do VII Congres-

so Nacional de Matematica Aplicada e Computacional, H. FI-
GUEROA, M. TABATA & V.R.,[{T7] )

Ambos estao sendo adaptados e usados conjuntamente com um
elemento de quatro nés dito quasilinear assimétrico (V.R.[27])
em 2D, desenvolvido para o tratamento de meios incompressive-
is, visando sua aplicagao na resolugao das equagoes de Navier
-Stokes (ver a seguir).

6.3 - EQUACOES DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIVEIS

Trata-se de encontrar um campo de velocidade ue a
pressao p de um fluido de viscosidade v tais que para um dado
>
camnpo de forgas f:
. n
~vAus(ue¥)u + 3p =}  em 9cIv n = 20ul
div ¥ = 0 en @
u=8 sobre T
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Problema variacional misto:

Encontrar ;e[ﬂé(n)]" e p(L:(Q) tais que

of e e | @i < pae i[5 detrlw”
Q Q i+ 2

[ q divi=0 wetli.
Q

Algoritmo de linearizagao em uso (M.CROUZEIX (101]) :

Dado ;o’ encontrar u" evpm aproximagoes de % e P, m=1,2,...,t.9

o 5o | @l N ae s | 25 doetalian”
Q Q Q Q
Q)

I qgdivu™=o0 %bch(n)
Q

A resolugao de(Qm)envolve duas dificuldades basicas:

) As da equagao da convecgac-difusao se Re = v i .

1

2%) As do problema de Stokes: trabalhar com métodos de elemeg

tos finitos mistos velocidade-pressao confiaveis (cond.

LBB), convergentes e economicos.

Estamos combinando as técmicas corrente acima de

HEINRICH e TABATA a métodos de elementos finitos em 2D e 3D
(*)

do tipo quasilineares assimétricos para a velocidade e

pressao constante, por triangulo ou tetraedro (V.R. 1981 [ 261)

2D 3D
° no velocidade

x ¥ no pressao
o 1 '

\ d //

¥ // \ w7
\ / \ i/
\ ‘ \ /

V4 \ l,
v N

(®)Fungao linear sobre os lados (ou faces) dos elementos exceto o lado I (face
F)onde tem uma componente quadratica (cubica).
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A condigao LBB-discreta é satisfeita para malhas criteriosa -
mente construidas [ 26 1. Partindo de um "solver"™ de Stokes
constryimos "solvers" de Navier-Stokes. Em 2D ja esta funcio

nando bem para nimeros de Reynolds (R¢) moderados.

6.4 ~ PROBLEMAS DE VISCOELASTICIDADE INCOMPRESSIVEL
COM COEFPICIENTES DEPENDENTES DO TEMPO

Uma das aplicagoes industriais relativas a meios inm-
compressiveis que estia sendo considerada atualmente diz res -
peito a certos polimeros de comportamento viscoelastico. 0
problema em estudo & descrito por um modelo de Kelvin-Voigt

como se segue!

Seja 2 corpo viscoelastico fixo em

E parte Po de seu bordo. Sendo ? a
carga & qual esti submetido tem-se,
para pequenos deslocamentos:

-+
p ffz - & o+ 3b = F em 0 (eq.do equili-
brio)
d : ¢ = % E e+ v 33(:) (lei constitutiva)
f

dvu=0 (incogptes:ibilidade)

i(x,0) = %y(z), 3 (2,00 = & () (cond.
iniciais)

#u=8 sobre ro
ge i - P 7 =0 sobre rI

onde:

-

¥ : deslocamento

P ° pressao

0 : tensor desviador de tensoes

. - 2)= 1 p 3ui wu . )
€ (u): teusor de deformagoes , ‘ij{u =3 3;; + 5;%

E : wmodulo de elasticidade
v ¢ viscosidade cinemitica } dependem do tempo

p : densidade
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Aproximagao no tempo

Dado At>0 e ;92) calculamos ;m’ a', p. aproximagoes de ;,a e
p no instante mAt por

-m +m-1 >m—2

p M= 2u . + u - dlv o™+ 3pn= ?.
at (") - (@)
" = % E e(u™) + v ELY L
n At
divu" =0
a= 8
e a-p"a=8

onde tm = BE(mat) , V© vimit) e ?m(z) = ?(:,mAt)

Formulagao variacional:

Por simplicidade chamamos a', e pm de a, ue p:

Encontrar ueX » 06 S5 e peM tais que
by [Tt [ o - [ paiose [ Bind s
t Q Q Q Q
" I get- J €fu)et = I G.t ¥reS
Q Q Q

I qdivu=z=0 ¥qeM |, onde:

(37 eta?(2)1%, 5 =6 sobre ), M=L?(a)

2:»4 m—-2

e’ 2pem,; 2 c.-—— ™),
e '3mAt "“"‘*2_—

£ interessante conservar as tres variaveis por causa
da dependéncia temporal de £ e v, (ver anais de VII CNMAC ,
V.R. & G.M.,E.Q. ACQUADRO [ 1 ]) evitando-se a inversao de mais
de uma matriz ao longo do tempo. Neste caso ¢ preciso encomn -
trar métodos de elementos finitos mistos com 3 variaveis que
satisfagam:

Sendo thx ,Shcs e “hc“ os espagos de apro-
ximagao de cada variidvel, associados & dada malha de O deve -
mos ter:
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1, 0e(Dy)
3 8'>0 tal que ¥, eX, sup —Ia——h——hz AR
8 r<%n By Hvplly

rkcsk H Tk“ s

-
q, div v
R,‘.’ >0 tal que ﬁkc “h swp J+—"— z ﬂ,: H qh“ N
3 I 2l
vhc& RY4 X

As duas condigoes LBB-discretas acima s3o contraditd
rias se se deseja trabalhar com conjuntos Sh e “h do mesmo
tipo, 0 que & a escolha fisicamente natural e numericamente o-

tima.
Essa dificuldade foi resolvida em 2D, tomando-se pa-
ra Xh o espago correspondente ao triangulo quasilinear assi

métrico de quatro nds.

Obs: 12) Detalhes sobre os espagos S,( M) associados a tal

xh encontram-se em artigo em preparacgao [2k ).

23 Programas utilizando essa metodologia foram desen -
volvidos para o estudo do comportamento de certos

polimeros para a Pirelli Cia. Ind. Bras.

3¥) B/ e BY independem de k2 donde a convergeancia
h h P 8

;k———v;, py —>p e g, —>a em X x S x M

6.5 - PROBLEMAS DE ELASTICIDADE KA0 LINEAR INCOMPRESSIVEL

Uma simulagao numérica particularmente delicada que
vem sendo considerada em nossas pesquisas se refere aos meios
hiperelasticos com caracteristicas de incompressibilidade. 0

problema pode ser descrito da maneira seguinte.
.

T

Dado um sdlido hiperelastico gcm®
fixado numa parte l‘o de sua fron -
teira, submetido a forgas volume -~
tricas ? e superficiais ; deseja -
se calcular o campo de grandes des
locamentos u resultante. Este & um
minimo local da energia potencial

elastica W, isto &:
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V(i) = Min WD)
det(I+%3) = 1
veX
det (I+¥0) = 1, onde I & o temsor umitirio, & a

Condigcao de incompressibilidade nao linear para pro

blemas com grandes deformagoes: |Vu| > > 0.

Materiais de Moonmey - Rivlin, por exemplo, se enquadram nesse

caso, para os quais:

E E 2 +
wio) = 2 | (1485|2304 2 (ladi(1s85)|"-3) = | fo5 - | §ob
L Q 2 Q Q l'J

1‘32" constantes de Moomney (E2=0 no caso de deformagoes planzs).

adj A = transporta da matriz de menores de 4.

E

Caso tipico: Borracha, elastomeros.

Equagoes do equilibrio (caso plano)

“E, AL + di% p adiT(I+F%) = F em @

1
r
det (I + %u) =1 em 1
u=28 sobre I‘o
u > T "
>
El( 3t - poadj (I+%%) n = 5 sobre T, "
2’ D e
p: pressao hidrostitica e —a% = Vuen
Formulacao variacional
Encontrar Lx:{i/ﬁe[y’m)]z, P = 0 sobre l'o)
e PeM= L"(0) = (q/swp Jqlz)|< =) t.q.

q,) zeQ
2 zzlvm-jpwmam,;: [73-5, | a3 dex
a Q2 2 Qe

Lq det(I+¥u) = L q ¥qel
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Um bom método de elementos finitos de resolugao de

(52) deve satisfazer as condigoes seguintes:
Seja X, <X L PN B

1®) A condigao LBB-discreta nao linear (P.LE TALLEC, 1980(161)

I a, adjT( Iﬁi}o?li;h
Q

I8(W> 0 t.q. Hpe M, qwp -
Vg€ Xh i Uy, u N It Y fx
5 #

onde u & associada i uma solugao do problema de minimizagao °

riginal.
‘Essa condigao implica nas mesmas restrigoes sobre
Xh e “h que no caso linear (eq. Stokes por exemplo) ,
20 que ¢ mais dificil determinar 8, Isto implica que

dim Xy Wh’ ¥h.
23 dim Xh nao deve ser muito maior do que dim “h’ do con-

trario os elementos podem "virar ao avesso” em estado de

formado.
Ex: X, : quadritico por tridngulo
.h : Comstante por triangulo
configuracio configuracdo
inicial deformada

Area(X) = Area(k), mas det(I+¥i, )< 0.
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Esse par de espacos satisfaz a condigio LBB, mas

dim Xh = ¢ dim “h e a condigao de incompressibilidade s3 sea

satisfaz no sentido

area(k) = I dct(I#‘uk) = I 1 = arsa(X), mas localmente & pos
4 K

sivel que dct(1+7:h) < 0!

O0s elementos quasilineares assimétricos [26) repre -

sentam uma alternativa equilibrada para superar ambas as difi
culdades:

configuragﬁo . Con figuragio dct(I*Vuh)--I eal

Inicial de formada baricentro de X =

area(X)= area(X),

e a "virada a0
P avesso” ¢ mais di

N\ / \ / - .
N/ \ ficil de ocorrer.

* Um cddigo 2D foi desenvolvido para pecas axisimétricas usaa-

do um algoritmo de Lagrangeano Aumentado (CLOWINSKI& LE TAL
LEC (10] e ([ 12]).

*» Um codigo 3D puro encontra-se em estado avangado, usando o
mesmo tipo de algoritmo e os elementos assimétricos de 5nds
tetraédricos (ver eq. Wavier~Stokes).

a P . P
Obs: 1<) Novos elementos assimétricos mais econdSmicos foram

desenvolvidos recentemente para o caso 3D.

2%) Testes para problemas modelo de solugao analitics

conhecida confirmam a eficiencia dos métodos e dos
codigos.

32) Recentemente o codigo 2D foi testado com sucesso ea

casos priaticos encontrados na industria de amortece
dores.




7 - ILUSTRAGOES DE ALGUNS RESULTADOS OBTIDOS

Para finalizar apresentamos ilustragoes de solugoes
obtidas com a metodologia descrita para alguns problemas-mo-

delo correspondentes aos paragrafos 6.2 e 6.5.
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- Elemento triangular assimetrico
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Vista de 1/4 da segao meridiana de um cilindro de borracha
deformado por uma copressao axial de 30%.
- Elemento triangular assimétrico de &4 mas [25])

- Algoritmo de Lagrangeano aumentado [ll] .




- 24 -

2 /
7 b T \
1 i I |
' 7 A ‘ ,1 . %
' ! AR \
- b . \
;r.,l| :\ / 1 o \
I/ LA AT
i
\\ i1 !_’ ,
S Vi 7
Face | ‘\! y |
i I\
fixada |i: i
03 AN
Wil 2 \
74
X 'l/' | -
l./’ i
)Y
. \
Yy

Vista de 1/8 de um cubo de borracha em

estado deformado por uma compressao de

40 na diregao x.

- Elemento tetraedrico assimétrico de [4]
nds 26

-~ Algoritmo de Lagrangeano aunentido[lﬁ]
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