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RESUMEN

Se presenta una familia de esquemas de flujo limitado
en grillas que se ajustan a la solucién computada. El uso
de este tipo de esquemas asegura una alta resolucién de las
ondas de choque y rarefaccidn debido a su escasa difusiodn
numérica. El1 movimiento de la grilla esta determinado de
forma tal de minimizar su distorsién espacio-temporal. Se
discuten estrategias de implementacidn del algoritmo vya
conocidas y se propone una nueva estrategia basada en la
acotacidn de las méxima variacion permitida a la solucién
por celda vy el porcentaje de puntos que se asignan a las
zonas con gradientes abruptos. Finalmente se muestran
experimentos numéricos para la ecuacién de ondas lineal,
Burgers y ecuaciones de la dinimica de gases para mostrar
la capacidad de la grilla para capturar ondas de choque.

ABSTRACT

A family of Flux Limited finite-differences schemes in
self adapting grids are presented. This kind of schemes
resolve rarefaction and shock waves very sharply due to
their low numerical viscosity. The criteria employed to
adapt the grid wminisizes the grid distortion both in space
and time. Several known implementation strategies are
discussed and a new ovw is proposed, based on a bound on
the msaximum cell variation of the solution and the
percentage of points assigned to the fronts. Several
solutions of the onwe dimensional 1~D lirear advection
equation, Burgers’' equation, and gas dynamic are shown to
illustrate the grid adaptation to capture shocks.
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NTRODUCCION

En el presente trabajo se considera
valores iniciales para un sistema de
conservaciéns:

Ou*at(u).o_

7 7 x H xR s t 20 (1-a)

el problema a
ecuac iones de

u(x,O)-uotx) (1-&)

Donde u(x,t) es un vector de a incognitas, y el flujo f(w)
es una funcidn vectorial de m componentes. Si los
autovalores de la matriz Jacobiana AR (u) = ,u sSONn reales y

®] conjunto de los autovectores a derecha (R'.Rz.. L R™
completo entonces (1) es hiperbSlico. Los autovalores de la
matriz Jacobiana ta,a",....a™ son las velocidades
caracteristicas del sistema de ecuaciones.

es

En Jo que sigue se consideran esquemas en dife-
rencias finitas conservativos, gque involucran S puntos para
la so0lucion de (1) en grillas autoadaptivas. El recinto de
integracion se dividide en N intervalos tx‘.,x_‘ J i=O,N~-1

*4
como se muestra en la figura 1.,

i (53] it M (4}
X =0 X X X X &
0 -1 1 L] N
/
n n " n n
=0 X X X X =
0 [ 3] ! 141 n

Figura 1: Vista esquemitica de la grilla.

En cada uno de los intervalos la solucion numérica v
aproxima en promedio & la solucidn exacta uix,t):

™
o = ! r"‘ ulx, t) dx « 2
T+ 472 n xn

n
x, -X.
ieg i

E]l dominic flsico (x,t) ®s transformado en un dominio
de integracién ¢ ,7), de acuerdo a:

T =%, t), T = T(Lt) { 3)

Integrande (1) en el dominio 0N,

se obtiene el simil
discreto de (1)

escrito en forma conservativa:
1 s

PTE WY =A™ W7 - At"F-F1 (@)

(B2 Pe RN T Ve L Y IR %2 P | 132 A

donde 8t™= t™-t" y F @5 @l flujo numerico comsistente con
el flujo Tlsico f(u) que pasa a través de la I nea que
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conecta xmy x". Se demuestra (ver {13 y las referencias
alli citadas) que la solucién nusmérica de (3) converge a la
soluciéon generalizada de (1) si:

a) la variacidn total con respecto a x de la solucidn
por diferencias finitas esti acotada respecto de t, Ax y At
viwh = Y T - v ) S A Yt AL, A (S-a)
b)El esquemas en diferencias es consistente con la
condicién de entroplia, que fisicamente siglzifica Que la.
solucidon de (1) debe ser el U mite cuando £-40 de:

d u & fCw 8 o u
7t "o x = x “Fx’ - (576)

La manera de satisfacer las condiciones (5) es
utilizar esquemas disipativos qQue incorporen, a través del
error de truncacidn, derivadas de orden par de la variable
u. Los esquemas corriente arriba (primer orden), introducen
una difusion numérica tal que se satisface (S5). La misma es
excesive y en consecusncia alisan las discontinuidades de
la solucién de (1). Los esquemas del tipo Lax-Wendroff
(segundo orden), no satisfacen el criterio (5) dando lugar
a soluciones sin sentido fisico. En aflos recientes se han
desarrollado esqguemas en diferencias,z"'s 1lamados de
flujo limitado (FL), que satisfacen las condiciones (S) y
son de sequndo orden. Los mismos S@ Caracterizan por
preservar la monotonicidad de la solucidn al] no crear
nuevos extremos ni aumentar los existentes. Em lo que sigue
se obtiene la expresién del flujo numérico Ff para un
esquema de flujo limi tado en  una gritla mdvil. A
continuacidn se establecen criterios para la adaptacién de
la grilla. Finalmente se muestran algunos experimentos
numricos.

ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINEITAS DE FLUJO LIMITADO

Por simplicidad se considera en primer lugar el
problema escalar (m=]). En este caso la expresidnde F es:
N+l n
x - X

R R oy var el S Y

iy
F=Ftv ¢ Y3

sV,
1=1/2" iear2 t

donde £ es el flujo numérico consistente para uma grilla
fija. De acuerdo a las aproximaciones adoptadas para F vy
t

v,‘ se obtienen esquemas de distinto Srden.

La expresién de F para un esquema de primer 4Orden con
difusidtn adicional Q&) es:

LOV 1
Fooo= 3[(!‘°xuxz)'ﬂ”i-uz)) T X Wienat Vicwa’ T
l -
- - ( ) - -
A‘ Q vi (viu/: ”i-a/:) ] (7-a)
dondes
n 4] - - -
’ - - -
A.g at ‘x\*a/l x\- 118) * v\- x‘\ai Y ci- C_l X“ (7-6)
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Para Q() se utiliza la cxpresién‘:”

jvi si j»] < 25
Q@) =4 2,668) +6 si |v] 2 2

con 8 £ 0.5, El valor de & es un compromiso entre la reso-
lucién del esquema y la condicidn (5-0). Se adoptd 6=0.1.

La expresién de F para un esguema Lax-Wendroff L-W es:

Tom_ 1 N
"J\I = 5[(/ W2 ) X et Vil
-d w 32
X .

v, -V, ) ] ( 8)
i P+4/2 T-1/2

3

Un esquema en diferencias finitas de flujo 1limitado
puede obtenerse mediante el siguiente procedimiento:

i} Se calcula el flujo numérico de bajo orden 7Y
Que satisface la condicidn de entropi a (5b).
ii) Se calcula el flujo rumérico de alto orden Fhion
iii) Se calcula el flujo antidifusiveo = rxxon_rx.ov
.iv) S@ calcula el limitador p tal que se cumplan las
condicidnes suficientes para satisfa&cr (S-QD).
v) Se calcula el flujo limitado: = + p .

Mediante el procedimiento anterior se obtiene:

™ = oV, [ pir’) al a (v -v )
1 + LS L+3/72 T ~3/2
- r 3 - -
e rl a a'i. “’io:/z vi.-x/:) ] (9-a)
donde:
~e 1 g -3 -~ 1 - -1 =
a = - a + \ ) Q@ , a, = = a - ) Qw Y,
4 2 . Y 1 E L8 1 13
- 1 - - 1 -
- - ) -
a.=a(l Ata‘ v & =3 l*)\‘a ) .
o d -
a. a (v, -
+* L-1 L -1 L-1/2 \=~-83/2
x‘ =
13 b *
a, a v ~v )
1 [y Lri/2 [ P
&:9: a:'l (vxos/z-v 0!/2)
y r = - (95 )

(v - )
1 L+3/82 1-3/2

Para e! limitador pir) existen diversas opciones. En el
presente trabajo se utilia la expresidén de Van Leer‘ H

vi roeird
o (r: =

R Bl |

S en 9 se hace ¢=( se recupera el esquema de primer
orden (7! \ naciendo ¢ Sf ‘ecupera ! esquema de L-W (8"
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La extensidn de este esquema para un sistema de m
ecuaciones se real 1‘53 mediante el algoritmo de
linealizacién de Roe . El primer paso caonsiste en
reemplazar el problema mn lineal (1) por un problema
"localaente” linealizado:

o u
F a3 * ‘(\l“- u-)

2 u
a x

= O {1-¢c)

donde la matriz A(ul_.u.) depende de los estados a izquierda

y derecha de cada punte de cilculo. Roe impone que la
matriz A(ul_. u‘) cumplaz :

i Rlu, , v ) (u. —u) = flu) - flu)
19 » » L » L
ii}? Los autovalores de A(u‘_. ul) sean reales y sus
autovalores linealmente independientes.

Los invariantes de Riemman w del prodlema (1-c) estén
relacionados con las variables u a travws de la relacién:

4..:2 awt R* (11
) X ¥}

en consecuencia lJos invariantes de Rieswman puodonm?w
vistos como las componentes del vector du en la base 3.
Expresando (11) en diferencias finitas se tiene:

P e

1 LY
k=3
donde los ﬁ" son las componentes del salto v, -y en
ML iet/2 i-1r2
la base (R" ). En virtud de la definicion de A(u". u.) vale:

v, -, =
L+ 1/2 T=-3/2

4 k
FEORPR T E R !g’ A} al if (13
A cada componente ﬁk del salto se le aplica el
esquema (3-7-9) y se obtiene finalmente, la expresién para
el flujo numérico F para un sistema de m cosponentes:

T
Fi = E[(/(UA

) ) -
Les/2 ﬂ‘”i-‘ ) X v

72 ti iﬁﬂ‘ "t-;n)] -
1 ~3¢ k
LR A

*k +k -k -k —_ -
+Z[p(r_‘ )a,‘ a, -p(r,‘)a_. ci]ﬂtl’:
x N x ( 14)
y donde los a, o« y r se definen como en (7-b) y (9-d).

ADAPTACION DE LA GRLLLA

Existen varias t‘cnicas”‘ para distribuir los

puntos de cdlculo en el recinto de integracidn. Entre ellas
merecen mencipnarse las basadas en principios
variacionales, principio de equidistribucién de_pun-
tos, y atraccion de puntos. Hesos elegido el
camino de los métodos variacionales debido a gue los mismos
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parecen trabajar bien en dos © mas dimensiones'® Un

algoritmo de generacion de grillas adaptivas debe poders

Al) modificar el nOmero de nodos de manera de mantener
acotado el error de truncacién.

A2) llevar puntos a aquellas zonas hacia donde pueden
moverse las discontinuidades.

A3) Minimizar Ja distorsidn de 1la grilla.. Lo que
implica en 1D que 1la relacién de tamafNo entre
celdas vecinas debe estar acotada.

A4) Reducir las "oscilaciones” temporales (esto es la
trayectoria de los nodos no debe ser en zig-zag),
teniendo en cuenta la evolucidn de la grilla.

ADAPTACION ESPACIAL

La grilla se obtiene minimizando el funcionai:”

U I tx)
1= [ ———— ax « 15)
1 o wix)

(,(x) puede ser interpretada como la densidad de

puntos de la grille y wix) es la funcién de peso  cuya
definicién se posterga por e! momento. La ecuacidn de
Euler-Lagrange (E-L) derivada de (15) es:

T (x)
d x
d x [ T&T‘] =0 ¢ 18
Z o)
que implica: w:x) = ¢ = constante « 1?7

Para problemas en 2 o mas dimensiones la ecuacidn de
E-L da lugar a unae ecuacidn del tig Poisson no lineal que
debe ser resuelta iterativamente. Para problemas 1D la
transformacicdn del plano fisico al computacional puede
hacerse en forma explicita. En primer lugar se obtienme la
constante ¢ por normalizacién de (17) en el recinto de
integracidén {0,132

t i
_[ ¥ (x)dx =Z(l) - F(O) = 1=cf wix) dx = ¢ pit)
o x ¢]
4 -1
o sea: c = [Iw(x)dx] =tn(t )t «18)
(o]
introduciendo (18) en (17) e integrando entre 0 y x se
obtiene la transformaciédn deseada:

2 -1 | x
z 1 =] [ wix) dx J wesds € 19)
0 o

Los puntos (XL)' i=1,N-1 se toman de manera tal Qque la
variable I est¢ equiespaciada (A? = ]/N) definiendose Xg = o
y x = L
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En consecuencia los x, quedan definidos mediante:

X, ¢ t
J“u(s)d.c-—fu(s)ds t 20}
o N Jo

Para resolver (20) se utiliza un algoritmo explicito
debido a Boor:

i) En el conjunto de puntos (x:) i=O,N del nivel ¢”
se calcula v(x:) utilizando la solucién o™,

ii) Se hace pasar uma poligonal Pwi(x) por los puntos
O Pwix ).
iii) Se integra Pw(x) usando la regla de los tra-
pecios, obteniendose Jwix). .
iv) Se invierte 1la funcidn Jwix) de forma tal de
hallar los (x:"‘), i=] N—1 que satisfacen:
x:"' = Iw(—il"—- n).‘
Resolviendo N ecuaciones cuadraticas en x pues al
haber utilizado una interpolacién lineal a trozos
Jwix) s una funcién parabSlica a trozos.
Para obtener lagrilla inicial se parte de una grilla
uniforme v se itera hasta alcanzar un error prefijado.

DEFINICION DE LA FUNCION DE PESO wix)

Diversas funciones de peso han sido reportadas en la
R f10-12) X .
literatura. Para este traba ig s@ ha elegido 1a

funcién de peso propuesta por Dwyer:

v(x)~a+ﬁlu‘|+r|u“] « 21)

donde &, f?, y ¥y son constantes de pesoc a determinar en
funcidn de (a calidad de la socluciédn deseada. La eleccidn
de esta funciédn de peso:

i) permite tratar simultaneamente zonas de gradientes
fuertes vy zonas donde la solucidén tiene extremos.
En problemas con discontinuidades severas el uso
de la derivada segunda puede introducir errores.
En ese caso basta tomar =0,

ii) permite relacionar facilmente las constantes de
peso con cotas de variacién de la solucidn.

Reemplazando (21) en (18) y (19) se obtiene:

t l
nit) = al +Bf°lux|dx*rf°|un)dx « 223

x x
-4
Z o= pee) [ a upfogu'ldx +rj'ogu“|dx ] « 23
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A fin de fijar los valores de las constantes de peso
conviene definir los rmimeros:

l H
-1 -1
R =7ni(t) ”fo'“x' dx , R= it} rfo'u"’" dx « 24)

qQque pueden ser interpretados come el porcentaje de puntos
asignados a la derivada primera y segunda respectivamente.
A partir de estas definiciones es posible obtener dichas
constantes siguiendo distintas estrategias. En lo que sigue
se describen las mismas, por brevedad, para el caso simple
en que y=0.

ESTRATEGIA DE NUMERO DE PUNTOS F1JO

En este caso el rGmero de puntos de la grilla (N} se
fija. E1 valor de la constante a se fija arbitrariamente en
d = 1/1. A partir del wvalor de R’, qQue es un dato de

entrada al programa, se obtiene 8 =R/ [(1-R )J’luxldx ].

ESTRATEGIA DE NUMERD DE PUNTOS VARIABLE ¥

En este caso se fija una cota (£) para la mixima
variacidn permitida a la variable u, esto es:
lAuIa‘:"u’leS¢ t 2%5)
Yy se obtiene el nGmero de puntos N para satisfacer (25). La
ecuacidn (22) se reescribe:

14
n(t)tal*ﬁfolu’ldxtﬂoz+hl’z « 26)
dgonde No es @] ramero de puntos utilizados si u fuese
"suave” vy N‘ el nOGmero de puntos asignados a ux. Utilizando

las ecuaciones (22),(23) y (26) se pusde acotar | u, | Ax:

Iu’le--(B)—‘(n(t)/N - aBAx ] SEpit) / INB =
= (N «N)/ (NB ) ¢
(-] Y
Para satisfacer (25) basta tomar f3=1 y N =N° +N1 + 1. El
valor de N se obtiene de (26): N = INT( c-‘fluxldx Yy ¥
fijado el valor de No se obtiene a: a = No € /L.

En la implementacidn computacional de este algoritmo
No Yy £ son datos de entrada. E] valor de N‘ se actualiza

ciclo a ciclo excepto si: 0.5 < N:'“/ N:( 1.5. Si el namero

de puntos debe ser modificado entonces una vez generada la

grilla (x': ) se realiza el siguiente procedimiento:

i) Se calcula la grilla cx:‘>=<x:"‘), i=0,N™*,

iid Gon <xT2, (u’f“h i=0,N" y (X:‘L i'O.NM se calculs
A\ ] 13

(ur'), i-O,N"" interpolando linealmente.
A Y
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ESTRATEGIA DE NUMERO DE PUNTOS VARIABLE 11

La estrategia anterior, mantiene N° constante lo que

puede dar lugar @ que la grilla tenga severas distorsiones
debido al alto porcentaje de nodos que se asignan a los
gradientes luego de variocs refinamientos. Por estoc, se
propone una rueva estrategia donde son datos de entrada el
valor de la cota () vy R‘. El va- lor de a es fijado en

forma arbitraria: o=1/1l. A partir de las ecuaciones (22-24)
se puede acotar | . | A
1

1
lu:leSﬁ—k-‘ J'hxxldx - a Ax (ﬁ‘flu‘ldx<c

. 1
de donde se obtiene N = INT (;:—R‘ _f lu”ldx ) « 1. Una vez

fijado N, se procede a determinar 2 como en el algoritmo de
nimero de puntos fijo # =R/ [(1-R ) I)uxldx 1.

ALISADO ESPACIAL DE LA FUNCION DE PESO

Para satisfacer los criterios A2 y A3 se introduce un
alisado de la funciédn de peso de la forma:

v(x_‘) ~ 2 (o'™? w(xj) 0 <o <1
J

En la implementacidn actual la suma se extiende sobre todos
los nodos de la red. En futuras versiones se prew
considerar sodlo los nodos vecinos a fin de reducir et
tiempo de cdlculo.

CRITERIO DE ADAPTACION TEMPORAL

Para satisfacer el criterio A4 se uede minimizar et
funcional propuesto por Grandi y Ferreri:

l 1 F
1= ‘[om [z:(x) - A [t'(x) - ::(x> ] ] dx

La minimizacidn de este funcional en 1D da lugar a una
ecuacidn de ‘E.’-g. no lineal que debe ser resuelta
iterativamente. A fin de mantener el caracter explicito
de la generacion de la grilla a que da lugar el algoritmo
de Boor se propone el rnnplazo. del criterio anterior peor
un promedio entre la grillas (x.‘).ito..N calculada por el

algoritmo de Boor y la grilla (x:),iao,n al tiempo t":

x,"“ = (] - w) x?' + ® x,'
A Y 1 3 A3
donde w = woexp(—At/f)¢ (1 - exp(-At/T)], w, e una

constante {(del oérdem de 0.3 a 0.5 en los experimentos
numéricos realizados), At ®s el paso de tiempo utilizade vy
T s un tiempo caracteristico de la grilla. Si w < 0 se
utiliza la grilla vieja y si w =+ 1 se usa la grilla sin
alisado temporal. El valor de w debe ser 10 mis préximo a 1.
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para que las discontinuidades de  la solucidn sean
capturadas eficazmente. {Los exper imentos realizados
muestran que )] alisado temporal con ©w ~ 0.3-0.5 es
indispensable para obtener la grilla de cflculo inicial.

DISCUSION DE RESULTADOS

Problema 1: Ondas viajeras en direcciones cpuestas

El primer ejemplo considera dos ondas Qaussianas
(u‘.u:) qQue viajan en direcciones opuestas con velocidades
a‘-l. v az--l respectivamente. Las condiciones iniciales
del problema fueron las siguientes:
u (x, 0)= expt-(x - 300"/ 5 Y, (x.0) = expl~(x - 7007/ 5)
para O =< x £ 100.

En la funcitdn de peso w(x) se considerd la influencia
de la derivada primera y segunda debido a la forma de onda
inicial. La estrategia utilizada para la adaptacion fue de

puntos variables 1. Los parimetros de adaptacién utilizados
fueron:

i.ni.ciolg 20 No =3
£ = 0.15 (cota de | su {), €, = 0.1 (cota de | A‘-‘,l’
o = 2/3 w°= .5 T =S w

La integraci®n se realizd con el esquema (14) con p=1.
El namero final de puntos fue N = 47. En la figura (2-a) se
comparan los resultados numéricos y analiticos para t=40,
Puede observarse que los resultados numéricos sigquen
satisfactoriamente los analiticos. S5lo se observan las
conocidas oscilaciones del esquema de L-W en las colas de
las ondas. Si se considera solamente 1la derivada primera
entonces el miximo de la solucidn resulta atenuado debido a
que la funcidn de peso no lleva puntos a esta zona. En la
figura (2-b) se muestra las trayectorias de los nodos de la
grilla. Se observa que localmente la velocidad de la grilla
coincide con las de las ondas. En 1la figura (2-¢) se
muestra o]l logaritmo de la densidad de puntos en la grilla
final. La weaxima densidad alcanzada en este tiempoc es
equivalente a una grilla uniforme con 200 nodos. En la
figura (2-d) se grafica la relacién Ax"‘/Ax‘ a fin de

observar el grado de distorsion de la grilla. Para el
parametro de alisado utilizado se observa dicha relacién
varia entre 0.8 v 1.4. Si el parametro de alisado disminuye
entonces la distorsidén aumenta.




- 475~

— ECURCTON 0F DROPS LTNEAL Dou sndes viajares
S RSLTION: DGR 1 SALCHN MALITIOR
-

T 08 e
> o
-
o 48
&
-
&
>
L

sjeres

_ FCURCION DF WOVECCION LLAW,: Due sndos viajerws

s

AN i
; — T
194 N L RE g A
H . V v
g LY
i [ &/
i
1‘ % 2 :{!ﬂ?oi’:l:‘l l.. s T . [ K ] C,BGI. R » D 8 Ai—J
c D

Figura @: Ecuacion de adveccién

lineal.

viajeras en direcciones opuestas.

a) resultados b)

grilla.

Problema 2: Ecuacion de Burgers inviscida

El seqgundo problema considera
inviscida, f(u) = 0.5 v,

(] si
ulx, 0) = { sen (DT —-0.5)) + sen (W L~0.5)) si
(o] si

s %Suave pero genera una onda de choque para t
funcidn de peso se considerd de la derivada

trayectoria de la grilla
c) densidad de puntos d) distorsion de la

Ondas

la ecuacién de Burgers
La condicidn inicial comsiderada:

o) < x< 0.5
1.5 x< 1.5
1.5 <

x< 2.

= 0.5. En 1la

primera.

La

estrategia de adaptacién utilizada fue de puntos variable

11.
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Los parametros utilizados fuerons

AP = 20 N = 30 R = 0.7 € = 0,125
imicial f inal 1
o = 2/3 o= 0.5 T = 0.05

La integracitn numérica se realizs con el esquema (14)
con el limitsdor de Van leer. En la figura (3a) se
comparan los resultados para t=1 utilizando la grilla
adaptada y una grilla uniforme de 200 nodos, siendo la
misma satisfactoria. En la figura (3-d) se nuestra la
evolucidén temporal de la grilla. Para t 0.5 1la grilla se
refina automiticamente. A partir de ese instante ta
velocidad local de la grilla coincide con la velocidad de
la onda de choque. En las figuras (3—) y (3-d) se muestra
la densidad de puntos y la distorsién de 1la grilla
respectivamente. La densidad de puntos mixima es 300. La
distorsién varia entre 0.6 y 1.4.

o7} e asvwen 30 swnes lfl
s ap] S } ’{
ol i i
!
a J} i/
s 8T
T R
Tu
o | [»’”!u
et i !
Weammagwaes | [
0 cooraensda X 2
A 8
;= T f—mﬁ"ﬁiﬁm

/
(

D3 N ) C RO U I T
Ggl.‘l’.l x CoROROw
C D

Figura 2: Ecuscidn de Burgers. a) solucidn obtenida
B) trayectoria de la grilla c) densidad
de puntos d' distorsidn de la grilla.
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Proplema 3: Problema del tubo de choque.

El tercer probl‘o‘n‘nf involucra la dinamica de gases Yy
fue extraido de Sod. El problema se inicia con un gas
caliente a2 alta densidad (o=1, p=1) en la regién 0 £ x< 0.5
separado por una membrana de un gas frio a baja densidad
{(p=0.125, p=0.1) en la regitn 0.5 < x £ 1. Al ser retirada
la membrana una onda de choque viaja hacia la zona de baja
densidad y una onda de rarefacidn hacia la de alta
densidad. Los dos fluidos estin separados por una onda de
contacto.

La funcitn de peso utilizada consideré los gradientes
de la densidad y la energia interna. La estrategia de
mimeros de purntos fijos fue utilizada con los siguientes
parimetros:

N = 50 R = 0.4 o= 0.5 w.= 0.3 T = 0.001

En la figura (4-a) se muestra la energia interna para
t=0.1415. Se puede observar un buen ajuste con 1la solucidn
anali tica. Solamente el comienzo y final de la onda de
expansitn estan ligeramente alisados. La densidad de rlgdos
en la onda de contacto w®s del orden de 300 (Ax =3 107) vy
en la onda de choque del orden de 200 (Ax = S 10™") La onda
de contacto esta resuelta en 6 intervalos (x1=a=0.6312,

x =0.6350.01) vy la onda de choque en & intervalos
(x =0.7479, x =0,768720.009). Los errores en la
TEOR NUM

ubicacidn de iws frentes estin en acuerdo con los valores
de densidad de puntos alcanzadas. En la figura (4-b) se
muestra las trayectorias de la grilla. Puede observarse
coma los nodos de la misma siguen localmente las
velocidades de propagacion de las tres ondas.
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Figura 4: Problema de tubo de choque.
a) resultados obtenidos. b) trayectoria
de la grilla.
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CONCLUSIONES

La forma de célculo propuesta combina eficazmente dos
caminos, grillas adaptivas y esquemas de FL, para 1la
resolucién de (1) dentro del paradigma de captura de
discontirnuidades. E]l primer camino es utilizado a menudo
con esquemas con difusiébn artificial. Si bien la resoclucién
de las ondas de choque es adecuada, no ocurre lo mismo con
las ondas de expansiédn. El uso de esquemas de FL, de
segundo Srden, reduce sensiblemente el alisado de las ondas
de expansitn como se habl a previsto en (7). €1 usoc de estos
esquemas mejora sensiblemente la resolucidn de los frentes.
El criterio de adaptacién espacial con la estrategia de
implementacidon propuesta, basada en la acotacidn de la
variacién de la solucidn y el porcentaje de puntos
asignados a las discontinuidades, permite detectar. la
formacidn de discontinuidades (problema 2) o bien sequir
varias discontinuidades simultaneamente (problema 3) en
forma eficiente con un ramerc relativamente bajo de puntos.
El algoritmo de adaptacion es general y no requiere conocer
las velocidades de los frentes.
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