
ESOUEHAS DE FLU.JO LMTADO EN GRLLAS AUTOADAPTIVAS PARA
EO IACIONES tIPERBOUCAS ~ES

CNEA, GRr. $eg. RAdiol6gica y Nuclear,
Av. Libert.dor 8250, 1429 Buenos Aires. Argenti~

Se pr_enta urw fa.i 1ia de _qu_as de 'flujo 1i.i tado
en grill.s que ••e ajustan. 1411 soluci6n cOll\putada. E1 USD

de este tipo de esqueaas asegura una alta resoluc~n de lA.
ond.s de choque y rarefacci6n dRbido a su ese •• a di'fusi6n
nu•• rica. El .ovi.iento de 1. grilla esta deter.inado de
for_ tal de .inilllizar su distorsi6n espacio-t.-poral. Se
discuten estrategia. de iaplementaci6n del algoritao ya
conoc idas y s. propone una nu.va R.trategia ba.Ada en la
acotaci6n de la50 .alCi_ variaci6n perlllitida a 1411 soluci6n
por celda y el porcentaje de puntos que 50e asignan • I••
zonas con gradientes abruptos. Final-.ntR "R auestrAn
elCperimentos nu••••.icos p.ra la ecuaci6n de andA. lineal,
Burgers y ec:u.ciones de 1411 dinuica d. gas_ pAra lllOstrar
1411 capacidad de 1411 grilla para capturar ondas de cheque.

A 'faMily o'f FlulC Li.ited 'finite-di'fferences sche ••• in
self' adapting grids are pre_nt.d. Thi •• kind of' sCh•••••
resolve rarefaction and shock •••v_ very sharply du- to
the i r 10" nuMerical vi scosi ty. The cr iter i a eap Ioyed to
adapt the grid .ini.iz_ the grid distortion both in space
and ti.e. Several known iapl_ent ••tion strategies are
di ••cussed and a .- one is propolied, bAsed on a bound on
the _lCilllulIl cell variation of the .olution and the
percentage of point.. a.signed to the fronts. Several
solutions of the 0.••• di_nsional 1-D I inear advection
equation, Burgers' equation. and ga. dynaMic are shown t8
illustrate the grid adaptation to capture shocks.
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v(x,O)· voOC) (1-b)

DondlP v(x.t) _ un vector de •• incognitas, ye1 fluiD I(u)
es una funci6n vector ia1 d. III compomrntes. Si 105
autova1or_ de la m.triz Jacobiana A(v) •• 1\.1 son rea1es y

.1 conjunto de 105 autovRctores a derIPcha (R'.tr •...• R"') es
comp1IPto ItntonclPs (1) es hiperb61ico. Los autova10res de 1a
Ill.triz Jacobiana (c!.az •...• a"') son 1as vlPlocidadlPS
~aract ••r15ticas del sistlPma de ecuaciomrs.

En )0 que sigulP _ cons i dlPran. _quemas en dife-
renci.s finita5 conservativos, que involucran 5 puntos para
la soluci6n de (1) en gri lIas auto.daptivas. E1 recinto de
integraci6n se dividide en N intervalos ()I"lei-H) i-O,N-l

como lORlI'lUestra en 1a figura 1.

•• It "I- D X I .
o H I

••X
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••X -t•
En cada uno de 10s intervalos la soluci6n num~ica v

aprolCi"'.lm pro_dio a 1a 501uci6n exacta yoc.t):

rcn.-sLr~ \I( x. tl cbc
x.

\

E1 do,.inio fl..ico (x. t) es transfor.ado IPnun da.inio
de integracwn ({.7"), de aCue1"do a:

Int_grando (1) _ el dOMinio n, SIP obtiene .1 s1mil
discreto de (1) eacrito Itn for •• conservativa:

donde 4tn •• t_a_tn y F _ •• I fluio nUAlt6rico consistente con
el 'fluio 'f'l.ico l(vI que pasa a trav" dIP 1a 11nea Que



co~ta x ••••y >en. Se delllU_tra (v.r [1) y 1a. re"er.ncia.
alii citada.) que 1a soluc~n nu"rica de (3) converge a 1a
soluci6n genera1izada de (1) .i:

a) 1a v.riaci6n total con respecto a x de 1a soluci6n
por dif.rencia. "initas estl .cotada respecto de t, Ax Y At

VT(vn
) • l 'V7 •.../2 - v7_lI/Z' :s It, V t, At, Ax (5-a)

b)E1 •• qu.... en diferencias ~ consistente can la
condiciOn ch. entropla, que "lsica_nte si9'lifica que 1a
soluciOn de (1) dlKle.er e1 U.ite cu.ndo &~O de:

+ II few
II x

La m.nera de •• ti.fac.r 1as condicio.... (5) ••
uti 1i zar esqueift.s di.ipativo. que incorporen, a travK del
.rror de truncaci6n, derivada. de orden par de la variable
u. Los esquema. corriente arriba (primer orden), introducen
una difusi6n numeric. tOll que se sati.face <51. La .is",a es
e"cesiva y en com.ecu.nc:i. a1 isan la. discontinuid.des de
1a soluci6n de (1). Los _qu_as del tipo La,,-Wendroff
<segunc:loord~), no s.tisfacen el criteria (5) dando lugar
a soluciones sin sentido fisico. En a!'!os recientes se nan
desarro 11ado eSQuemas en di ferenc i a. ~Z.•.51 11amado. de
flujo li.itado (FL), Que .atisfacen las condicion.s <51 y
son de segundo ord~. Los .ismos 5e caracterizan por
preserv.,- 1a IIlOnotonicidad de la soluci6n a1 no crear
nuevos extremos ni aumentar 10s existent.s. En 10 Que 5igue
•• obti~ la expresi6n del flujo nuMerico F para un
esquema de flu jo 1imitado en una gr i lla .6vi 1. A
continuacion se establec:en criterios par. la &daptaci6n de
1a gri Ila. Final",ente _ lIIU.stran algunos experi_ntos
nun»rico5.

Por si",plicidad se considera en pri_r lugar _I
prob1 •• a escalar (",=1). En este caso la .xpresi6nde F IPS:

A

donde F es el flujo numerico consistente para una grilla
fija. De acuIPrdo alas apro"imaciones adoptadas para F y,

La e"pr_i6n de F para un esqu_a de pri_r Orden con
difus~n adicional C(II) _:

.• i[<fCU )+/(v » - X (v +
c: ~.S/Z i.-~/" ti i+s..,;orz

1 - ]- - Q(" ) (V -V I
~,' , •••./2 ,- ••./.
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can 6 S 0.:5. El valor de 6 e. un co~roaiso .ntr. la r_o-
luci6n del e.que •• y 1. conclici6n (S-o). s. .doptO 6-0.1.

Un esqu_a en difenmcias finit.s dIt flujo limit.do
puede obtener __ di.nte &1 5iguiente procediaiento;t41

i) Se calcula el 'flujo nu."-ico d. b.jo orden ~
que •• tisface la condici6n d. entropta (S-b).

ii> Se c.lcula .1 flujo nuwerico de alto orden ~IGH
iii> Se c.lcul •• 1 flujo .ntidifusivo~. ~IOH_~OV
.iv) Se c.lcula.l li",itador p tal que _ cu.-plan las

condici6nes 5uficientesW para satisfa~er IS-a).

v) S. calcula .1 flujo li.itado: ~= ~ + P ~D.

,.. • rOw + [ p(r~l . ....•
Iv )o. c. -v -~ , , \·•.......z i. -:l/Z

- p(r~ ) Q. G. ("'.1/2 -u I ]~ , , 1.-1/2

donde:

1= "2 [
- -1a - <A I, ,

-.. ..
h.•a Q -v.. '-1 '-1 '-1/2 '-3/2r , -.. .
IvCl Q -v, , •..•.s/. ,-1/2

a Q IV -v,.•1 , ·1 \+'/z \+1/2 Iq-b )y r
IV - \.'

"'" t./a 1 - t./Z
.~i5ten div~sas opciones. En el
la •.•xpresi6n dw Van L_rt:Jl:

Para .1 1i.lltador plr)
presente trabajo se utiliz6

SIll'''''
orden \7' ,

~ sw hac. ~( ~. ~.cupera 11'1 esquema d. prImer
~.clendo ~ Sf pcupera w! pSQulPmad. ~-w <8'



L. extensi6n de este
ecuAciones .e re.lia•
1i ne.l i z.c i6n de Ro.l•
reempl.z.r el probl...-
"locAl •• nte" 1i,..1iZAdo:

e.que.A p.r. un .i.t_. de ••
_di.nte el .lgori tlllO de
El pri_r p•• o consi ••te en

no li,..l (11 por un probl •••

~ + ,,( 1A • 1A I ~ •• 0
lit I.. IIx

donde 1. _triz "(1.11.'1.1.) deptrnde de 10. _tAdo. A izquierd.

y derech. de cAd. punta de c~lcul0. Roe ilIlPone que 1•
•• triz "C'UI.' 1.1.) cUMPIA:

it A('U
L

, 1.1.) C1A. - 'U
L

) •• /C'U.) - ICu
L
)

i i) Lo. ~tov.lor_ de ,,( 'Ut.' 1.1.1 _an re.l_ y sus

.utovAlor_ li,..l_nte independiente ••

Los inv.riAnt •• de Ri_.n w del probl_. C1~ 1 e••tJm
relAcion.dos con 1•• v.ri.bles 1.1 • tril"," de lA relaci6n:

eN ~ dwk Rle

•• ti-.
en consecuenci. 1_ invAri.nt.. de
vi.tos como 1_ component_ del vIPctor
Expres.ndo (11) en di~erenciA" finit.s

Ri -.n pueclen z--r
eN en 1. b •• e CR" >.
lie tiene:

"'••• "a ~,-./z" 2 ~ Ri 121
k •••

donde 10. rI: _n 1•• componenhps del •••lto Vi,+I/Z-Vi.-v'Z en
t •1. bilse <R >. En virtud de lA definicion de "C'Ut.' 1.1.) v.le:

jhJ. )-/(v ).. fo I1t at It 131L-.s....., •.-&/2 .kfs " " "

A c.dA cc.ponente rI del •••lto... 1. APIic. el
esqu_. (3-7-9) V _ obti_ fin.-lllltrnte, 1. e"pr_i6n p•.•
el fluio num6rico F parA un ••i ••t ••• de • coaponentes:

F. •• -21[Cf (u. )+/ (v. » - "t. Cv. + v. 1]-• , • a/a ,-a..... "....... ,-a....•

1-~
i.

" Q(~ ) tllt~it \ ,,"

( 141
V donde los ale, ale V rlt .e defi_ co-.o en C7~) y (9-bl.

Existen v.ri.. t*=nic.s~7-S3I pArA distribuir 10.
punto •• de c41culo en el recinto de inteqraci6n. Entre ell ••
m.r!c.~ ••~ner.. 115 bI5~1. In principiD5
vArl~~.'iJftAl_, principio de equidistribuci6n de pun-
tos, y Atr.cci6n de punto.. "'--os eleqidom el
c.mino de 10s "'odos variAcional_ debido • que 10•• i.-os



parec~ tr&bajar bien en do. 0 mAs diml,"siones~·' Un
algoritmo de generaciOn de grillas adaptiva. debe poder:

AI) Modificar el nCmero de nodo. de manera de mantener
acotado el error de truncac i6n.

AC!) 11evar puntos a aqultll as zonas hac i a dondlt pueden
moverse la. discontinuid&des.

A3. "ini",izar 1. distor&i6n de 1a gr i 11&. Lo que
ilftp1ic .• en ID que 1a rlt1aei6n de talllano entre
ee1das vecina. deb. ~tar aeotada.

AA) Reducir 1a. ftosei1aeion.sN temporales (.sto es 1.
trayector ia de 10s nodos no debe ser en z i9-za9),
teniendo en cuent& 1a evoluci6n de la gri11a.

_inilllizando e1
l ~2 (x)

J xo -",-(-x-.- dx
{xIx) puede ...-r interpretada eOlllO 1a densidad de

puntos de 1. gri11a y W(X) IPS la funci6n de peso euya
de.,inic i6n se post __ga por el _mento. La ecuac i 61'1 de
Eu1er-L.grange (E-L) derivad. de (15) es:

~,,(x) )
"'(x) •• 0: x (

~x (x)

101 (x ) •• c •• COI'\S tant ••

Para problemas en 2 0 mas dilllensiones la ecuaei6n de
E-L da luq.ar a una ecuaci6n del ti~? Poisson no 1ineal Que
debe s__ resue1ta iterativalllentlt. Para problemas 10 la
transformaci6n del plano f.1sieo al eomputaeional puede
hacer.e en fo •.•• explieita. En primer lugar se obtiene la
constante c por normal i zac i6n de (17) en el rIPeinto de
int~raci6n rO,ll:

l
dx={<L)-~(O)= l=cJ w(xldx=cnU)

l -I 0
o sea: c '" (fOW(X)dx J =(n<t I )-t

introduclendo (18) .n (17) e integrilndo entre 0 y
obtiene la transformilci6n deseada:

Los punt os <XL}' i=I,N-l .e tom.n de maner. till que I"

varlab1e{ es~ equie.paciada (~ •• tiN) definiendosex
o

= 0

y x,.= L



En consecuenciA 10s x, quedAn de~inido ••• diAnte:

I
x, i t

w(sleis -""HI ",(s).
o 0
(20) se uti 1i za un algor i t-ePAra retlO 1ver

d.o ido A Boor:UU

i. En .1 conjunto de puntos <x~> i-O,N del nive1 t
n

•
se ca1cu1a wc.x~) uti1izando 1A soluci6n "n ••

i i. Sen h.c. l?asar unA po 1igonA 1 Pw(x) por 105 puntos
Uc.• Pwtx. )J.• •

i i i. Se int~rA PW(x) usando la r~l. de 10s tra-
pecios,obteniendo_Iw(x). .

iy) Se invierte 1A ~unci6n Ili/(x. de 'for.a tAl de
hallar 10s tx~>, i-l,N-l que sati.'fAcen:

'...... L-Sx, K Ill/ (Iii"" '1').

Reso1viendo N ecuAcio~ cuadraticAS en x pues al
haber utilizado unA interpolaci6n lineAl a trozos
1",(x) es una 'funci6n parab6lica a trozos.

Para obtener la gril1a inicial se parte de una gril1a
uniform. y •• itera hAstA alcAnzar un error pre'fijado.

Diver,.as funciones de peso haft sido reportadas .,. la
1i teraturoA~·O-.Z] PAra _t. trilbAjrlZJ se ha elegido la
funci6n de peso propuesta por Dwyer:

w (x) - a + p I "x I + y I "xx J ( 21)

donde at P, y y Son constantes de p~ • deterai nar en
funci6n de la ca1idad de la soluci6n dIP_.da. La IPlecci6n
de est. funci6n de peso:

i) pIPrmite tratAr siMUltaneamente zonas de grAdient ••
fuert_ y zonas donde 1. soluci6n tiene elCtremen••
En proble-s con discontinuidades se"erAS el usa
de lA d.,.-ivada ~unda puede introdueir errores.
En e_ C4lS0 basta to_,. y-O.

i i) per.i te rel~ionar faci l_nte 1as constantes de
peso con cotas de variACiOn de la soluci6n.

~pl.zAndo (21. en (18) .., (19) _ obti_:

t t
"ItIt ) - a + P I Iv I the + Y I I" I the

o • 0 -

{ (x). 'I')«t .-1 (a L+PI
X

,,, Ithe +y IX Iv Idx)
o x 0"



A f'in de f'ij&r IDS v&lores de 1&5 const.ntes de peso
conviene def'inir 105 nUmeros:

1 l
R.-l)(t)-1 ~I lul dx, R-l)(t)1 1'1 lu I dx (24)

0" z 0""
que pueden _r interpret&dos como el porcent.je de puntos
.'Oign&dos a 1. derivada pri_ra y segund& respectivamente.
A partir de est&5 def'iniciones •• posible obt.n.r dichas
const&ntas siguiendo di5tint&s estrategi&s. En 10 Que sig~
se de'Ocriben 1as lIli5maS, par brltvedad, para Itl C&se simple
en qua 1'-0.

En aste ca_ e1 nU_ro de puntos da 101 gri 11& (N) se
f'ija. El valor de 1. constant. a se f'ija &rbitrari.mente vn
d Ill. A partir del v.lor de R1, que es un dato de

entrada al program., s. obtiene ~ "'R '" [( 1-R )Ilu Idx J.
I. I ••

En est. case se f'ija una cota (e) para 1& •• "i_
variac~n parmitida a 1a variable u, esto es:

I ~u I ;: I "'••
y se abti.~ al nOMero d. puntas N para satisfacer
ecuaci6n (22) _ r_scribe:

l
l) (t ) - CI 1 •. f3 I III Idx - N e + N eo •• 0 I

_ e1 nU_ro de punt os uti1izados si

( 25)
(25). La

donde N
o

"suave" y H. el

la'O ecuaciones

no..ro de puntos asignados & \Ix.

(22),(23) Y (26) _ puede &Cotar

~~)1

= [(N
o

satisfac&'r

1)< t) / N - a 4X ] ~ 1)( t) / (N (3) .••

•. N1)/ (N ~) ] e
(25) ba.t. tomar (3-1 y N ••

va I ar de N se ob t i ene de (26): N• •
fi jado a1 valor de No se obtiene CI: a '"' No

N + N + 1.o I

"-III"',, Idx ),
£" / l.

En 1a implementaci6rl computaciana1 de este algoritmo
Ny,. san datos de entrada. E1 valor de N se actualiz&
o 1

cicio a cicio e"cepto si: 0.5 < N'+I/ tl'< 1.5. Si al n\)mero
1 I

de puntos deb&' ser ",adif'icado .ntonce. una vez generada 101
gri11a (Xn+,> s. realiza el siguiente procedimiento:

i) Se c'-lcu1. 1a grilla <xn>=<Xn+1> , i=O,Nn+l
•, \

il) Con (.IC':') , (\1,:,+1>, i-O,N' y (x"'>. i-O,N"'" se calcu1.
'\ \(,. •.•>, i-O,N •••• interpo1ando 1in.a11ll.nte.,



puedlP d.r 1ug.r a que 101 9rill. ten9. severa •• distorsion_
dwrbido.l alto porcent.je de nodos que .e a.ignan • 10.
9r.diIPnt_ lueqo eM! vOIrio. ref'in.miento.. Por _to, ••
propone un. nulPViIe.tr.teqia dond. son datos de entrada el
v.lor dIP 101cot. (e) y Rs• EI va- lor de a _ f'i jado en

f'or ••a arbitraria: 0-1/1. A partir de 1as ecu.cione. (22-24)
s. puede acot.r I ~. J Ax:

II~" Idx - a Ax
I

< N R
t

de donde .e obtilPne N •• INT (_I_ I 1~"ldx + 1. Una veze Ra
f'i jado N, &e procede a deter.inar f9 como en el algoritmo de

nOmero de puntos f'iio f9 -R /' [( 1-R I IJ~"ldx J.
t a

Para satisf'acer 10s criterios A2 y A3 _ introduce un
.Iis.do dIP 101f'unc~n de peso de 1. f'or.a:

"'Ix.) ~ ~ (0')"-' w(x.l ° <0' < 1'f J
En 101implementaciOn actu.1 101sum. se IPxtiende sobre todo.
10s nodos de 101 red. En f'utura. versiones se pre~
consider.,- 5610 10s nodos vecinos a f'in de reducir el
tie~o de calculD.

Par .• satisf'acer el criterio A4 _ Ihuede .inimizar .l
f'unciona1 propuesto por Grandi y FIPrreri: I

1&= J: .)x.) [{:(X) - Xt ({,,(X) - {:(X) r] dx

La minimiz.ci6n de _te f'uncional en ID dOl 1uqar a una
ecuac i6n de E;\- no lineal que deb. ser resuel ta
iterati"amente.l? A f'in de m.ntener e1 c.racter eltp11cito
de 1. !;Ieneracioo d. 101 grilla. que dOl 1ugar e1 a1qoritmo
de Boor se propone el r_mp1azo. del criterio anterior per
un promedio entrR 101 gri11a <x,>,i"'O"N ca1cu1ada po.- e1

a1goritmo de Boor y I. 9ri11. lx~>,i"O,N .1 tiRmpO t
ft

•
\

x~ • (I - w) xPt + tit x·
i •. i

"'O"Xp(-.6.t/T)+ [1 exp(-.6.tITIJ,..,o es una

constante (del ord_ d. 0.3 a 0.5 en 10s experimentos
nunerico .••rltalizados', .6.Ces el paso de tiempo utilizado 'f

tie.po caracterlstico d. 101 gri11a. Si II) •• ° _
101 grilla vieja y si II) •• 1 se usa 101gri11a sin
temporal. EI valor de w debe _r 10 "S pr6ltitllO a 1,

T RS un
uti1iza
.1isado



pArA que I... discontinuidades de, lA soluci6n seAn
cApturadA. eficAz-.nta. Los experimentos realizApos
muestran qua .) al i.Ado temporAl con Cot " 0.3-0.5 _
indispensable pAre obt~r Ie gril1a de calculo iniciel.

El
(" .'" )~ z
CI.-l. y 0z--l respltCtivemente. LA,. condiciones iniciales

del problema ~ueron las siguientas:

U (x. 0)= exp(- (x - 30)%/5) ; 'U (x.O) •• exp(-(x - 70)z/ S)• z
para 0 S x S 100.

prim.r aje.,plo considerA dos onde. gAussianas
que viajAn an dir.cciones opuestAs con velocidadas

En lA funciOn de peso ",(x) se consider6 la influencia
de la derivada pri_ra y segunda debido .• la forma d. onda
inicial. La estratl!'gia utiliz.d. p.ra Ia adaptaci6n fu. d.
puntas variables 1. Los para_tros d. adaptaci6n utiliz.dos
fueron:

N .••• 20
inic\.ol

e = 0.15 (cota
s

q '" 2/3

b'U II, &z = o.! (cota de

TaS:!CIOII) •••• 5
o

La intagraciOn sa realia:. con el esqu_a (14) con.,=!.
El nUmero final de puntos fue N •• 47. En Ia figura (2-0) se
comparan los rl!'sultados numericos y .nal1ticos p.r. t=40.
Pu.de observers. que los r_ul tado,. num""ieos siguen
sati,.factoria ••ent. IDS an.lltieos. ~lo 5& observ." Ias
conocidas oscilaciones del _quem. de L-W ." las colas de
Ias ondas. Si se considera sola_nte la derivada pri_ra
.ntonc.s el waxiao de la soIuci6n resulta atenu.do debido •
que la ~unc ion d. pesa no 1leva puntos a esta zona. En 1a
figurA (2-b) sa MUestra las tr.yectorias de 10s nodos d. la
grilla. Sa observA que 10e.l_nte 1. velocidad de 1. grilla
coincide con 1_ de las ondas. En la figura (2-.:) se
muestrA.l logar i tmo de la dan,.idad de puntos en la gr i lla
~inal. La .a ••i_ den,.id.d aleanzada en .ste ti •• po es
equivalent. a un. grilla unifor_ con 200 nodos. En la
figura 12-d) __ gr.ficA la relaci6n bx Ibx A fin de

.+i ,

ob,..rvar al grado d. distorsl6n d. la grilla.
para_tro de alisado utilizado se observA dicn.
varJ a antra O.B y 1. ••• 5i el parallletro d& aiisAdo
entonc.,. la distor,.i6n au_ntA.

ParA 11'1
r1tl.c iOO

di,.",jnuy.
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Figura 2: Ecuaci6n de advecci6n 1ineal. Ondes
viajeras en direceiones opuestas.
a) resultados b) trayectoria de la grilla
e) densidad de puntos d) distorsi6n de la

gri lla.

El segundo probl-
ll
a co".idera la eeuaci6n d. Burgers

inv1seida, flu) • 0.5". La eondiei6n inieial eo".iderade:

si 0 ~ x( 0.5
car <X-0.5» + .en eft' CX-0.5» si 1.5 ~ xS 1.5

si 1.5 ( xS 2.

es suav. pero genera una onda de choque para t ~ 0.5. En 1a

funei6n de peso ••e eo".idero de la deriveda pri_ra. La
estrategi .• de adaptaci6n utilizada fue de puntos variable
II.



N'n •.c"ol - 20 N,i.nol" 30 R. - 0.7 6: - 0.125

" - 2/3 ••• - 0.:5 T •• 0.0':5

La intevraci6n nuG6rica .e realiz6 con el esquemA (1~)
con el li.itador de Van L_r. En la figura (3_) .e
co-.p.ran los r-.ultAdos pAra tool utilizando la grilla
adapt.d. y una gri 11.. uniforlll~ de 200 nodos, .i~ndo la
••i_a sati.'factoria. En 1. figura (3-0) se lllUestra 1.
evoluci6n temporal de la grilla. Para t-.. 0.5 1. g~illil S4!

r ••'fina ilutolllj.ticilmente. A partir de e.e instante 1.
v.locidad local de la grilla coincide con la "••locidad doe
1. ond. d•• choque. En 1•• figur&. (3-c) y (3~1 se muestr.
la densidad d. puntos y 1& distorsi6n d. 1. grilla
re.pec:tiva_nt ••• Lil densidad de puntos •••.xi"'. •• 300. Lil
<listor.i6n ".rt a entre 0.6 y 1.4.

-~II&fftIlL--"
I
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Fi ••.• 3: Ecveci6n •• Bur•••..••• 1 _luci6n ootenida
It> traywctoria •• 1• ...-ill. c) dtmsid.a
_ puntos d \ distorsi6" _ 1. qr 111 •.



EI t.rc.r probl~lIIf involucra la dinMlicli d. gll..... Y
fu •• lCtrllido d. Sod. sa El probl-. _ inici. con un ga••
clilient •• lIlta den ••idad (p-1, pall en la region 0 S xS 0.5
••eparlldo por __ lIlbranli de un ga. frio II blljll den••idad
(p-0.125, p-O.l) en la regiOn 0.5 < x ~ 1. Al •••r retirad.
III .e.brllna una ondll de choque viajll hacill III zona de bajll
densidlld y una Ondll de rar.faciOn hllcill III d. lIltli
den.id.d. Lo•• .to•• fluido.. • ••ian ".pAn.do.. por una ondll de
contllcto.

LAfunc:i6n de p•••o utilizAda con ••id.ro 105 grlldi.nte ••
de la densidad V la .nerg1a internA. Lli •••tr.tegill de
n<s.ero•• d. punta •. fijos f •.•· utilizadA con 10••• igui.nt •••
paroilIletr051

N •• 50 R. - 0.4 t7 - 0.5 wo• 0.3 T - 0.001

En ll1 figura (4-a) se au_tra 1•••.•• rg1l1 interrwa parll
t=0.1415. S. puRde observer un buen lIjuste con 1. soluciOn
.neU tica. Sol.",ente el co.ienzo y final de III Ondll de
elCplinsiOn estan 1iger._nte al iSlIdos. La densidAd de nodos
en la ond. de contllcto IrS d.l orden de 300 (Ax ;; 3 10--) y
en 1. anda de choque d.l orden d. 200 (Ax ;; 5 10--) L. Ondll
de contllcto _u resuel t. en b interv.los (XTEOIl-o·b312,

x_=O.b35:!:O.Oll V la Ondll de choque en 4 intervAlos

(xftOll"'O. 7479. X
NUM

=0. 7487:tO. 009> • La.. errores en 1.

ubicaci6n de loos-frentes esian.n .cu.rdo con 105 vlIlores
d. densidad de puntos lIlcanzad_. En 1. figura (4-0) -
muestra l_s trayectorias de 1. gri 11l1. Puede observerse
CORIO 105 nockls de III ••i_lI siguen local-.nte 1.5
velocidedes de propagaciOn de Ie •• trIPs oneas.

~ioura 41 Prebl••• de ~ubc de enoque.
a> r~ltados obt.nidos. bl trllyectorill
de la gr i 11l1.



La for", •• dllPc.lculo propUlIPsta combi~ lIP1'icazlIIlIPntlPdas
c"lIIincs. grill ••s ••d••ptiv ••s y IPsqullP"'''s de FL, p••ril 1••
rllPsoluci6n dllP (1) dllPntro d.l par ••dig_ d. captur.. de
discontinuidad_. El pri_r ca ••ino _ utilizado a _nudo
con lIP••qu •••••s con difusi6n ilrti1'icial. Si billPn la rlPsoluci6n
de la •• onda •• dllP choque lIP. ildecuada, no ocurre 10 ",ismo con
1••5 ondas dtr lIPxpansi 6n. E1 uso de _quemas dllP.FL. de
sRgundo 6rdllPn. reduce sensiblemente el ••lis ••do de 1••5 ondils
de .xpansi6n como se h••~a previsto en [7J. El uso de estos
esquema ••• joril sensible"'ente 1•• resoluci6n de 105 frentR ••.
E1 cr i tllPri 0 de ••d••ptac i 6n .spac i ••l con 1.. estr ••tllPgia de
i",plR",entAei6n propuesta. basad. en 1•••• cotilci6n da 1••
",••ri ••ei6n de la soluci6n y el porc.ntaje de puntos
.signados ala. discontinuid ••des. pIIPrlllite d.t.ctar. 1••
for",aci6n de discontinuid ••des <problllPma 2) 0 bien SllP9uir
varias discontinuidact.s sirnult.". ••_ntllP (probl...- 3) .n
forlll. eficiente con un rD•• ro rllPl••tiv.mente b••jo de puntos.
El algoritftlo de ••dAPtaci6n .,. o-neral y no rlPquiere conce_
las velocidaollPs de IDs frllPnt_.

El autor d•••• agriidecllPr ill Ing. J.e. FtprrllPri por Iii
IllPctura del manuSC:rit.o y IDS val iosos aportes que mejorilron
IOU redilcci6n firwl.
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