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RESUMEN

Se presenta una banda finita de orden superior para el
anilisis de pandeo de placas plegadas. La banda esti basada
en interpolacidn cibica de las tres componentes de desplaza-
miento y se integra numéricamente en la direccidn transver-
sal. Se incluyen ejemplos que muestran convergencia de la
solucidn en términos de cargas y modos de bifurcacién.

ABSTRACT

A higher-order finite strip 1is developed for the
buckling analysis of plate assemblies. The strip is based on
cibic interpolation of all three displacement components,
and 1is integrated numerically in the transverse direction.
Examples are included to show convergence of the solution
in terms of buckling loads and mode shapes.
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1. INTRODUCCION

El Método de Bandas Finitas desarrollado por Cheung /1/
permite analizar las estructuras denominadas prismaticas con
una gran economia computacional frente a la discretizacién
en dos dimensiones. Este representa la solucidén por series
de Fourier en 1la direccidén longitudinal cubriendo la
totalidad del dominic, en tanto que en la direccidn trans-
versal simula el comportamiento mediante Elementos Finitos.
lLas caracteristicas fisico-geométricas de la seccidén trans-
versal deben Permanecer constantes en la direccién prismética
en la que se realiza el desarrollo arménico, aunque el es-
tado de cargas pueda variar arbitrariamente en esa direc-
cidén. Un estado del arte sobre la aplicacidén de este métodc
en problemas de inestabilidad de laminas plegadas prisméti-
cas estd desarrollado en la referencia /2/. Graves Smith y
Sridharan /3/ realizaron las primeras aplicaciones para
determinar cargas de bifurcacidén considerando inestabilidad
en modos flexionales. En la referencia /4/ se utilizd este
método para el estudio de inestabilidad en modos torsionales
bajo cargas laterales. La mayoria de 1los estudios de
estabilidad que emplean Bandas Finitas, se basan en el ele-
mento propuesto por Cheung /1/, denominado LO2 (lower order,
dos 1lineas nodales). Este interpola linealmente los despla-
zamientos membranales y con polinomios clibicos el desplaza-
miento de flexidén. Cheung propone como elemento de orden su-
perior al HO3 (higher order, tres lineas nodales), que uti-
lizapolinomios cuadréticos para los desplazamientos u y v en
el plenc, y quintico para w, desplazamiento fuera del plano.

La banda finita aqui propuesta tiene tres aristas noda-
les e interpcla cUbicamente las tres componentes de despla-
zamiento. Su aplicacién en el andlisis estadticc lineal de
placas plegadas prismaticas apoyadas en d}afragmas en sus
extremos, se encuentra en la referencia /5/. En este trabajo
Se presenta una formulacién general del problema de estabi-
lidad en términos de coordenadas generalizadas para sistemas
discretos, /6/ y /7/, y el comportamiento de este elemento
en la determinacién de cargas de bifurcacién de las estruc-
turas mencionadas.

2.FORMULACION DEL PROBLEMA DE ESTABILIDAD

Para una estructura de paredes delgadas como 1la
de 1la Figura 1 , el cambio en la energia potencial total
V entre un estado sin tensiones y deformaciones y un estado
arbitrario deformado, viene dado per
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\Li [tf ¢ azay-tf £ dudy-tf [, o] (1)

donde X es el nGmero total de laminas, € y & , son los
vectores de deformaciones y tensiones generalizadas respec-
tivamente, § , es el vector de desplazamientos, £ R
es el vector de cargas distribuidas, vy, Q , son las
cargas axiales zplicadas en los extremos.

Figura 1. Ejes coordenados y dimensiones consideradas.

Las relaciones cinematicas en un sistema local de coor-
denadas, distinguiendo entre componentes lineales y no li=-
neales en despiazamientos, pueden escribirse como

€=« &'+E (2.a)
(&) ([ ) (s@UeEEME&T)
g za, Bk £ (& %’;}'*&%-g)’;w
AR e R R T
A, .‘:..:.; 0
Lz“"s‘ k:&‘{:‘g J L ° /
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Para un material. elastico, isdtropo y homogéneo, las
ccuaciones constitutivas se escriben

¢.LDJE (3)
siendo,
SefNoNg N, M M, M, | (4)
Y, [D]
15y (35)
Bl o [D]zJ
4 v ©
2 e 3 1Y 4 o .
Bla: Qet/o-2) 5 ] e e8] c)f2 4 e (6)
E y ¥ , son el mddulo de elasticidad y el coeficiente de

Poisson respectivamerze.

Conocida wuna <rayectoria fundamental de equilibrio a
partir de la cual ocurre una bifurcacién, los desplazamien-
tos en la trayectoriz secundaria pueden escribirse como

§%s 54 § (7)

donde f represer.ta desplazamientos en la trayectoria
secundaria, ( Y, desplazamientos en la trayectoria primaria,
y las wvariables sin superindice son desplazamientos incre-
mentales a partir de. estado fundamental.

Si la trayectoria primaria de equilibrio se considera
lineal en §' , perc la trayectoria secundaria se supone no
lineal en desplazamientos incrementales, las deformaciones Yy
tensiones en esta Gltima, resultan

.5,‘- 'k.ﬁ,‘*- é'* ‘éu (8)
6% agh g'+¢" (9)
donde: A es: el parametro de carga que permite distinguir en-
tre distintos niveles de carga. Para carga transversal y a-
xial que se incrementan, pueden expresarse respectivamente
como s
R: AR (10)
s £
?‘ s T\P‘ . (11)

Reemplazando las ecuaciones (7) a (11) en (1), se tiene

NaV +N, + V4V VY, (12)
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donde Y representa la enargfa potencial total en el
estado fundamental; W, contiene los términos que dependen
linealmente de 1los- desplazamientos incrementales, y es la
primera variacidén de la energfa potencial total, Vp ,
\l, y ‘l.. contienen los términos que dependen respectivamen-
te, en forma cuadritica, cubica y cuartica de los desplaza-
mientos incrementales. {(/6/ y /7/)

Debido a que los esfuerzos y cargas en el estado funda-
mental se encuentran en equilibrio, la primera variacién de.
N debe ser nula para todo estado incrementado cinemé&tica-
mente admisible.

N, -8V =0 (13)

Similarmente, si existe un estado incremental de equi-
1librio, la trayectoria secundaria puede evaluarse del
sistema no lineal

8V, W, + 8V, <0 (14)

En la vecindad de un punto de bifurcacidn los desplaza-
mientos incrementales pueden considerarse arbitrariamente
pequeflos, despreciéndose los términos de orden superior, y

el parametro de carga A en el punto de bifurcacidn puede
obtenerse de la expresidn

3V, =0 (15)
El campo de desplazamientos incrementales asociado con el

menor valor de A determinado a partir de (15) es 21 modo
de bifurcacidn.

3.DISCRETIZACION POR BANDAS FINITAS

La banda finita desarrollada tiene tres aristas nodales
colmo indica la Figura 2 , e interpola cibicamente las tres
componentes de desplazamiento. Las funciones de interpola-
cién han sido tomadas de la referencia /8/, donde fueron u-
sadas para léiminas de revolucidén. El campo de desplazamien-
tos incrementales viene definido por

b= 80 senmhy
LEDI MURTY L] (18)
Wz EQ:Q‘-) Sen My
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siendc las funciones polindémicas

O = ule Al v T+ @-‘*)’“

Q.,g\nrﬂnr»f\&v», (‘bc) , (17)
G T A &)

donde

v T2 (a-9)

. T (144) (18)
LR

ks § =) bl

Q. (P->942)4

Q- (- 2-nlbh (19)
Yo 43342004

Nn‘ (£4-2-4)0f2

En Y=0, e Y=L, se satisfacen las condiciones de borde

\2

M:wW: OW, g (20)
vyt ]

mientras gue en las uniones entre placas se satisface la

condicién de compatibilidad entre desplazamientos, ya

Que u y w estén definidos por las mismas funciones trigono-
métricas.

[K’ v, (-%.‘)a]

Figura 2,
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Reemplazando las expresiones (16) en (15), queda expre-
sada la condicién de bifurcacién como un problema de vecto-
res y valores propios

(k1M Ke]) 2= 0 (21)

donde [Kl es la matriz de rigidez de la estructura,[K;]es la
matriz de carga-geometrfa, y 4 es el autovector asdciado al
autovalor A .

Las matrices {K] y (L] se calculan para cada banda como
(W, [ ©IBlte] on (22)
[M‘-£ [e]'[M](S] o' (23)

donde (8] es 1a matriz lineal deformacién-desplazamiento,
{p] es la matriz de elasticidad, (@] es la matriz geométrica
que contiene los términos no lineales de los desplazamientos
incrementales, y (M] es la matriz de esfuerzos en el
estado fundamental. En el Apéndice se encuentran las formas
de estas matrices. Las integrales necesarias para su eva-
luacién se efectian analiticamente en la direccidén longitu-
dinal, y en forma numérica en la direccidn transversal. Se
adopté como procedimiento de integracidn, el método de cua-
dratura de Gauss-Legendre con tres puntos.

El uso de N componentes arménicos en la trayectoria
fundamental 1lineal conduce a N sistemas de ecuaciones desa-
coplados, debido a la ortogonalidad de las funciones despla-
zamiento expresadas en (16). Se pueden obtener soluciones
con un esfuerzo computacional sélo linealmente proporcional
al numero. de arménicas considerado. Pero la evaluacién de
cargas de bifurcacidén, si el estado fundamental de tensiones
estd definido como una combinacién lineal de N arménicas,
implica la existencia de un Unico problema de autovalores en
el que las M arménicas del desarrollo propuesto para los

desplazamientos incrementales, estdn acopladas.

Las variables que influyen en la precisidén de la solu-
cién son:

a)el numero de bandas,K.

b)el nlmero de arménicas para la trayectoria primaria
de equilibrio, N.

¢)Jel ndmerc de arménicas para la trayectoria secunda-
ria, M.

El tiempo computacional no depende significativamente
del nimero de armdnicas para la trayectoria fundamental, pu-
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diendo adoptarse en la préctica una cantidad apropiada. La
convergencia puede ser demostrada variando K y M.

4,RESULTADOS NUMERICOS

Se presentan a continuacién varios ejemplos a los efec-
tos de ilustrar el comportamiento del elemento en 1la
determinacién de cargas de bifurcacién, comparando resulta-
dos con otras soluciones analiticas y numéricas, y haciendo
un estudio de convergencia.

4.1 Como verificacién de la banda usada se estudid una
Placa rectangular simplemente apoyada en tres bordes y empo-
trada en uno, sometida a carga axial. Los resultados obte-
nidos se muestran en 1la Figura 3 , donde 1la carga de
bifurcacién se expresa en términos de un coeficiente
de pandeo k por medio de la siguiente ecuacidn

R-hGt (24)

donde

G EX__ (L)f

nwr); (25)

De 1la referencia / 9/ se obtiene para 1la relacién de
luces a/b=0.79, un coeficiente de pandeo k=5.81, valor obte-

nido por los autores empleando 10 bandas y considerando tres
arménicas.

——y M k

b § E; '1 X1
§ g a/b:038 2 o84

- - 3 5.04

s tl 2
Figura 3.

4.2 Como segundo ejemplo se analiza la estabilidad de
una seccién trapezoidal bajo carga tipo peso propio. En la
Figura 4 se muestran los datos utilizados Y un estudio de
convergencia de la solucién. Este caso ae- resolvié en la re-
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ferencia 10/ empleando la banda LO2, para una arménica y

diez bandas, abteniéndose un valor de carga critica
qc=13.2 KN/m.

82 -¥12
= - E: 243801 W/w® £ 006 m
H
I v ‘)z Q{ﬁ Hz 0.65 m
- .
" 4 L:250 m B. 250 m
® (a) B QHO m
! ! ‘ :
| n Nnumnasi q, (KN/m]
_ e A A .62
— 5 2 v 3 W 34
3 A} A4 40
L_T,M._{l._._;__.,,._ T
A 1 1273
— . —
. P T 2 A3 2 865
——— ¢
3 435 238
_+——‘.‘ - - -.-ﬂ—'— TR e e v
4 ' 12.26
P ,
¢ 10 2 123 1218
3 135 12.00
(b) [ .
€]

Figura 4. Inestabilidad de una seccién trapezoidal bajo car-

ga tipo peso propio. (a) datos, (b) discretiza-
clones empleadas, (c) convergencia de la solucién.

4.3 En tercer término se estudia la estabilidad de una
seccién angulo bajo carga tipo peso propio. Los dates co-
rrespondientes, y resultados obtenidos se indican. en

la Figura S. Se verifica nuevamente la convergencia d: la
solucién.

°
N
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! \g E: 240E03 KN/t
|
! V: 0.4% *: 60"
$ l L:250m be AOM
- 1:006 m
(a)
] !
R 1t q [km] K M| q [KNjm)
LA By by ] em
L2 s 2| 8e
B i 12
3 l 10.92 3 13
| 4ouy 4| 338

(b

Figura 5. Inestabilidad de una seccién &ngulo bajo carga ti-

po peso propio. (a) datos, (b) convergencia
de la solucién.

4.4 Por Gltimo, se considera una viga cajén sometida a
cargas de 1linea en las paredes verticales. En la Figura 6
se  pueden ver las caracteristicas de 1la estructura y
los valores del coeficiente k de estabilidad para distinta

cantidad de arménicas. En este caso, la‘'carga critica viene
dada por

B. R T'D
d (26)
donde
D, et /(2 (1-0) (27)

Sridharan /3/ ha resuelto este ejemplo con carga de linea
parcial, empleando 1la banda LO2. El menor valor del coefi-
ciente de estabilidad, k=3,20, 1lo obtiene para 12 bandas
(habiendo discretizado media estructura) y considerando 6
arménicas. La diferencia entre ambas soluciones esté asocia-
da a los distintos estados de carga considerados.
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Figura ©. Inestab: .iiac 1& una viga cajén
i sometida a zargas de linea.
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Definiendo los vectoraz %
dadas en (18 y 19}

PO

+ ¥ an base a las funciones

taf oy oh v (A.1)
L 9 g af (A.2)
v (3mando

DA VT Qe (4.3)
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Ba:{ o’ g wr @Y (A.4)
(W (@@t (A.5)
las expresiones (16) pueden escribirse de la siguiente forma
Mz ;&,’ 2, sea(my) ' (A.6)
e LY 3% cos(mPy) (A.7)
W g‘ 9" a, sen(1W¥y) (A.8)

Las componentes 1lineales en desplazamientos , del campo de
deformaciones generalizadas (expresién (2.b)), resulta

o
£.1 [e], 2. (A.9)
L)
donde
M < \d A
3..{ 2% 20 an} (A.10)
y
Yr L
“'=H [4] é&. 0 0 W
3 6 0 o0 o = ¢ 0
o WMo o o0 o e o iy
Bls| o o w™ o0 o0 o {¢ o ‘%: (A.11)
0 0 O ™™ o e d¥ o
. dx* ~
to o o o0 =P o Q@ {¥ 8
© 0 o o o =Bl o (¢
A )
con
' 3
{;gl_\%-:n ; 4‘:-(,%13) (A.12)

La expresién de la contribucién energé_tica-\c para una
banda es la siguiente '

et [l 00 n(e g, o)) o )
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Teniendo en cuenta que

¢ (o] €' (A.14)
g.(ela (A.15)
t:(swla (A.16)
¢.(p]ela (A.17)
¢« (vj(ew] a (A.18)

la expresidén 'A.13) resulta

. t{% Q'L[B]'[D][bl o3, A g'f 2@l gac] (a9
(o
O también,
e b

13"Kl*a + A 3 a (A.20
192 + 2 (k2 (A.20)

siendo

Lz ] ¢ o, (%]*a (A.21)

La componente no lineal del vector de deformaciones ge-
neralizadas puede escribirse de. la forma

/ Yo
? o™
o_:?é’_‘&'o 0o o gﬁ
60 0 0 W W W||Nw
Dy | ®&
oA W W W W oW Yl MmN 4 [ale
~TT N W Dy ok DX 9‘}‘2[]" (A.22)

(c] 0O 0 o o o o
. <
0 0 0 0 o0 oW
Qy
O 0 0 0 0 o]||ow

\ I\ )

Teniendo en cuenta (A.6),(A.7) y (A.8), el vector € puede
relacionarse con los parametros nodales por
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N\ \
sen™ 0 ° o 0 o fdw o o
1S ax ~
°© wM™ 0o o0 o o o dv'
n & an
0 P
o 0 SM'{-H (o] (s} o s %i' 2 -
0= ay
~ 0 0o o0 w=™ 5 o |4V o ©
L L ~ a‘
L T2 a.
0 0 0 0 se=M g 0 0 -f& (A.23)
S ~ ~ 4dl
0 0 o o o coomy | © fr o J
> J\

o también,

a ”n
e:l6ls .f (6], z,- [lIB], 2, (A.24)
et ~
Sustituyendo (A.24) en (A.22) se tiene

E. $Al2. LAlle] 2 (A.25)

De (A.16) y (A.25) se deduce que

B« 4 (a][e]

(A.26)

Entonces, el primer miembro de (A.21) puede escribirse

Jormar g on, [ Grar g e (A.27)

Pero [A] Q‘ también se expresa como

% owoool(n) (oo s o)
gog_.goooﬂ,’ oON o oﬂqog
‘b(io%gooo{Nq,: © 0N o0 o N W (A.28)
o W Nooolin N0 0 Njo off T
o‘%:j?{ooo M, °N,°°N1°%
Loa&ooot'&_‘ koo"qOON’,L?ﬁ'

0 sea,
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(Al gt.mie (A.29)
Reemplazando (A.29) y (A.24) en (A.27) queda

2f lal' g de. L [T (MI(G] da® 2 (A.30)
Comparando (A.30) y (A.21) resulta que

(A L[G]'[M][G] dne (A.31)

donde (G], denominada matriz geométrica contiene los términos

no lineales en desplazamientos, y, [M] ,los esfuerzos en
el estado fundamental.
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