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RESUMEN

de presenta un elemento cuadrildtero plano para analisis
iineal vy no-lineal de tensiones. E1 elemento se basa en la
técnica de interpolacidr mixta de comoonentes tensoriales. El
elemento cumple con 1os requerimientos necesarios como para ser
usado con confiabilidad en la practica ingenieril.

ABSTRACT

A 2D quadrilateral element for linear and nonlinear analvsis
is presented. The new element is based on the technicque of mixed
interpolation of tensorial components. The few element satisfies

our reliability requirements and therefore can be used as an
engineering tool.
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INTRODUCCION

En los ultimos afios se han efec tuado numerosas
investigaciones. en el campo de la mecanica del sdlideo. sobre
formulaciones variacionales vy las correspondientes técnicas de
elementos finitos asociadas. Washizu y Fian v Tona, pioneros en
estos desarrollos. presentaron en las Refs.[1) y [2].
respectivamente, una clasificacién de los distinteos métodos de
elementos finitos para mecanica del sélido. De todos ellos, el
método basado en la interpolacion de desplacamientos es el mé&s
usado para andlisis lineal v ne-lineal de sdlaidos v estructuras.
Fracticamente la totalidad de los opreoaramas comerciales de
elementos finitos utilizan elementos basados en este métodco.

Sin empargo., el métode basade en la interpcoclacion de
desplazamientos |da resultados pobres en determinados problemas.
Como eijiemplo podemos citar el estudic de sélidos incompresibles v
el estudio de estructuras cascara.

Se han desarrcollado numerosas investiqgaciones a fin de lograr
elemento finitos gque superen las deficiencias del métode de
interpolacion de desplazamientos. vy que puedan usarse en los
proaramas generales de elementos finitos. con resultados
aceptables. Como ejemplos podemos citar ios elementos hibridos
desarrollados por Fian vy colaboradores [2-4]: loe elementos

mixtos desarrollados para casos de i1ncompresibilidad por
Bercovier v colaboradores (%] v por Sussman y Bathe [&): v los
elementos basados en la interpolaciétn mixta de componentes

tensoriales desarrollados para el andlisies de cascaras por Rathe
vy Dvorkin [7-9].

En el analisie de sélidos bidimensionales. el elemento
cuadrilatero basadc en la intepoclacién de desplacamientos,
también da resultados pobres. Siendo un elementc de cuatro nodos.
muy Gtil en la practica ingenieril. resulta atractive mejorar su
funcionamiento a traveées de una formulaciéon alternativa [10]. En
un trabajio presentado por BRathe v Dvorkin [9) se fijaron los
requerimientos a cumplir para el desarrolloc de nuevos elementos
de céascara. En el caso de elementos bidimensionales continuos.
éstos requerimientos pueden sintetizarse de le siguiente forma:

1. La formulaciédn tebrica del elemento debe basarse en la

mecanica del continuo, con suposiciones en la
discretizacién por elementos finitos que resulten
claras tanto para el andlisis lineal como para el no-
lineal.

El elemento no debe tener modos riaidos espurios.

. El elemento debe satisfacer el Fatch Test de lrons [11]
{ver Apéndice 1 de la Ref.[13])).

La capacidad de prediccién del elementoc debe ser buena

y relativamente insensible a las distorsiones de los
elementos y a los cambios de propiedades de los
materiales (por ejemplo, en el caso de un material
elastico con un coeficiente de Poisson préximo a 0.5,

no debe deteriorarse excesivamente el comportamiento
del elemento).
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En la presente publicacion presentamos un elemento de 4
nodos, basado on la interpolacion mixta de componentes
tensoriales [7-9), que intenta satisfacer los criterios arriba
oxpuestos. ‘

Es importante destacar que en una reciente publicacién [12)
MacNeal demostré que en elementos con s6lo ocho grados de
libertad externcs no es posible satisfacer el Patch Test
conservando una alta insensibilidad a las distorsiones de los

elementos. Hemos optado, obviamente por el estricto cumplimiento
del Patch Test.

Detalles adicionales sobre la presente formulaciéon pueden
encontrarse en nuestra Ref.[13].

EL NUEVO ELEMENTO

En las investigaciones que realizamos para obtener el nuevo
elemento buscamos siempre satisfacer los 4 requerimientos va
fijados, tanto comc fuese posible. Como herramienta basica usamos
el Patch Test. Una vez cumplido se media el orden de convergencia
del elemento en cuestion resolviendo algunas problemas existentes
@n la bibliografia.

An isi n r ineal

Al formular nuestro elemento con el método de interpolacion
mixta de componentes tensoriales, se adoptaron una interpolacion
para los desplazamientos v otra para las deformaciones,
uniéndolas luego convenientemente.

Para interpolar el campo de desplazamientos dentro del
elemento se usaron las funciones de un elemento isoparamétrico de
S nodos (ver Fig.1-a).

En el sistema de coordenadas naturales de un elemento se
puede escribir el tensor de deformaciones usando las componentes
covariantes (&4 ) v los vectores base contravariantes (2‘) [14].

il AT FREX Far P AT ¥ )
so para problemas de estado plano de deformaciones.

A
?i se define ?‘ s s ',—. As D (centro del elemento)

y 3 'fb Aas O pars cualquier punto del elemento se puede
escPibi

g Gv 3 a;g‘a *5&632\‘33')'}' 3‘2’ (2)
once &5 B (55 (T )
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ampo de deformaciones dentro de un
tes formulas do irnterpolacibhg
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-~ A
En el caso axilsimétrico £, & 5& ,’1

n_las formulas anteriores se tiene:

&"“ 2.0 : componentes del tensor deformaciéon en los
ABL.D, puntos A, B, C, D y O (ver Fig.l.b)
evaluadas con la interpolacién de

desplazamientos.
'Ac‘: Jacobiano en el punto O (r=0, s=0).
‘J‘ t Jacobiano en el punto de integracion (r,s)

Las interpolaciones adoptadas cumplen con los siguientes
requisitos:

1. No presentan modos rigidos espurios.

2. Satisfacen el Patch Test de lrons (ver Ref.[13]))

3. Pueden representar exactamente, en elementos
rectangulares, un estado de flexién pura (ver los ejemplos
numéricos). Esto implica una mejoria importante frente a
los elementos cuadilateros basados en la intepolaciétn de
desplazamientos.

Los dos desplazamientos del nodo 5 de 1la Fig.l.a son
condensados segin se muestra en el Apéndice 1] de la Ref.[13], de
esta forma el elemento resulta con s6lo ocho grados de libertad.

An i la inealida r

En nuestra Ref. [(13] hemos desarrollado la Formulacion Total
de Lagrange del nuevo elemento. Las funciones de interpolacién
propusstas  se emplearon scbre las componentes del tensor de
deformaciones de Green-Lagrange [(14,15].

Los dos desplazamientos correspondientes al nodo 9 de la
Fig.1.a son condensados, como se auestra en el Apéndice Il de la
Ref.[13]1; asi el elemento resulta con =6loc ocho grados de

libertad.
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(A) ooos USADOS EN LA INTERPOLACION TE DESPLAZAMIENTOS

A
BX +0 XD > 2.0
l v

(B) PLNTOS USADOS EN LA INTERPOLACION DE DEFORMACIONES

FIGUR 1. INTERPOIACIONES USADAS
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VERIFICACIONES NUMERICAS

En esta seccion estudiamos el comportamiento numérico del

nuevo elementc. en forma organizada, logrando los siguientes
cbietivos:

1. Mostramos que el elemento converge, es decir que resulta
estable v consistente {16].

2. Examinamos los resultados que se obtienen con algunos
problemas lineales y los comparamos cor los obtenidos con
otros elementos.

. Analizamos la respuesta no—-lineal del elemento.

Las soluciones numéricas aqui presentadas fueron obtenidas,
en su totalidad. usando una integracién de Gauss de 2 x 2.
En Jlo que sigue el nuevo elesento serd referenciado como

GMITC vy el elemento de cuatro nodos, basado en la interpolacion
de desplazamientos como STD—4AN.

Convergencis

A fin de chequear la estabilidad de nuestro elemento corrimos
algunos Casos unielesentales usando, en ellos, elementos
distorsionados vy no distorsionados. Las condiciones de borde
fueron las wminisas necesarias para impedir los tres movimiento
rigidos del elementoc. No se presentaron modos rigidos espurios.

Lo anterior equivale a verificar los autovalores de la matriz
rigidez correspondiente a un elesento libre [(17].

Con el fin de verificar la consistencia de la formulacion,
corrimos el Patch Test. Usamos la malla representada en la Fig.2,
con el menor nmero de restricciones externas necesario para
suprimir los tres sovisientos rigidos del modelo. Para todos los
casos de carga representados en la Fig.2, los desplazamientos y
tensiones obtenidos con el asodelo son idénticos a los valores

analiticos.
Estos resul tados nuséricos confirman las predicciones
expresadas en el Apéndice 1 de la Ref.[13].
1 1li
1. Elemenios rectangulares on estado plano de tensiones Dajo
fiexion constante

En la Fig.3.a mostrasmos un elesento rectangular GMITC bajo

flexitn constante. Los desplazasientos y tensiones que obtenemos
coinciden con los valores analiticos.

En la Fig.3.b se comparan los resultados que obtenemos con el
eleswnto OMITC contra los que obtenemos con el STD—-4AN para una
malla de elementos rectangulares bajo flexion constante. Mientras
que al aussntar la relacion 1/h el STD-4N da resultados cada vez
més pobres, @] GMITC no resulta afectado.




- 18 -

.—-)”

_,r_ 0,10

@wn - @,

8,3
2.2

— L(ILD) awa ™

10. "L

£

£ = 2.1 x 10
Vv =0.3
thickness = 0.1

(A) PAras DE ELEMENTOS CONSIDERADOS

i -
T .
l -~
@B Casos te carca

FIGRA 2, Paror TesTs




- 19 -

P ?
!
1.0}
!
P
10.0
(A Caso e N ELBMENTO
1 4
e
hea2
!
] r

/n
ouITC STD-4N
S. 1.00 0.56
10. 1.00 0.24
50 1.00 0.013
100. 1.00 0.0032

(B) MLLA TE ELEMENTOS RECTANGLLARES

Z = 1000.
vVe0.3
thickness = 0.1

£ = 1000.
v e0.0
thickness = 1.0

FIGURA 3. ELDENTOS RECTANGULARES BN PLANE STRESS BAJO CAAGA CONSTANTE




En la Fig.4 comparamos los resultados del GMITC con los del
STD~-4N para una malla de elementos rectangulares sometidas a
flexién variable linealmente. La convergencia del nuevo elemento
es mucho mas rapida que la del standard.

3. Elementos Jistorsionados en estado plang de tensiones baio
Flex it .

Aunque para la malla de la Fig.%.a, también utilizada por Pian
Y Sumihara (41, hay una buena correlacién entre los resul tados
obtenidos con el GMITC vy los analiticos: los resultados obtenidos
con la malla de la Fig.5.b no son tan proximos a los analiticos,
pPero son siempre mejores que los obtenidos con el STD-4N.

McNeal [12] demostrd que los resultados de 1os elementos
cuadrilateros se deterioran cuando se utilizan elementos
trapezoidales.

Es importante seMalar que Pian y Sumihara [4]) presentaron un
elemento hibrido con 4 modos incompatibles @ interpolacion de
tensicnes er el sistema de coordenadas rnaturales, que aparenta
ser mas insensible a la distorsion de los ®lementos que e! GMITC.

4. Elementos rectangular n_estado Nno de deformacion jo

En la Fig.4 comparamos los resul tados obtenidos con el GMITC
con los obtenidos con el STD—-4N, para dos mallas distintas., ambas

con elementos ern estado plano de deformacién v bajo flexion
constante.

El elemento aGMITC predice mejores resultados que el elemento
standard, siendo también més insensibile al aumento del
coeficiente de Poisson.

Tavlor et al. [17] usaron un test similar para analizar el
efecto del aumento del coeficiente de Poisson combinado con 1la
distorsiéon en el comportamiento de elementos.

3. Placa circular simplemente apoyvada bajog carga central

concentrada

En la Fig.7 mostramos una placa circular simplemente apoyada
(R/h = 100), bajo una carga concentrada lineal, modelada con
elementos axilsimétricos.

El QGMITC muestra una convergencia mucho mas rapida que el
elemento standard.

6. Cargas térmicas
Normalmente es mas dificil obtener buenos resultados con

elementos finitos, cuando se analizan cargas térmicas que bajo
cargas mecanicas [187].
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Si usamos el elemento STD-AN en problemas termoelésticos, la
temperatura se interpola con las mismas funciones de
interpolacion que los desplazamientos., $Si usamos el GMITC, las
deformaciones teérmicas se interpolan con las Ecs.(3).

En la Fig.8 mostramos un elemento rectangular 1libre de
dilatarse. Cuando el elemento estd bajo temperatura constante,
ambos elementos, el aMITC y el STD-4N, predicen los
desplazamientos exactos y las tensiones exactas ('% = 0) porque
ambos elementos satisfacen el Patch Test.

Pero cuando se les impone una distribucion lineal de la
temperatura de la forma Of S+ LY+L%., aun cuando la solucién
analitica es i = 0, el STD-4AN predice grandes tensiones
pardsitas, misntrat que el GMITC da la solucion exacta.

Problema no-lineal

En la Fig.9 mostramos una viga en voladizo bajo flexién
constante % comparamos los resultados analiticos con los
proporcionados por el QMITC y el STD-4N, usando una Formulacién
Total de Lagrange.

CONCLUSIONES

En el presenta trabajo presentamos un elemento cuadrilétero
bidimensional, basado en la técnica de interpolaciodn mixta de
componentes tensoriales.

El elemento no presenta modos rigidos espurios y pasa el Patch
Test.

El nuevo elemento satisface los requerimientos presentados en
la Introduccioén, y aunque los resultados numéricos demuestran que
no es tan insensible a las distorsiones de los elementos como es
de desear, McNeal [12] demostré que existe un limite en lo que

puede lograrse con elementos que tienen s6lo ocho “"grados de
libertad externos".

Creemos que este elemento también constituye una base para el

disefMo futuro de interpolaciton de deformaciones en elementos de
cascara [7].
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