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~e presenta un elemento cuadrilatero plano cara analisis
lineal y no-lineal de tensiones. El elemento se basa en la
tecnica de intercolaci6n mixta de comoonentes tensoriales. E1
elemento cumple con 10s reQuerimientos necesarios como para ser
usado con confiabilidad en la practica ingenieril.

A 20 Quadrilateral element for linear and nonlinear analysis
is prese~ted. The new element is based on the techniQue of mixed
intercolation of tensorial components. The ~ew element satisfies
our reliability reQuirements and therefore can be used as an
engineering tool.
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En los ultimos a~os se han efectuado numerosas
investi~aciones. en el campo de la mec.nica del sOlido. sobre
formulaciones variacionales y las corresDondientes t@cnJcas de
elementos finitos asociadas. Washizu y Pian y Tong. pioneros en
estos desarrollos. presentaron en las Refs.[l) y (2).
respectivamente. una clasificaciOn de 105 distintos m~todos de
elementos finitos para mec~nica del sOlido. De todos ellos. el
m~todo basado en la 1nterpolacJOn de desolazamientos es el m~s
usado para an~11sis lineal y no-1Jneal de SOlldos y estructuras.
Pr~cticamente la totalidad de los prooramas comerciales de
elementos finitos utilizan elementos basados en este m~todo.

Sin empargo. el m@todo basado
desplazam1entos da resultados pobres
Como ejemplo oedemas citar el estudio
el estudio de estructuras c~scara.

en la interoolaciOn de
en determinados problemas.

de sOlidos incomcresibles y

Se han desarrollado numerosas lnvestioaciones a fin de lograr
elemento finitos ~ue superen las deficiencias del m~todo de
interpolacion de desplazamientos. y oue puedan usarse en los
proQramas generales de elementos finitos. con resultados
aceptables. Como ejemclos codemos citar 10s elementos hibridos
desarrollados por Pian y colaboradores [2-4): 105 elementos
mixtos desarrollados para casos de 1ncompresibilidad por
Bercovier y colaboradores [5J y cor Sussman y Bathe [6): y los
elementos basad os en la interpolaciOn mixta de componentes
tensoriales desarrollados para el an~lisis de c~scaras cor Bathe
y Dvorkin [7-9J.

En el analisis de sOlidos bidimens1onales. el elemento
cuadril~tero basado en la intecolaciOn de desclazam1entos.
tambi@n da resultados pobres. Siendo un elemento de cuatro nodos.
muy util en la practica inoenieril. resulta atractivo mejorar su
funcionamiento a trav~s de una formulaciOn alternativa (10). En
un trabajo presentado por Bathe v Dvorkin (9) se fijaron los
requerim1entos a cumplir para el desarrollo de nuevos elementos
de cascara. En el caso de elementos bidimensionales continuos.
~stos reouerimientos pueden sintetizarse de la siguiente forma:

1. La formulaciOn teOrica del elemento debe basarse en la
mecanica del continuo. con suposiciones en la
discretizaciOn por elementos finitos que resulten
claras tanto para el analisis lineal como para el no-
lineal.

2. El elemento no debe tener modos rigidos espurios.
3. El elemento debe satisfacer el Patch Test de Irons [11)

(ver Ap~ndice I de la Ref.[13J).
4. La capacidad de predicciOn del elemento debe ser buena

y relativamente insensible alas distorsiones de los
elementos y a los cambios de prociedades de los
materiales (por ej@mpl0. en el CASO d@ un material
elastico con un coeficiente de Poisson pr6ximo a 0.5.
no debe deteriorarse eKcesivamente el comcortamiento
del elemento).



En 1. p"••• nt.
nado., b•••do en
tenso"i.l.. [7-9],
.xpu••to••

public.ciOn pr•••nt.eo. un .1..-nto de 4
1. int.rpol.ciOn mixt. d. coaponent••

que int.nt. .~ti.f.c.r los c"it.rio•• r"ib.

E. import.nt. d••t.c." que en un. recient. publicaciOn [12]
M.cNe.1 d.ao.trO QU. en .lem.nto. con .010 ocho or.do. d.
libert.d .xt.rno.no.. po.ibl. ..ti.f.c.r .1 P.tch T••t
con••rv.ndo un. .It. in.en.ibilid.d • 1•• di.torsion•• d. los
.lemento.. Hetllo.opt.do, obvi.lIl.nt.PO" .1 ••t"icto culftplillliento
d.l P.tch T••t.

O.t.ll.. .dicion.l.. .ob". 1. p"•••nt. fo"mul.ciOn puaden
ancontr."•• en nu••t"a R.f.[13J.

En la. inv••tigacion.s que realiz.mos p.r. obtener el nuevo
alamento bu.camos .iempra satisf.car 105 4 requerimi.ntos ya
fijado., tanto como fu••e posible. Como herramianta basica usamos
al Patch r.st. Una vaz cumplido .a m.dia el orden de convergencia
dal elemento en cu.stiOn resolviendo algunas problemas existentes
an la bibliografla.

Al formular nu.stro alemento can al metoda da intarpol.ciOn
mixta de componentes tansoriala., .e adoctaron una int.rpolaciOn
para 10. d••plazamiantos y otra para 1.. deformacione.,
unitndola. luego convenientemente.

Para intarpolar el campo de desplazamiantos dentro del
81.mento se usaron las funciones de un elemento isoparametrico de
5 nodos (v." Fig.1-a).

En el sistema
pued. e.crib~. elcovariilntes (.,) y

de coordenadas naturales de un elem.nto se
t.nsor de deformacione. u.ando .la.cOIllPonent••
los vectore. base contravariante. (2t) [14J.

,. !n- ,rr+ t'••r~4 + ~ (~ra~+1·a'")+4r~t(1)

et.•.O para problemas de estado plano de deformaciones.

5i se define i.'iI",. 4. 0 (centro del elemento)
y t~.tJl 1r: ~. () par: cualquier punto del elemento se puedeescf(.1.b.1.,)f



Par"" il"\t'?rocl"'r21 ::ampo de deformaciones dentro de un
el~-~n~~ e~ usa~ las siguientes fOrm~las d~ iMt~i-polacibn:

En e1 caso axilsimetrico &.. ~ &. J~%
~ las fOrmula. anteriores se tiene:
f.~J..a."" : componentes del tensorA........ puntos A, B, C, D

evaluadas con la

f'-': desplazamientoS.~ Jacobiano en el punta
'''' I Jacobiano en e1 punto

deformaciOn en los
y 0 (ver Fig.1.b)
interpolaciOn de

o (r-O. s-O).
de integraciOn (r,.)

Las interpolaciones adoptada. cumplen con los siguiente.
requisitos:

1. No presentan modes rigidos espurios.
2. Satisfacen el Patch Test de Iron. (ver Ref.[13])
3. Pueden representar exactamente, en elementos

rectangulares, un e.tado de flexiOn pura (ver 10. ejemplo.
nu"ricos). E.to implica una mejoria importante frent. a
los elementos cuadil.teros basado. en la intepolacibn de
desplaz.amientos.

Los dos desplazamientos del nodo 5 de la Fig.1.a son
condensados segun •• muestra en el Ap*ndice 11 de la Ref.[13], de
e.ta fOrma el elemento resulta con sOlo echo grados de libertad.

En nuestra Ref. [13] hemos d••arrollado 1. FormulaciOn Total
de Lagrange del nuevo elemento. La. funcione. de interpolaciOn
propu_tas _ emplearon sobre la. componentes del tensor de
deformaciones de Green-Lagrange [14.15].

Los. do. desplaz••ientes correspondientes al nodo 5 de la
Fig.l.a son condansado•• como •• mue.tra en al Ap*ndice II de la
Ref.[13]J as1 el elemento resulta con sOlo ocho grados de
libertad.
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En esu secc10n
nuevo ele-en~o. en
objetivos:

es~udia-os el cc.portamiento numerico del
for.. organizada. logrando 105 siguientes

1.. I1ostralllOsque el el.-nto converge. e5 decir Que result.
es~ble v consistente [1b].

2. E~•• ina-os los resultados que se obt1enen con algunos
proble-.s lineales y 105 cc.para-os con los obtenidos con
o~ros e1~tos.

3. Analiza-as la respuesta no-l1neal del elemento.

Las soluc1ones ~ricas aqui presentades fueron obtenida.,
en su t:Dulidad. usando una integracion de Gaussde 2 x 2.

En 10 que sique 81 nuevo el.-ento sera referenciado como
OI'IITey 81 el~to de cuatro nodos. ba_do en la interpolacion
de clesplaz_ien'eos c~ STD-4N.

A ~in de chequear la estabilidad de nuestro elemento corrima.
alvune- casas uniel~tal_ usando. en ello.. elementos
di5torsianadDs y no di.torsionadDS. La. condicion_ de borde
~u.ron I.. .lni... nec-.ria. para i.padir 10. tre. movimiento
rlgidDs del el~to. No_ presentaron .adDS rlgido. _purio ••

La •• terior equi.val. a veri'ficar IDSautovalor_ d. la •• trlz
rigillez corresDDndi••.•te a un .l ••••.•to libr. [17].

Can .1 'fin de veri'ficar la con.i.tencia d. la formulacion,
corri_ .1 P'atch T_t. u.a- la _lla r.pre_ntada .n la Fig.2,
con .1 .-nor ~ de r•• tricciones externa. nece.ario para
supri.ir IDS 'e••..••.avi.ientD5 rlgidos del madelo. Para todos 10.
ca_ de carge r.pr ••••.•tadDs ••.• la Fig.2, IDSde.plaza",ieoto. y
ten5ianes Dbten1dD5 con .1 -adelo son ldentico. a 10. valore.
_llticDS.

E.tD5 resul~ nuM-ricDS confir •• n
ex•••••••••• en .1 AlJ*ndic. I de la Ref.[13].

1. El .'tqs rect:angulares en •• tGg planp de ten.iong baip
'flexiOn consl:4nw

En la Fig.3.a _tr..-oa un el..ento rectangula,. QMITC bajo
'flexUln c_t.nte. LD5clespl.z_i ••.•tos y ten.ione. que obtenetllDS
coincidBl can IDSv.lares ••• llticDS.

En la Fig.3.b _ c•••• r•• IDSr-..ltados que obten.-o. con el
el-.to CI'lITe contra IDS •• DbtenWIIDScon el BTD-4N para una
_II. de el-.tos ....-:tangul.,... baJo flelCioncon.tante. J1ientra.
•• .1 ~t.r I. ~laclOn I'h el STD-4N d. rW5Ultado.cada vez
••• ••••••_. .1 OI'IITCno ,....1ta .fectadD.
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2. Elwtjlen1j,osnte:1j,anoulACW'." UtAda plAna de m.1RO" bAJo
11exiOn VAriAble

En lA FiO.4 ca.pArA-a. la. resultAda. del QMITC can la. del
BTD-4N pAre une .Alle de el.-wnta. rwctanoularw. .a.wtid. A
flexiOn variable linealmwnte. ~a canverQencia del nueva el•••nta
el muchc ••• r.pida que la del .tandard.

3. Elwmentos di.tar,ipoAdg. en e.t_do plano de ttn'ione, biJg
flexiOn cpD,tan1j,e

Aunque para 1••• 11. de 1. Fig.5.a, tambi.n utilizada par Pien
y Sumihara [4], hay una buene correlaciOn entre la' re.ultado.
obtenido. can el Q"ITC y la, analitico•• 10. re,ultada, obtenido,
can la malla de la Fig.S.b no .on tan prOXimo. a 10. analiticos,
pero .on .iempre mwjare. que 10. obtenido, con el STD-4N.

"cNeal [12]
c:uadrilatera.
trapezoidalel.

demo.trO que
se deterioran

101 re.ultado. de 10. elemental
cuando se utili:an elementos

E. importante
wlemento hibrido
tensiones en el
.er mas inlen.ible

se~alar que Pian y Sumihara [4] pre.entaron un
con 4 modos incompatible. e interoolaciOn de
.istema de coordenada. naturales, que aparenta
a la di.tor.iOn de 105 elementos Que el Q"ITC.

4. Elemento. rectangulare, en e.tado plano de deformaciOn bajo
flexiOn cgnltante

En Ie Fig.6 camperamo. 101 re,ultadol obtenidol con el Q"ITC
con los obtenidos con el STD-4N, para do. mella. distinta•• amba.
con elementOI eo eltado plano de deformaciOn y bajo flexiOn
con.tante.

El elemento Q"ITC predice mejore. resultados Que el elemento
.tandard. siendo tambi.n mal insensible al aum.nto del
coeficiente de Poisson.

Taylor et al. [17] u.aron un test similar para anali:ar el
efecto del aumento del coeficiente de Poisson combinado con la
distorsiOn en el comportamiento de elementos.

~. Plac. c:ircularsimplemente apoyada bajg caraa central
coneentrada

En la Fig.7 maltramos una placa circular .implemente apoyada
(R/h • 100). bajo una carga concentrada lineal. modelada con
elementos axilsim.tricos.

El Q"ITC mU.ltra una convergencia mucho mas ~apida Que el
elemento standard.

Normelmente e. m.s dificil
elementos finitos, cuando .e
cargas mecanic.s [lB].

obtener bueno. re.ultados con
analizan cargas t*rmicas que bajo
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51 U•• IllO•
tem~r.tur.
interpolaciOn
deformacione.

el elemento 5TD-4N en problema. termoela.tico.. la
•e interpola con la. mi.ma. funcione. de

Que 10. de.plazamiento.. 5i u.alllo.el QMITC. la.
t.r.ica•• e interpolan con la. Ec•• (3).

En la Fig.S 1II0.tramo. un el.mento rectangular libre de
dilatar.e. Cuando 81 elemento e.t. bajo temperatura con.tante.
ambo. elemento.. el QMITC y el 5TD-4N. predicen 10.
despl.zallli~to. ~x.cto. y 1•• ten.ion•• ex.ct•• let - 0) porQue
ambo. ele~to •• atisfacen el Patch Te.t.

Pero cuando se
temperatura de 1•
•naUtica es Cl'Tt'p.r••ita., mientr.

les
forma
•• 0,

Que e1

imeon. una distribucion lineal de 1.e- a+ ~'J+C~, aun cuendo la solucion
el STD-4N predice grandes t.nsiones

QMITe de le .olucion exacta.

En la Fig.9 mostramos una vig. en voladizo bajo flexion
const.nte y compar.mos los resultados anallticos can los
proporcionados par el QMITC y el STD-4N, usando una Formulacion
Tot.l de L.grange.

En el pre.enta trabajo pre.ent.mo. un elemento cuadrilatero
bidimensional. ba.ado en la tecnica de interpol.cion mixta de
componentes t~.ori.le ••

El elemento no pre••nta modos rlgidos espurios y pasa el Patch
Test.

El nuevo elem.nto satisface los requerimiento. presentados en
la Introduccion. y aunque los resultados numericos demuestran que
no e. tan insen.ible alas di.torsione. de los elementos como e.
d. d••••r. McNeal [12] d.mostro que exi.te un limite .n 10 que
puede logr.rs. con el.m.nto. Que ti.n.n solo ocho "grad06 de
libert.d .xt.rno••••

Cre.mo. que
di.e"'o futuro
ca.cara [7].

••te .l.mento tambien constituye una bas. pera el
de interpolacion de deformacion.s en .l.mentos de
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