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RESUMEN

Se estudia el flujo de materiales almacenados en silos (tanto sean
cohesivos como friccionales), a fin de evaluar presiones ejercidas scbre
las paredes ca la estructura. Las ecuaciones constitutivas del material
almacenado se modelan como un fluido viscoolastico, en el que la
plasticidad esta gobernada por el criterio de Drucker-Prager. La
solucién se obtiene a traves de la analogia entre flujo viscoplastico u
elasticidad no lineal incompresible. Se discretizan las ecuaciones
mediante elemantos bidimensionasles y de simetria de revolucion. Se
aplica el modelo a la determinacion de presiones en silos verticales.

ABSTRACT

The flow of bulk materials stored in silos (either cohesive or
frictional materials) is studied in order to determine pressures on the
walls of the silo. The constitutive squations considered for the matarial
stored are modelled as a viscoplastic fluid, in which plasticity is
governad by the Drucker-Prager criterion. The solution is obtaired via
an analogy betwesn visco-plastic flow and non-linear incompressible
elasticity. The resulting equations are discretized by maans of a finite
elements in which nodal unknowns are velocities. Two-dimensional and axi-
symmetric elsments have besen implementad. The model is applied to the
evaluation of pressures in vertical silos.
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1. INTRODUCCION

Durante "01 vaciado de un silo el material que ha sidc previamente
comprimido en la tolva, en la etapa de llenado, comienza a fluir a traves del
orificio de salida desarrollindose sobrepresiones sobre las paredes que
varian segun la altura y cuycs maximos valores se ubican en la zona de
transicion tolva-cilindro {1]. Flujos en masa o canalizados pueden ocurrir,
& general para un mismo material ensilado dependiendo solo de las
condiciones geométricas del silo (anguloc de inclinacién de la tolva, tamafo
da la abertura de descarga, rugosidad de las paredes), donds toda la masa
desciends uniformemente en &l primer caso y, en cambio, unicamente fluye un
cilindro central mientras el resto permance en' reccso en al flujo
Canalizado. Consecuentamenta las presiones d;.rantc el vaciadc ejercidas
por el material a granel scbre las parecdes del sila dlnéndvtn
fundamentalmenta del tipc de flujo (2]-

Desde el afo 1895 en que Janssen [3] obtuvo una solucién anmalitica
cerrada para evaluar presiones estiticas de llenado en siles cilindricos
hasta nuestros dias, numercsas formulas han sido propuestas (4, 3, 6],
aungue la mayoria de éstas resuelven el problema durante el llenado con
Magor O menor precision. Segun esta forma tradicional de calculo, las
prasiones de diseflo que ocurren durante el vadiado pueden cbtererse
incremantando las presiones de llenads por ciertos coeficientes, cuyos

valores -propuestos por cada autor- han sido datarminados gereralmente en
forma excerimental (7, 8].-

Debemos destacar a Jenike (9), cuien en el afic 1961 abtuvo
informacién suficiente desarrollada entaramenta en forma experimental para
el disafio de plantas de almacenaje a partir de la tecria de ﬂu:o Por otra
parte y en conocimienta de los autores, sclo hay un trabajo que simula en
forma num‘rxca el procaso da descarga de un silo: fue publicado en 1964
por Haussler “at al” [10), el mismo analiza el transiterio antre el instante
de awtundchbocad!ducwauclprmaumodcmsdocwado
Con arena. Haussler “at al” han debido forzar las dimensicnes geomatricas
como asi tambien la forma de abertura para poner de manifiesto el fenomeno
buscado a tal punto que al silo analizade no tiene utilidad practica.-
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El presente trabajo, en cambio, permite analizar flujos masicos
numericamente en estados estacionarios durante el proceso cde descarga de
un silo.

2. MODELD DE FLUJO

2.4. Hipttasis fundamentales

Antas de comanzar con el desarrollo de las ecuacicnes constitutivas,
haremos una breve resefia de las tres hipétasis basicas adoptadas y aque dan
validez a la formulaciéon usada.

# Flujo Visco-Plastico. Entre otros, Jenike [91 ha obsarvado aue los
solidos a granel exhiben propiedades elasto-plasticas y viscosas similaras
al modelo de Binghan y presentan ademas puntos de fluencia inferior y
superior de la misma forma que un acero dulce. '

# Material Incompresible Duranta el Flujc. Sa muast~a en [11] que
para deaformacion plama y axisimétrica, el sngulc formado por sl vector tasa
de deformacion y el sje de tensionas cortantes graficadc en un campo (o.1)
es Dequefio, del orden de 1° a 2% por 1o tanto se 1o puede considerar nulo, 10
cual implica cque durante el flujc el sélidc puede ser asumido como
incompresible. )

% Regimen Estacionario. E1 flujo estacionario es obtenido en un
campo gravitatorio cuando la tasa del trabajo de las fuerzas externas es
" igual a la tasa del trabajo plastico. Si la hsa cel trabajo axterno resultara
menor, el sélido dmjaré de fluir y en cambio, fluiré con pulsaciones para
disipar la energia cuando la tasa exterma resulte suoerior a la tasa dal
trabajo plastico (11).

22Formulacién basica y relaciones constitutivas. Aspactes m'nlu

En un volumen aislado de fluido las tensiones internas definidas a
traves de o,; deban estar en sauilibrio con las fusrzas masicas b oue
inclujen las fusrzas inerciales correspondientas. Ademis, en las fuerzas
Mmsmmmﬁ'mmmwmmWn«md
de suoerfiole t; [121.
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donde L y G son operadores conocidos.

Usando relaciones variacionales w aplicando velocidades virtuales Su, se
Puede escribir la ecuacidn equivalente como

isz,.}c“.nalsu}u,.un* lm}t,ds @

En la axpresién anterior 8& define 1a velocidad de deformacion virtual.
8‘;‘; - Ltu,; ] l,"- =L u; ()]

En procascs con grandes velocidades de deformacién donde al material sigue
un comportamiento pléstico o visco-plastico, la componante elistica de
valocidad de deformacidn nund. despreciarse. Para tales problemas, la
relacién constitutiva aue define un flujo viscose no Nawtoniang
m.smlc.mwmmhmiulrimlcmmd-m
componantes [13).

U"-J.U. 8;‘,-4-2“8” 8[1 = {O1 t;f,. ()]
donde la tensién media (0 oresitn) o, sera
[- 3
v.:--s‘--n o

vuvueolwwummodnhuudndtfm.
La equacién (4) puede ser esorita alternativamenta como

L= 8 ®
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en la cual S;; son unicamente las componentes desviadoras de tension
(implica que f.-"" = 0).-

Para un material visco-plastico podemos escribir con algun grado de
generalidad la expresion de Perzyna [14]

Wav(s (8 o

2]

Que para el caso de fluio no asociado W adoptando una ley de tipo
exponancial para ¢

i:'f.'rur)'w% ®

7 representa ! parametro de fluidez que es una constante del material, y
F=Fo,)=0 9
reorasanta 1a superficie de fluencia plastica. En este trabajo se ha usado
la notacién
(F)=aF =i F20 7] (F)>=0 si F<O

Se puede observar claramente que ocuando 7 o oo la ecuacion (@ defire un
comportamiento de un material ideal perfectamente plastico -

23Criterio de Plasticidad

Los materiales a granel tienen un comportamiento similar a un sélido
rigido-plastico de Coulomb (9)

Comoarando las Fig. {. y 2. se oberva que debsria modificarse el
modelo de sdlido rigido-plastico de Coulomb de manera tal ous para valores
Pecuesfics de 0, la superficie de fluencia se desvie de la linea recta Por
otﬂomumfloudnﬂumoum.nmmmﬂnwo "E”, cuwa
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Rosicion degencda del grado da consclidacion del material y por ende su

densidad. Se puede observar por Ultimo, aue la posicién de la suoerficie de
fluencia no es constante. sinc funcién del grado de consolidacion -

TA TA

. N ¢ . .
Fig.1 Superticie de tluencia de Coulomb Fig.2 Supertficie de flvencia de un material
de un sélido. a granel.

En el presante trabajc no se introducen estas modificaciones Yy se
supone como primera aproximacidn una densidad constante del material en
todahman.Sdunnlnadunuhlwd.DRUCKERuPRAGEunammu'\a
buena momcxm;ulwumm.muvmummam
utilizacién, como asi también su generalidad de poder representar tants
materialas puramente friccionales como cohesivos. Esta ley de Drucker v
Prager se puede axpresar de la forma [15)

‘F838'U.+rz‘lz- k [§¥s)]
donde
’ 2 sin @ 6§ccosy
=TT Eanw k = e ®

el sngulo de friccion ¢ y la cohesién c son las constantes que definen cada
matarial ensilado. El1 segundo invariante del tensor desviador

J'.-&S.‘JSQ (1

m»mzamummmxmwvnwwa

G
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S,y=0, - § 8, %n 12

Derivanda la exprasion (10) con respecto a las tensionss cortantes

resmolazando en (3 para F2 0 y adoptando: n=i resulta

z.",,'-'r(aa'c.+:r',"'-k)§-3-}ms.-; U

2

igualando ahora los sagundos miembros de las expresiones (6) y (13
k= Siim N3a o+ 1. k) Bij )
25 i s

Simplificando esta Gltima omresion (14) y sacando comiun denominader
resulta:

ﬁ"'(‘*a-;"ﬁ'-'—;’&-] um

Definiendo el invariante dal vector velocidad de deformacion.
t.2 3¢, 16
se obtiene a partir de la igualdad (10
nt=u 2 un

Reemplazando finalmente este valor en (1%)

n-ba--s_--s-‘?l- ue
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Esta Gltima expresidn define la viscosidad eQuivalente de materiales que
fluyen sin cambios de wvolumen y representa un problema NO LINEAL.
Obsérvese que & depenca de la solucion ( T Oy ) W adviertase ademas la
generalidad de la misma, puesto que as posible representar tanto a un
problema puramente viscoso anulando el seQundo y tercer término, como asi

también un comportamianto puramente plastico haciendo 7 = o en el primer
término - )

Por otra parte es posible obtener una expresion identica a la
utilizada para sxtrusion de metales desarrollado por Ofiate (163, quién ha
adoptado una superficie plastica de Von Mises, anulando el Ultimo térming

3. MPLEMENTACION DEL MODELQ DE FLUIO
3.1. Analogia entre fluido viscoso y sélido eléstico incompresible

Comparando la relacién constitutiva (4 con la correspondients a un
solido elastico incomoresible, se cbserva que ambas axpresiones resultan
Mnmsinmhzanmhmchdlfoﬂucimmmw
deformaciones. Ademis, como la scuacidn de equilibrio de sélide es idéntica
alad.ﬁuidosvhoosos&uﬂoudm.oim los términos inercialas, es
posible concluir que las soluciones de solidos puaden ser identificadas
como soluciones de fluidos viscosos asumisndo Que los desolazamientos
obtenidos reoresentan velacidades on 8l flujo como asi también las
daformaciones (infinitecimales) como tasas de deformacion - '

En el contexto del presente trabajo. se ha limitadc la formulacion a
problemas bidimensionales de deformacién plana y axisimétricos.-

32. Incomoresibilidad via penalizacidn

La ley constitutiva 9 puade escribirse también, ssparandc las
componentas desviadoras y volumétricas de 1a forma

¢ = 20D%:DVgs ’ U9

A
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donde DSy DY son las matrices desviadoras y volumétricas -

Introduciendo esta Gltima expresion en la ecuacion (1) de velocidades
virtuales obtenemos

Jlsz,.}zuosi,.,m*-[szg DVos dO = JSu}b,-dn+ im}t,ds (20
! Q ]

La técnica de penalizacion ha sido utilizada en este trabajo para
satisfacer la condicion de incompresibilidad {171

i = &= %’ x0 w o {28)
donde a es un numero suficientamente grande (pardmatro de penalizacién) La
tension media (o presion) puede ser eliminada como incognita en la ecuacién

{20) y colocada en funcién de ¢, asi tenemos

132.,.} 2uD8E,; m+jsl;’{ Vel an = Isu} b, dn + lw} t,;d5 @
a

4. DISCRETIZACION EMPLEANDD EL MEF

4 .1 Formulacion discretizada

Especializando ahora la formulacion general de flujo al caso
axisimgtrico (o deformacion plana como caso particular), y adoptands por
conveniencia una formulacion matricial para tensiones y tasas de
deformacion definidas en coordenadas r-z (Fig. 3)

V’I(cn,vn."n'w”)

v’(‘wt‘n-ﬁn"“)
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Fig.3

Excresando las velocidades en la forma clisica de alamentcs finitos
an funcion de sus valores nodales

(v2)}

donde § es la matriz de velocidades de deformacidén y N las funciones de

forma para cada alemento. h'-roducimdo asta discretizacién en la ecuacion
(22) sa obtiene

[lg’zuD’anrdrdz¢¢l§70V§21rd-u1a-lﬂbz'xrdf‘dz-

-Ig}._zﬂ-ds-n )]

Notase aque en general esta Ultima ecuacidn es NO-LINEAL teniendo en
cuanta la expresion (18)

L =4 e

El sistema de scuaciones resultantes cusde ser ascrito en forma
matricial el cual resulta bandeado y simétrico de la forma '
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K@a-f-f=0 @n

donde la matriz de rigidez K (a) es la suma de las componentes desviadoras
W volumétricas

Ka) =¥, (@ + a Ky @8
donde

Ky @) = Jg"z.uo’gzarcrdz
n

29
Ky = 2¢L§"D"§ xrdrdz
fo= 2% lg“gra-dz
[ec:u)]
fs = 2n Ig’grds :
Las Ultimas expresiones representan los terminos de cargas
f-f. +" (<33

Fusde observarse que cuando el parametro de penalizacién a aumenta,
1a scuacitn (27) se reduce a

K a = ; o O 32
Esta Gltima es equivalente a exigir que la matriz K; sea singular. La

INTEGRACION REDUCIDA scbre la componente volumétrica ha sido utilizada en
este trabajo [12).-

Elsistmmunuldnmmmurmnwlmfmnrauvi
a partir de un valor de viscosidad inicial procuesto Ko ¥ por consiguisnte
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K = K Wy
donde al campo de velocidades se obtiene resolviendo el sistema
A" =Kol f @3
Y el proceso sa repite hasta alcanzar una convergencia prefijada ¢
(Usualmente ¢ = 0.0%). Es de destacar que el método de iteracion directo
converge generalmante en pocas iteracicnes, debido a las caracteristicas de

las condicicnes da contorne del problema. en las aue normalments se
prescriben las velocidades en una serie de puntos.-

4 2 Elamentos implementados

En el presente trabajo, elementos cuadriliteros de 8 hudos o
bicuadriticos de 9, pueden ser utilizados tanmto para el andlisis axisimétrico
Como para deformacion plana. Fig. 4.

Elemento Lagrangeano (9 rudos)
Etemento Serendipito (8 nudos)

Fig. 4. Elementos Bi-dimensionales Isoparamétricos Parabdlicos

En ambos elemantos, la integraciém numérica de la matriz de rigidez
(suma de la comporents desviadcra y volumeétrica), puade ser obterida en
forma Reducida ( 2x2 Gauss ) para las dos comoonantas o Selectiva ( 3x3 )
para la desviadora y ( 2x2 ) para la comgonente volumétrica.

3. RESULTADOS NUMERICOS

3.4 Flujo plano en una celda horizontal
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En este ejemplo se estudia el vaciado de una celda horizontal llena
con harina de trigo [1B). Las caracteristicas geométricas v mecinicas del
problema se muestran en la Fig. Sa. Para el andlisis se han utilizado 16
elementos Lagrangeanos de 9 nodos con Integracion Selectiva [16] y se ha
supuesto ademas, que el material no tiene rozamiento alguno com las paredes
de la celda. En 1a Fig. 5b se muestra el campo de velocidades obtenidas,
donde se puede observar la presencia de una zona muerta por efecto de la
singularidad de la tolva.-

5.2 Flujo axisimétrico en un silo vertical

Se ha analizado un problema con simetria de revolucién utilizando los
mismos datos del ejemplo anterior. Los resultados obtanidos se muestran en
la Fig. 6.a como asi también =) campo de velocidades resultante afinando la
malla de EF. en la Fig. 6b. Puede cbservarse sn este anilisis que la
velocidad de salida es aproximadamente cuatre veces magor que la de
entrada -

5.3 Flujo axisimétrico en un silo vertical con tolva conica

En este uUltimo mjemplo se analiza el flujo de vaciado de un silo
vertical mediante un anilisis axisimétrico, con tolva de descarga de forma
conica. La geometria como asi también las caracteristicas mecanicas del
probléma se muestran en la Fig. 7.a. Dado qua en el estado actual no es
posible tratar condiciones inclinadas de borde, se coloca una capa deigada
de eslementos con viscosidad cien veces menor en orden de magnitud
representando de esta manera rozamientos rulos entre el material ¥ la
pared del silo. Las velocidades obtenidas se grafican en la Fig. 7b y como
Puede cbservarse ha desaparecido 1a zona muerta del ejemplo anterior -

6. CONCLUSIONES

Las soluciones de problemas de Flujo plastice o visco-plistico en
estados estacionarios presentados an este trabajo, obviamente abren las
buertas 2 un vasto campo de aplicaciones. Procesos de vaciado de celdas
horizontales o silos verticales, como asi también estudios de movimiento de
sualo, en los que el material queda definido por las constantes: friccion
interna y cohesion, pusden ser abordados com la formulacién presentada;
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Fig.5.b CAMPO DE VELOCIDADES

celda horizontal

Angulo de friccion = 27°
Cohesién = 0.2 Kg/cm?
Paredes sin Friccién
Elementos bi-cuadriticos
Integracién Selectiva
Modalo: DEFORMACION PLANA
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Fig.7.b. CAMPO DE VELOCIDADES

ANALISIS AXISIMETRICO

24 Elanentos con 9 Nudos
Integracién Selectiva
Angulo de Friceisn = 27°
Cohesion = 0,42 Kg./cm?
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aungue aun son necesarios algunos refinamientos para la aplicacion
practica.

El primerc de ellos esta relacionado con la inclusion de efectos
friccionales en el contorno, a fin de hacer un estudio comparativo de
resultados obtenidos con otros métodos.

El segundo se refiere a la obtencién experimental del coheficiente
de viscosidad &, oue comc se mostré, depende de la tasa de deformacion y
por ende de la velocidad impuesta.

Finalmente se podria extander el presente trabajo al caso tri-
dimensional para solucionar problemas en entresilos, donde los meéetodos
tradicionales nc son aplicables.
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