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Be estudia el flujo de materiales almacenaclos en silos (unto sean

cohesivos como fricc:ionaln>, • fin de •••.•alur Dl"'8Sionn ejercid.s .obre

lu p.redes de 1. nt.ruct.l.r •. Las ecuaciones const.it.ut.ivu del m.t.erial

almacenado •• model.n como lI'l fluido viscoolUt.ico, en el QUe la

pluticidad est& gobrnada cx:r el crit.rio de Druckr-Pr.ger-. La

soluciOn se ClbU.... • t.r."", de la analCl91aentre flujo viscocl&sUco w

elast.icidad no lineal incxlnIcraible. Se discretizan lu ecuacionn

llMIdi.nte elementos b~onaln w de s!met.ria de revoluciOn. Se

aglica el modelo a la det.erminaciO"tde cruionttS en silos vrt.ie&1es.

The flow of bulk materials st.ored in sUos (eiUwr cohnive or

frictional mat..,-ials> is st.udi8d in ordr to det.1II"lIIineDl"eSIlUl"'Uon t.he

•••all. of the silo. The const.it.ut.ive llQUat.iansconsidered for the m.wrial

st.cr8d are modtIlled u • viscoDlast.ic fluid. in tonich elasticit.w is

govrned by t.he Druckr-Pragr crit.rion. The solutJ,on is Clbuined via

.n .nalow betIoIeen viSCO-glut.ic flOloi and non-line.,. incompr.ssible

el.st.icit.w. The result.inlil -auat.ians are discret.ized by _ans of • finit.e

el...,t.s in IOIhichnocIa1~ are velocit.in. TloIO-dimensianaland axi-

SWIMlI!t.ricelements have been ~. The model is acollacl to t.he

lValuaUan of ~IU'H in vrt.ical silos.



Durante el vaciado de un silo e1 matria1 QUe na side pr ••.••iam.nte

cO/llg/"'imidoen 1a to1va; an 1a etaca de Uenado. comienza a f1yif:. a trav" del

orilicio de salida deS&N"oUindose sobrllQrtlSionu sobre 1•• Darades QUe

varian lIIegUn1a altura .., CUI.IOSmUimos valor.. •• ubican en 1a zona de

transiciOn to1va-eUindro C1]. Flujos en lIl&Sll 0 canalizados DUadenOCUN'ir.

en 94tNl"'a1 DV'a un mismo material _ilade deoenc:tiendo solo de 1a.

Condiciones ~icu del silo (~ de inclinaciOn de 1a tolva. tamat'lo

de 1a abertura de descar-aa. rugosidad de 1.. DaredU>. donde toda 1a maN

duciende unifonnemente en el Drimer caso ••••en cambia. unicamenta ill•.••••un

cUindr'o central mientras el rata D•• manee en' recoso en el iIlUjo

canalizado. CCnsecuentemente 1as aresiones ci.rante el vaciade ejercida.

Der el material a ranel sobra lu DV'edes del sUo. daDenderin

tund&menta1mtlntedel tiDO de iIlujo [21.-

Dade el aI'Io 1~ en QUe lanssen [3] obtuvo una soluci6n anaUtica

c•• rada Dara evaluar aresionu utiticas de Uenade en silos cillndrico.

naN ~ cI1u. nurnrosa. fOrmulas han side Dr"OOUUtU [4. :I. 61
aunaue 1a maworia de uta. resuelven a1 JrQb1ema durante al Uenade con

mawor 0 menor crecisiOn. StI9-M'\uta fcrma tradicional de ~culo. 1a.

Dresiones de diseI'Io QUe OCUN'en durante e1 vaciado DUtIden obten ••••

incrementando 1a. cruione. de Uenado DOt' cirtos coeficientu. CU\IOS

valor.. ·DrODUestos DOl'"cada autor- ~ side determinados gen•• almenttl en

forma excer"ilMntal C7. 91.-

Debemos ~ a lenike [91. QUien en e1 aI'Io 1961 obtuvo

inFormaciOn suficiente desarroUada enteramente en forma exgerimanta1 Dara

al diset'lo de Dlantu de almacenaje a Dart1r de 1a t.eoria de flujo. Per otra

Darte ." en conocimiento de los lutoro. solo na.., un trabajo QUesimu1a en

forma nIJi'Mlricael eroeaso de duc&r9& de un silo: Fue Dublicado en 1994

DOl'"Hauss1.. "et. aln ClO]. el mismo analiza al transitorio ,entre el instant.

de llDrtur. de 1a boca de descarga w e1 Dr"imr segunc:tcde un sUo carvado

con arena. Hauldl.. net. al" Mandebido ferzar 1as dimwlsiones gtIGlNItrica.

como asi tambien 1a forma de abertura Dara Donr de man1fillSto al fenameno

buscado • Ql aunto QUIt 11 silo an&llzado no U•• ut.ilidad Dr"actica.-



El I)r"'esent.e t.r.b.jo, en cambio. pe,..mit.. analiz.", Ilujos IIItsico.

"umeI"'ic.ment.e en •• t.ados est.aClon.,..~ dur.nte ei Dl"'oceso de de.c.,..g. de

un .ilo.

Antes de COIlIWIZ.,..con el d••• ,..,.ollo de lu ecu.ciones con.t.iWt.iv •• ,

N"'emos una bI"'..... ,..enI'Ia de lu t.I"'•• hiDOt..sis basicu .dclDt.adu w QU. d.n

valldez • 1. fOl"'ll'U1.citlnusaea.

I Flujo Visco-Plutico. Ent,... otl"'os. ,.uk. [9] N ClbHl"'v.dclQUelos

s6lido. • ranti .xhiben Dl"'ClDied.du ei •• t.o-olut.icu w visco... .imil.,.. ••

al modelo de Bin9Nn w ~ .cama. DUnto. de fluenci. infriOl" W

.uPriOl'" de 1. Illisma fOl"maQUeun .cero dulc •.

I Mat.•.• i.l Inc~bl. Dul"'ant.e.1 Flujo. se muat.I"'. en [11] cui

D"". defcrmaeitln DlIIf'IaW axisim*t.I"'ioa, .1 .,.,10 for-mado DOl'"ei VlICt.oI'"t.a••

de defClr'lllaci6n W el •• de t.ensiones OCII"'t.antes••• ficado en un camao (IT•.,.)

•• DIIQUIII'lo.dill ClI"'dende 1" • ZO; DOl'"10 tanto •• 10 DUedeoorwidr.,.. nulo. 10,

oual imolioa QUe eu-.nt.e el flujo el .elida DUede ••• Ul.MIIido CCIIIO

11 lCClIlCll"' •• 1b1•.

I Regimen Estaciona,.io. E1 flujo •• t.acionario •• obt.Wlido en un

ca~ ••• vit..t.oI"'io cUando 1. t.an del t.,...b.jo de lu furzu ut.rnu ••

igual • la t.as. del t.l"'abaJoDlutico. Si 1. tu. dill t.r.b.jo uterno result.,...

1llenCI"'.ei .elida cs..;.,.., de fluir W en oanibio. fluir' con DUl•• ciones D.".

disiD." 1. ....,-,1. cuando 1. t.an utrna result.e •••• ior • 1a t.a.. del

t.r.bajo DluUco [113.

En un \/OlUlllen ais1aclo de fluido 1u t..wicltles int.emu del1nidu •

""1* dI "li dew! ut.II' In lCIUi1itrlo can 1u Iura.. IIlU!cu bJ• QUe

1ncluwen 1u f~zu inIIrolal.. oorr •• DOndientes. ~. en 1u I,*"zu
ut.rnu 1u ~ dIlben'est.r en tKIU1JJbrioCClft1M furzas DOl'"unidad

de SUDrf10Je to,; [12].



dCll'lCML w G san ooradorelr conocidos.

U~ relacion.. variacional.. w aolicando ytiacidldll virtual.. Su. ••

guade ucribir la ecuaciOn eQUival.-tt.. CCIIIlO

En eroeuos con 11""" vttloc1dac1u dII dllfcrmac~ ~ el mat.-ial sigue

un ~.,to DlUUco 0 viJlco..DlUUCo. 1. ~ elUt.ic& de

vttloc!dad dII defClr"lllaci«l DI.-de ~. Par. tal.. PI"Obl.mas. la

r.laciOn consutuUv. •• define .., flu.jo viKoso no ~

incomor.sibl.. guade ••• UIlr"Hada ., 1&Iorma Ew--ian. como ••••• dII cIoa

COllllXll•• Ita C13].

fT··
fT. • =:r • - D

w la viscas1dad 1& __ •• -eta de la ~ dII ~.

La IQUlCi~ (4) IMdI ••••••• U•• a1WnaU~ ClCllIIO



en 18 cual Si,; son unicament. 1a. COIl\DOr1ent..desviadoras de lensi6n

<i~lica QUe1••• 0>.-

Para un material visco-p1astico podemos escribir con a1gun grado de

generalidad 1a exoresiOn de Perzwna £14)

au. para 81 caso de f'lujo no ascciado W adogtando una 1..., de tiPO

eXl)On8f'lCia1para I

,.."...ant.a la lIUDerficie de f'luencia plutJ.oa. En est. trabajo s. ha usado

1&notaci6n

SIt ~ observar clarament. Qt.HIcuancto ., l:O< 00 1. .cuac.l6n (Si define un

COl11POI"tamientode un matria1 ideal oer-factamente plutico.-

Los matr.lales a !ll"'anel U..., un CClIIIClOf'tamienlosimilar a un sOlido
rigido-ol ••••ico da Coulomb [9]

eomoarandD 1•• Fi,. 1. \II 2.•• cbrYa QUI -..1. modificarsa al
~ de sOlido rigido-plUUco de Coulomb de manera tal 0Je para valOl"'e.

~ de fr, 1&•••• fici. de n...nc1a _ dlltlvie de la linea •.••cta.PtlI'"

cN-a l)artlt, 1&...-f1c1. da f1&WIcia trIlina en un ClUI"lto definido "E", euwa



Dosici~ decerlde al raclo a ecnsolid.c~ del lIl&t.'ial .., oar end. su

d.".idad. Se cuede observar oar tnt.imo.QUela QO.ici~ de 1&suarflci. d.

fluencia no •• ccnst.ant.e. sino funci~ del rado de con.ol1daci~.-

c;
Fig.1 ~icie. flu_a de Coulomb

d. un sOlido.
Fig. 2 Superlicie. t1uencia de un matetW

a IItanel.

En 111 Dl"'u."t,e u-abajo no •• in~Htu modi'icacianes w ••
SUClClneCOIIO llI"'imra aoroximaci~ ...,. ct.nsidad canst.an\e al lIl&t..-ial ..,

toada1&lIl&Sa.Sti ....,1.. .clem.. 1& 1.... a DAI.ICI<ER.., PRAClEAQUeoIrace una

bl.*l& ~ • 1& 1..., de CoulClllb, dada la vwQJa algetlraica de su

utUizac1~. como asf. t.amblen su .,ralldad a DOdr rlll:ll..."t,r u"t.o

lIl&t.'ial_ auralMnt.e Iriccicnal.. como CClhHivos. Est.a 1..., d. Druck.. w
Proa"" •• DUede lIXI:lC"'Hat' d. la 'arma [1:51

.1 An9Ulode 'ri~ " w la CClhHi~ c san 1•• consu"t. •• QUedefinW't Clade
lIl&t.rial ensUadcI. El M9Undo invariant.. al t.enIIor dUvi.dar



Si,; • (Ii; - § 6;; (I•••

DrivandQ la exortIsUln <1J» con ,....,.,t.o a as tMlsianes cCIt"'t.ant.a
~lazando en (8)gar-a F'~0 WadclPt.anclo,.1 r-.sult.a

-~ Si,;. 'TC3 ./ (I. + 1i1/1 - k)

SimDUficando est.a Olt.illla ~ (14) w ACanCIo COIIlU'\ denorninaclor-
r-.sult.a:

A. 'T (1 + 3.'&,
~

- -='br)12

\- · ~· -t . •~ I...



Est.a .:dt.ima Ul)/"UiOn define a viscosidad tlQUival~te eM llI&t.rial•• QUIt

flU\len sin CUlbios de vo1UllW\ !II ,.."..."t.ol un ElI"Ob1.,... NO LNAL..

O~ QUe fJ, depend8 de 1ll so1uciOn ( 't. fT. ) !II adYirt. •••• delMs 1.

9sneralidad de 1& misma. PUeSt.o QUe •• po.ib1. I"eQrnent.ar tanto • un

problema PUl"'am~te viscoso anulando el s.gundo !II t.ercer trmino. como asi

t.alN:li8nun comoort.amilll"lt.oPUrament.. DUstico haciendo ., • 00 ~ el grimltl'"

t.rmino.-

Per otra DVt.a •• gosible obtenr una. ex&:lMISiOnid.,Uca a 1a

ut.Uizada pra ext.rusiOn eM metal.. durroUado l:lClI'"OI'Iate [163. aui., ha

adoPt.oldo una SUQerlici. DlUUca de VeInI'1iAs. anulando el "ltima t.rmino

dtt 1a ~On <18>QUedeQelldII unicamente de a COIJlClOneI'Ite'riccion&l dill

llI&t.er1a1.-

CcmorIl'lCfo la relaciOn canst.ituUva (4) can la CO! rUElCll'lCti.-.te• un

solido elUt1co inc::omCIruibl.. •• abHrva ~ ambu UDMISicnes rMUlt.an

id*'lticu si •• reemolazan lu t.uu de defcrmacicna ~ (4) l:lClI'"

de#ormacicna. AdIImU. como 1. aeuaciOn de lIQU1lltrio de .Olido •• id*'lt.ica

•• 1. de f1uidos v~ cuando •• ducrecian lcs ~ 1tIerCial•••••

gosible cancluir QUe 1•• IIOlucicna de SOlidos DUeden ••• ~'icacl_

como solucicna de fluidos viscosos UUIII!~ QUe lcs duo1azami~.

obt.~idos r ••••••.• tan velocidadu ~ el '1ujo como _i tambi., l.s

deFormaciclnu (1nflinit.ecimalU> como t.uu de deIormac!On.-

En .1 cont.exto dill ~e trabajo ••• ha llmitado 1a lormulaciOn ••

problemas bidimensiona1 •• de deFClMlIaCiOnPlana !II axisimetricos.-

La 1.... COI'lStJ.t.ut.iva(4' CllMdIIucribiru Umbi.... HDarll'ldo 1••

~ dMviadar •• ,. valuNtric •• dela forma



Intl"Oduciendo esta ultima exgras10n en la lICU&c10n(1) de velocidades

virtuale. ~tentllllOl5

Jst;j 2/J. OS t;,;..n + J st;r OVa. dO •

n n

La tecnica de I)8nAlizaciOn ha sido utillzada en este trabaio para

satisfacer la cond1ciOn de inccImcJl•• ibllidad [17]

donde " •• un nUnero suf'icientem.lt.e 9I"ande eparMlet.ro de Denalizac1On) La

tensiOn llllIdia (0 presiOn) ouade ••.. lIliminada COlIlOincOgnit.a en la 8O\.'aciOn

(20) y colocada en funciOn de t;; asi tenemos

~alizando ahara la faraulaciOn general de fluio al cuo

axisim6t.rico (0 def'CIr'IIlaCliOnDIana oamo caso DVt.icuJM'). W adoDtando DOl"

convenilll"lCia una fClnllLl1aciOn matrioial para tMwiDr'lllS W t..... de

defClr'lllac1Ondttfinidu en ooordenadu r-z Fig. 3)



Excr•• ando 1.. velacid.... WIla 'Clr"lII&cluica de el••••.•tc. IirUt.o.
en 'uncil!lncI. SUI!v~ nodal_

clond. I ••1. m.t.riz de velocidadu de defCll"'l'llaC~•••~ ta. 'lIICion_ cI.
lorma g.,.. c.d. eltllllent.o.Introducienclo_t.a cu.oretJz.ci01 WI1. ecuacion
(22)•• obt.iene

NOt.... CIU.WIg•.•.,-al at.a "Uima IlCU&ciOn•• NC-UNEALt.eniendo en
cu.nt.a 1. UClr•• i6n (18)

El .1st.ern. de ecu.cicnes result.anton ~ •.,. uerit.o ., Icr-ma
mat.ricial el cu.l r..,lt.a bandIt.do •••SiNU'ico de la fortM



donde la mat.r-iz de I"'i~dez K (a) •• 1a lIUIlI& de Ie. comconen~. duviadol"'e.

W1I01U1dt.l"'icas

K1 <a). J~T 2JJ,OS i 2 1r I'" dI'" dz

n

Puede observ.,.... ca.- cuando e1 parAnwt.l"'Ode genaUzeciOn Ci' aument.a.

la .cuaciOn (27) •• reduca a

Esta (.l1t.ima •• tlQUiva1ente e ui~ ca.- le mat.l"'iz Ka H. singular. La

INTEGRAClONR£DUClDAsotre la COIIIDOI..,tAwlumMrica ~ side ut.ilizad& en.

est.. t.rabajo U2l.-

El lIi.t..na no 1inH1 de ecuac:iclr.- (27) H F'IISIAlve ., forma iter-aUv.

a partir de III va1cr de "Jacosidad iniciA1 ~ "0 W DQr"consitlUient.e



••• el groeeso •• recit.. nuta al~ar una conv~ia DMlfijada •.

(usualment.••.• 0.01>. Es de desUcar au. el met.odo de it.8raciOn dirllCt.o

conv•.. g. gtlnW'alment.. ." ~s it.racion... d.bido a lu caract..risticu d.
la. condicion.s de CQr'ltorno del Drob1••••a. 11M1&5 QUe 1'lOI"lIl&1IMnt..••

Drescriben 1a. velocidad •• ." una ••.. i. de guntos.-

En el cr •• ."t.. trabajo, el••••."t.o. cuadril.t.eros de S i'u:lo. 0

bicuadrUico. de 9, gulldlln ••.. ut.ilizados tant.o cara el an~ axisim*t.rico

comocara defermaciOn clana. Fig. 4.

En ambos e1em."t.os, 1a int..graciOn numrica de 1&matriz de "i~dez

<suma de 1. COll\ClOn."t..duviadcra •••vo1umet.rica>,cuede • .,. obt.eni.da 11M

forma Reducida ( 2x2 Oa.... ) car. 1.. do. comconllMt... 0 SelllCUva ( 3x3 )

ca,.. 1a dtlsviador •••• ( 2x2 ) car. 1. CC/I'lClClI'W'It..vol~trica.



En nt.a ejemCll0 se estudia el vaciado de una celda horizontal li_

eon ha,..ina de t,..igo t18]. Las ca,..acter1st.ioas geomet.l"'icas !II meetnicas del

ClI"'oblema•• lW.Ie5tI"'anen 1a FiCjl.5.a. P.,..a el an6li.is •• han uUlizado 16

.1emento. LaCjl/"'&nCjIeanosde 9 node. con lnt.e9r'aciOn 5elect.iva [16] !II sa ha

sUClUest.oademas. QUe el mat.el"'ial no .t.iene I"'OzamientoalCJUnOcon 1a. Q&l"'edu

de 1& celda. En la Fig. 5.b sa muest.l"'a el ~ de velocidades obt.enid •••

donde •• ClUed. obs.,..v&/",1. cresencia de una zona mUrt.a ClOI'"efecto de la

sin'lIula,..idad de 1. tolva.-

s. ha analizado un l)I"'Clbl.... con .illlet.l"'1ade I"'8VOlueiOnut.ilizando 105

mismos dato. del ejlllllC)10ant.al"'icr. Los NISUlt.ados obt.8nido. sa nuestran en

la Fig. 6.. como ui t.ambitn el Call1ClOd. velocidades result.ant.a afinando 1.

malla de EF. en 1a FiCjl. 6.b. Puede obser-va,.... en ate anW.is QUe 1a

velocidad de .alida u aQt"OlCimadanle cuat./"'O vecu mayO/'"QUe 1a de

ent.l"'ada.-

En •••.• t:at.imo ejemg10 sa analiza el flujo de vacado d. un .ilo

wr-t.ica1 mediant.a un aNlisis axisim6t.1"'ieo. con to1va de descaI"'9a de fOl"'ftl&

cOnica. La 9I!OlII8t.1"'1acomo asi t.ambi6n lu car-act.r1st.icas mecinicas del

Cll"'ob1ema•• lWeStran en 1a FiCjl.7 .•. Dado QU. en el ut.ado act.ual no u

ClOSible t.,..at.&/",condiciones inclinadas de boI"'cle.sa coloca una caga de1gada

de element.os con viscosidad cien "aces manor en orden de ma'll"it.ud

,..ec:resent.anclo d. ast.a rn&nera I"'Ozamient.os nulos en""" el mat.erial !II 1a

Cl8l"'8ddel silo. Las velocidadu obt.enidas •• Cjl/"'aficanen 1&Fig. 7.b !II como

QUede obslII"'V.,..seha deACl&,..ecido1a zona 1'M.IRI"'t.adel e.iemolo ant.ericr.-

La. soluciones de CII"Clblemud. Flujo CIlUt.ico 0 visco-Dlut.ieo en

ut.ados ut.acional"'ios Cl/"'eSent.acIo.en ut.a t.l"'atlajo. obv1ament.a abl"'en las

D\.W'tAl I unv.sto cameo de •• Ucaciones. P/"'OCUos de vaciado de celdu

horizont.al.. 0 .ilos ••••••t.i0&1... como a.1 t.ambitn utucI1aS de lIIOYimientode

sue1o. en los QUe el matrial QURdadelWdo ClOI'"laB canstAnt.u: f,..icc1On

int.ema w cohesiOn, I)URden ••• abor'dacIos con la fcnnulaciOn ew-esent.ada;
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aunQue &Un son naeeslll"'ios algunos rttfinamiW1t.os ca •.•a la aclieaciOn

DI"act.iea.

El Dl"im••..o d. e110s est.a relacionado con 1& inclusiOn de .fect.os

f,..iccionales en el cont.CIN1CI.a fin de haer un •••.udio comca•.•at.ivo d•

•.•esult.ados obt.enidos con ot.ros mtt.odos.

El H9IIldo se •.••fi ••.•• & 1&obt.enciOn excer.un.nt.al del coheFicient..

d. viscosidad ~. QUe como s. most.r6. deDende de 14 t.asa de defCll"lll&ciOnW

DCII"ende de 1&velocidad imDuest.a.

Finalment.e _ DOdria ext.encIr el cresente tr-abajo al easo t.•.•i-

eum.nsional ova soluciana... croblemu en entrellllos. donde los mtt.odos

t.•.•adicionales no son aDlicables.
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