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Se presenta en este trabajo un m!todo para analizar estructuras de
barras solicitadas por acciones din'micas, en donde se tiene en cuenta
la verdadera distribucian de los efectos din!micos extemos, las fuer-
zas de inercia y de amortiguamiento.

Esto permite una importante disminucion en la cantidad de elemen-
tos en que se discretiza la estructura, con el consiguiente ahorro de
esfuerzo computacional.

It is presented in this paper a method to analyse bars structures
acted by dynamic actions, where it is taken into account of the real
distribution of the external dynamic effects, the inertia and damping
forces.

This permit un illportant reduction in the number of elements in
which the structure is discretized, with the consequent economy of
computational effort.



En el an!lisis din~ico de estructuras de barras, resulta usual
considerar las ecuaciones completas del movimiento de cada elemento:{pI = [k] {v} + [m] {v} + [c] {v} - {pol , a partir de las cuales se
plantea el sistema de ecuaciones de la estructura, para finalmente cal-
cular las solicitaciones en extremes de elementos a partir de la ecua-
cion incompleta: {pI = [k] {v}.

Este procedimiento, que equivale de algUn modo, a concentrar fuer-
zas de origen din!mico en los nodos, da resultados aceptables solo a
partir de un cierto grade de refinamiento en la discretizaci6n.

En este trabajo se muestra la conveniencia de calcular solicita-
ciones en elementos a partir de la ecuaci6n completa. As! queda como
Qnica causa de error, debida a la discretizaci6n, la utilizaci5n de la
funci6n de forma aproximada, y resulta posible obtener resultados sa-
tisfactorios disminuyendo sustancialmente el n6mero de elementos, con
el consiguiente ahorro de esfuerzo computacional.

Finalmente se dan los lineamientos necesarios para adaptar la pro-
puesta al mftodo de analisis modal espectral, hacienda la reserva que
en este caso la discretizaci6n no deber! eliminar de la solucion la con
tribuci6n de modos de vibraci6n significativos.

En la fig.l se muestra la barra con condiciones de borde arbitra-
rias, sujeta a acciones din~icas transversales y axiales, y cuyas pro-
piedades son: tI(x): rigidez a flexi6n, EA(x): rigidez axial, m(x): ma-
sa por unidad de longitud, c(x): parametro de amortiguamiento extemo
con respecto a la velocidad de desplazamiento, y c : parametro de amor-
tiguamiento interno con respecto a la velocidad desdeformaci6n.

A partir de la fig.l(b),(c) se obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales de equilibrio en direcci6n transversal y axial [lJ :

a2 ( EI a2w c I a3w ) + m a2w aw (1)--+ -- + C - = Ptax:l ax2 s ax2 at at2 at

a EA ~ + a2u ) + a2u au (2)c A-- m -- + c - = p
ax ax s axat at2 at a

En estas expresiones no se han tenido en cuenta: el efecto de la
fuerza axial sobre la flexi6n transversal, las deformaciones por corte
ni la inercia rotacional de la secci6n.

La solucion de las ecuaciones (1) y (2), es decir w(x,t), u(x,t)
se obtiene adicionando la contribucion debida alas cargas actuantes
sobre la barra con extremes fijos y la contribucion debida a 105 des-
plazamientos de los extremes con la barra si'n carga.
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Fig. 1 Barra de p6rtieo plano: (a) ejes de referencia, propieda-
des y aeciones dinbticas; (b) fuerzas transversales sobre
un elemento difereneial; (e) fuerzas axfales sobre un ele
mento diferencial.

Fig. 2 Campode desplaumientos y grados de libertad en
nodoa extremos.



a) Contribuci6n debida alas cargas actuantes sobre la barra con
extremes fijos:

La soluci6n es obtenida aplicando el mAtodo de superposici6n modal
[1] ,[2},[3], para 10 cual es necesario resolver previamente el problema
de vibraciones libres no amortiguado asociado:

a"w m a2w--+---=0
ax" EI at2

Y(t)

,(x)

'1(0)-- sen wt + no) cos wtw
Al sen ax + A2 cos ax + A3 senh ax + A" cosh ax

donde: w: frecuencia angular de vibracion
w2 ma" = Er

Al, A2' A3, A,,: constantes que dependen de las'condiciones de
borde.

Para el caso de extremos fijos: w(O,t) = w'(O,t) = w(L,t) = w'(L,t) = 0
se obtiene la forma generica de los modos de vibracion

,(x) = Al [ sen ax - senh ax - C ( cos ax - cosh ax )]
C = sen aL - senh aL

cos aL - cosh aL

La solucion de la ecuacion (1) se expresa como combinacion lineal
de 10s modos de vibraci5n:

wo(x,t) = ~,(x) Y (t) (10)
n=l n n

reemplazando en ll) y aplicando propiedades ,de ortogonalidad resulta:
Pn(t)

Yn(t) + 2 tn w Y (t) + w2 Y (t) = -M----- (11)n n n n n



fL sen a L - senh anL )2M = .Z(x) mdx = m L ( n (12)
non cos a L - cosh a Ln n

P (t) = fL. (x) p(x.t) dx (13)
n n

0

t = aO a1 "'12
c(x) = m(x) (14)2j;j"" + -2- con aOn n = a1 ECs

Finalmente. para condiciones iniciales de reposo y p(x.t) = p(x) f(t).
resulta:

•
wo(x.t) = n~l.n(x)

Wn (t-t) sen IIl
D

(t-t) dt
n

La soluci6n se encontrarla procediendo de manera analoga a la ell-
pleada para cargas transversales. 5e obtiene uo(x,t), el cual no se ha
desarrollado en este trabajo.

b) Contribuci6n debida a los desplazamientos de 108 extremos con la
barra sin carga:

Para el campode desplazamientos se proponen las siguientes expre-
siones:

Las expresiones (16) y (17) corresponden a la soluci6n exacta para
acciones estaticas [1].[4], pero s6lo aproximadas para el problema di-
nWco. ya que no corresponden a la soluci6n de las ecuaciones homoge-
neas asociadas a (1) y (2).

c) Finalmente el campode desplazamientos. velocidades y acelera-
ciones se puede ellcribir:



W } = [N] {v} 't {
Wo (18 )u Uo

W } [N] {v} 't { Wo (19)Ii = liO
\.I } [N] {v } 't { 110 } (20)ij = t Uo

don de {\it} {v} 't {i} v • con v (t): aceleracion de los apoyosg g

Iy
( q (x,t)

2~~~ __x_
Pl~ i j ~P4

P3 P6

Pt(x,t) - m(x) w(x,t) - c(x) w(x,t)
Pa(x,t) - m(x) u(x,t) - c(x) Ii(x,t)

(21)
(22)

La condici6n de equilibrio es obtenida aplicando el principio de
los desplazamientos virtuales.

J\ 6d+ 't t{ 6d+ T
{ ~ }:r. = N 6dt. = } (23)

1 6dt.
0 0

d+ = W" dx 6d+ 6w" dx M EI w ••
d6= u' dx 6dt. 6u' dx N EA u'

Teniendo en cuenta que los esfuerzos internos M, N asociados a la
ellstica de la barra con extremes fijos aport an trabajo interno nulo,
debido a que es nulo el correspondiente trabajo externo, luego se obtie-
ne:

{ ~:: }T = {6v}T [B]T dx

{ : } = [DJ [BJ {v}

Ti = {6v}T f t[BjT[D] [B] dx J {v} {6v}T[k] {vi
o



Te ••fLpt(X,t) av dx + Pa(x,t) 6u dx
o

••{6v}T fL[H]T { ~t~::~~ } dX •• {6v}T {Poc}
o a

Te ••fL_m W 6w dx - m U 6u dx
o

••{6v}T r - f:rH]Tm [Hj dx ({v} + {i} vg> - f:[N]Tm { ~~ } dX]

••{6v}T [ - [.] {v} - [Ill] Ii} vg - {po1t ] (28)

, •• fL-c w aw dx - c U 6u dxe
0

T [ t T {v} - fL[N]Tc { ~~ t dx 1•• {6v} - [H] c [)I] dx
0 0

•• {6v}T [ - [c] {v} - {POD} J (29)

donde en general: _ [c] •.a [m] + S [k] ( 30)

Los vectores {POc}, {poIt, {POD}' que corresponden alas fuerzas e-
quivalentes sobre 108 nodos extremos de barra debido alas cargas actuan
tes sobre la barra, en lugar de evaluarlos COD las integrales indicadas-
en (27),(28),(29), en las que intervienen las funciones de forma aproxi-
madas [H], se calculan a partir de la solucian exaeta (10). Siendo:

Po •• Po ., 0
1 It

Pu •• EX l d
3
t(Ol Y (t)

2 na1 dx3 n



{p} = [k] {v} + [m] {v} + [c] {v} - {po} + [m] Ii} V (36)g

Las fuerzas {p} convenientemente rotadas y cambiadas de signo, se
ensamblan como acciones sobre nodos, que junto con las cargas directa-
mente aplicadas sobre ellos, forman el sistema de ecuaciones de equili
brio de la estructura. -

El sistema de ecuaciones de la estructura se resuelve para cada
instante de tiempo, utilizando algun metodo de integracion directa pa-
so a paso [5] (Newmark, Wilson-e, etc.), obteni6ndose los desplazamien
tos, velocidades y aceleraciones nodales. -

Luego se deben calcular los esfuerzos internos en extremos de ba-
rra {p} con la expresi6n completa (36), y la variacion de dichos es-
fuerzos a 10 largo de la baITa a partir de la configuracion de equili-
brio mostrada en la fig.3.

Se debe notar que el cAlculo de los esfuerzos finales en extremos
de baITa a partir de la expresi6n incompleta:

usualmente utilizada en la bibliograf1a [lJ ,[4], corresponde a la so-
luciOn de un problema con cargas equivalentes concentradas en 10s no-
dos, y en donde se obtienen resultados aceptables solo a partir de una
densa discretizacion, como se muestra en los siguientes ejemplos.

Se trata de una viga de 10m de luz, simplemente apoyada, solici-
tada por una aceleraci6n vertical en ambos 9POYoS v (t) = 0.02 (Sn)2
sen Sn t, ~ cuyas propiedades son: E : 3 10 KN/m2, Ag: 0.3m2,
I = 0.02Sm , t = 0.05. Se resolvi6 para cuatro discretizaciones dife-
rentes con integraci6n directa paso a paso con 6t = O.Olseg.

En la fig.4 se muestran los resultados para estado de r6gimen en
un instante de amplitud maxima, en donde se representan los valores
obtenidos con la soluci6n completa (36) y con la incompleta (37).

Aceptando 108 resultados de la discretizaci6n (a) como "exactos"
los cuales fueron verificados con soluci6n anal1tica [2}, se observa
claramente como a medida que disminuye el nUmero de elementos, la



soluei6n ineompleta se aparta de los valores "exaetos", hast a obtener
resul tados total_nte inaeeptables para los casos (e) y (d). Sin embar-
go la soluei6n eompleta (36) mantiene los resultados casi exaetos, no-
t4ndose reeiAn una difereneia de 6\ para la diseretizaeion (d) de un
s6lo elemento, debido a la aproximaei6n en la soluei&! de la bomogAnea
(16).
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Fig. 4 Resultados de momentofleetor y esfuerzo de corte
para las cuatro diseretizaciones del ej.1



Es un portico solicitado per una aceleracion vertical en los apo-
yos v (t) : 0.25g sen lOOt, cuyas dimensione~ y caractertsticas se
muestrin en la fig.5, conjuntamente con los resultados de momentos flec
tores obtenidos para cuatro discretizaciones con la solucion completa -
(36) e incompleta (37).

En dichos resultados se observa nuevamente que a medida que dismi-
nuye la cantidad de elementos, la solucion incompleta se hace inacepta-
ble. Con la solucion completa, hasta el caso (c) los valores son muy a-
proximados, advirti~ndose diferencias significativas, del orden del 23\
para el caso (d).

Variando el grade de empotramiento de la viga, mediante la rigidi-
zacian 0 flexibilizacion de las columnas, y variando la frecuencia de
la excitacion, acercindola y alejindola de la frecuencia fundamental de
vibracion vertical se observa que: cuanto mas cerca est~ la viga del ca
so simplemente apoyado y la excitaci6n alejada de la frecuencia propia~
el polinomio cUbico (16) aproxima mejor a 18 soluci6n correcta y se pue
de discretizar la viga con un solo elemento. Cuando la viga esta mls em
petrada en las columnas y la frecuencia de excitacion se acerca a la -
frecuencia propia, se toma imprescindible colocar un node intermedio,
obteni6ndose entonces diferencias de solo el 4\.

El misme portico del ejemplo N°2 es ahora solicitado por una carga
vertical uniformemente distribuida sobre la viga Pt(x,t):30KN/m senl00t

Se resuelve la estructura con una densa discretizacion en la viga
y cargas concentradas en los nodos come se indica en la fig.6(a) apli-
cando en este- caso la solucion con la expresion incompleta (37), la que
se adopta como "exacta" para comparar con los resultados de las discre-
tizaciones (b) y (c) de la fig.6 obtenidos con solucion completa.

En la evaluacion de {pot segUn (32),(33) para las discretizaciones
(b) y (c), se utilizo una integraci6n num6rica para Y (t) [1] (integral
de Duhamel correspondiente a 1a ecuacian (11», con uR paso de tiempo
del orden de 1/10 Tn' siendo Tn el pertodo mas bajo de lon modos ~n(x)
que c01aboran en la respuesta wo(x,t). £1 numero de modos depende del
tipo de carga, y este paso de tiempo es necesario para obtener una in-
tegracian num6rica precisa. Sin embargo el 6t para la integraci6n direc
ta de las ecuaciones de movimiento de la estructura mantiene sus res- -
tricciones usuales [5], siendo independiente y en general significati-
vamente mas grande que el necesario para evaluar {po}.

Se nota nuevamente el gran ahorro en la discretizaci6n, al utili-
zar la expresi6n (36) para evaluar los esfuerzos en extremes de barra.
Ademas como en este caso la contribucian en la respuesta de las cargas
actuantes sobre la barra con extremes fijos ~s significativa,y dicha
contribuci6n se obtiene con la verdadera soluci6n (10), los resultados

de 1a discretizacion con un s6lo elemento en la viga son muy aproxi-
mados, disminuyendo la importancia del error en la aproximaci6n (16).
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Fig. 6 Caracter1sticas y resultados de memento flector

y corte para el portico del ej. 3, en un instan-
te de amplitud maxima.

La evaluaciem de los esfuerzos internos a traws de la solucion
completa (36), que significa tener en cuenta la verdadera distribucion
de todas las acciones que actuan sobre la barra, penni te reducir con-
siderablemente la cantidad de elementos en la discretizaciem, con res-
peeto a los que ser1an necesarios en caso de emplear la expresion (37)

La contribuci6n en la respuesta debida alas cargas externas ac-
tuantes sobre la barra con extremes fijos se calcula con la verdadera
solucion (10), mientras que la contribuci6n debida a 10s desplazamien-
tos de nodos se evalua con 10s polinomios aproximados (16),(17). Debi-
do a esta aproximaci6nt en aquellos elementos donde se geneNn fuerzas
inerciales importante5 debido a 105 desplazamientos de nodo5, es decir
cuando 105 vectores [m] {v} , [m]{i}' sean significativos en elg



cilculo de ip} (36), es necesario colocar por 10 menos un node interme-
dio. En caso contrario es posible discretizar la estructura con un solo
elemento por barra.

Cuandose utiHza la denica de an!lisis DIOdalespectral en un pro-
blema siSllli.co, surge el inconveniente al querer emplear ls soluci6n com-
pleta (36), que no se dispone de la historia de desplazamientos, veloci-
dades y aceleraciones.

Sin embargo, despreciando drminos debido al amortiguamiento, y 00-
servando que 108 desplazamientos m!ximosson contempor!neos con las ace-
leraciones maximasabsolutas, las cuales a su vez pueden aproximarse a
las seudoaceleraciones maxuaas [oJ, a partir de (36) las acciones de ex-
tremo de barra para un modon-himo resul tan:

donde {D}m&, : vector de 10s desplazamientos espectrales correspon-
n x diente al modon-6simo.
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