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RESUMEN

Se presenta en este trabajo un método para analizar estructuras de
barras solicitadas por acciones dinfmicas, en donde se tiene en cuenta
la verdadera distribucidn de los efectos dinfmicos extermos, las fuer-
zas de inercia y de amortiguamiento.

Esto permite una importante disminucidén en la cantidad de elemen-
tos en que se discretiza la estructura, con el consiguiente ahorro de
esfuerzo computacional.

ABSTRACT

It is presented in this paper a method to analyse bars structures
acted by dynamic actions, where it is taken into account of the real
distribution of the external dynamic effects, the inertia and damping
‘forces.

This permit un important reduction in the number of elements in
which the structure is discretized, with the consequent economy of
computational effort.
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INTRODUCCION

En el andlisis dinSmico de estructuras de barras, resulta usual
considerar las ecuaciones completas del movimiento de cada elemento:
{p} = [x] {v} + [m] {4} + [c] {¥} - {Po} , a partir de las cuales se
plantea el sistema de ecuaciones de la estructura, para finalmente cal-
cular las solicitaciones en extremos de elementos a partir de la ecua-
cién incompleta: {P} = {x] {v}.

Este procedimiento, que equivale de alglin modo, a concentrar fuer-
zas de origen dinfmico en los nodos, da resultados aceptables sdlo a
partir de un cierto grado de refinamiento en la discretizacién.

En este trabajo se muestra la conveniencia de calcular solicita-
ciones en elementos a partir de la ecuacién completa. Asf queda como
finica causa de error, debida a la discretizacidn, la utilizaci®n de la
funcifn de forma aproximada, y resulta posible obtener resultados sa-
tisfactorios disminuyendo sustancialmente el nfimero de elementos, con
el consiguiente ahorro de esfuerzo computacional.

Finalmente se dan los lineamientos necesarios para adaptar la pro-
puesta al mftodo de anilisis modal espectral, haciendo la reserva que
en este caso la discretizacidén no deberi eliminar de la solucidn la con
tribucidn de modos de vibracién significativos.

ECUACIONES DE MOVIMIENTO

En la fig.1 se muestra la barra con condiciones de borde arbitra-
rias, sujeta a acciones din&micas transversales y axiales, y cuyas pro-
piedades son: EI(x): rigidez a flexidn, EA(x): rigidez axial, m(x): ma-
sa por unidad de longitud, c(x): pardmetro de amortiguamiento externo
con respecto a la velocidad de desplazamiento, y gt parametro de amor-
tiguamiento interno con respecto a la velocidad de“deformacién.

A partir de la fig.1(b),(c) se obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales de equilibrio en direccién transversal y axial [1

2 2 3 2
2 (er i, 2 yem i, oML, (1)
Ixt ax2 ax2at at? 3t
2 2
—a(EAa—"5+csA3—u—)+m3—“+ca—“=p (2)
ax ax axdt at? 3t a

En estas expresiones no se han tenido en cuenta: el efecto de la
fuerza axial sobre la flexifn transversal, las deformaciones por corte
ni la inercia rotacional de la secciénm.

La solucidén de las ecuaciones (1) y (2), es decir w(x,t), u(x,t)
se obtiene adicionando la contribucidn debida a las cargas actuantes
sobre la barra con extremos fijos y la contribucidn debida a los des-
plazamientos de los extremos con la barra sin carga.
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Fig. 1 Barra de pbrtico plano: (a) ejes de referencia, propieda-
des y acciones din&micas; (b) fuerzas transversales scbre
un elemento diferencial; (c) fuerzas axiales sobre un ele
mento diferencial.

DESPLAZAMIENTOS
ly
'vz(t) wix,t) 1 vs(t)
vi(t) ulx,t) vo(t) x
I 3 e
va(t) l L l' vg(t)

Fig. 2 Campo de desplazamientos y grados de libertad en
nodos extremos.
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a) Contribucién debida a las cargas actuantes sobre la barra con
extremos fijos:

a-1 Cargas transversales a la barra:

_La solucidn es obtenida aplicando el método de superposicidn modal
[1],{2],[8], para lo cual es necesario resolver previamente el problema
de vibraciones libres no amortiguade asociado:

4 2,
3w, . m3w _ (3)
ax" EI at?

Solucibn por separacién de variables

wix,t) = ¢(x) Y(t) (u)
resulta:

Y(t) = ?io) sen wt + Y(0) cos wt (5)

¢(x) = A) sen ax + Ay cos ax + A3 sénh ax + A, cosh ax (6)

donde: w: frecuencia angular de vibracidn

y w? m

S5 n

Ay, Az, A3, A4: constantes que dependen de las' condiciones de
borde.

Para el caso de extremos fijos: w(0,t) = w'(0,t) = w(L,t) = w'(L,t) = 0
se obtiene la forma gendrica de los modos de vibracidn
#(x) = Ay [ sen ax - senh ax - C ( cos ax - cosh ax )] (8)

sen al - senh alL
con C =

¢cos al. - cosh aL
y la ecuacidn de frecuencias
cos alL * cosh aL = 1 (9)
de donde aL = 4.7300 ; 7.8532 ; 10.9956 ; 14,1372 ; etc.

E

La solucidn de la ecuacidn (1) se expresa como combinacidn lineal
de los modos de vibracidn:

o«
wolx,t) = ] ¢ () Y_(¢) (10)
n=1
reemplazando en (1) y aplicando propiedades de ortogonalidad resulta:
P (t)
- . 2 . .n
Y (0 + 26 w, Yn(t) +wo Y () N (11)

donde:
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L sen anL - senh al 2
H=I¢2(x)ndx=mla( ) (12)
n o ° cos a_ L - cosh a L
n n
L
Pn(t) = f Qn(x) p{x,t) dx (13)
0
ag ai wn
N con c(x) = ag m(x) (14)
n c = a E

Finalmente, para condiciones iniciales de reposo y p(x,t) = p{x) f£(t),
resulta:

L
f On(x) p(x) dx

0
wolx,t) = | ¢ (x) .
n=1 Hn mD
n
t
. ! £(r) ¢ %n ¥y (t-1) sen w) (t-1) dr (15)
0 n

a-2 Cargas axiales a la barra :

La solucidn se encontraria procediendo de manera anfloga a la em-
pleada para cargas transversales. Se obtiene up{x,t), el cual no se ha
desarrollado en este trabajo.

b) Contribucitn debida a los desplazamientos de los extremos con la
barra sin carga:

Para el campo de desplazamientos se proponen las siguientes expre-
siones:

3 2 3
wix,t) =(2%--3-’2‘—+1 ) vz(t)+(-"-2--2—"i+x)v3(t)+
L L L L
3 2 3 2
+(-93‘-+3"T)v5m+("—2-3‘—)v5<t) (16)
L L L L
ulx,t) = (1 —%)vx(t) +§v..(t) a7

Las expresiones (16) y (17) corresponden a la solucifn exacta para
"acciones estiticas [1],[“] » pero sblo aproximadas para el problema di-
némico, ya que no corresponden a la solucibn de las ecuaciones homogé -
neas asociadas a (1) y (2).

¢) Finalmente el campo de desplazamientos, velocidades y acelera-
ciones se puede escribir:
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(51D (e {¥0) (18)
(5)= D) feh e o) (19)
fgh= [ {vde (g2} (20)

donde {vt} = {9} + {i} ﬁg , con Gg(t): aceleracidn de los apoyos
EQUILIBRIO

( q.(%,t)
Py i 3j Py

P3 Pg

Fig. 3 Acciones sobre la barra

En la fig.3 se tiene:

qt(x,t)

qa(x,t)

P (x,1) = m(x) #(x,t) - c(x) wix,t) (21)
pa(x,t) - m{x) G(x,t) - c{x) ulx,t) (22)

"

La condicibn de equilibrio es obtenida aplicando el principio de
los desplazamientos virtuales.

a) Trabajo virtual interno

L L T
- . 5d¢ M
Ti-fM6d¢+N6dA-I{5dA}{N} (23)
0 0
d¢ = w" dx §d¢ = éw" dx , M = EI w"
da = u' dx 8dA = u' dx , N = EA u'

Teniendo en cuenta que los esfuerzos internos M, N asociados a la
eldstica de la barra con extremos fijos aportan trabajo interno nulo,
debido a que es nulo el correspondiente trabajo externo, luego se obtie-
ne:

3o 17 = {su}” [8)7 ax (24)
(%)= (o] (o) v} e

7 os (i [ [T (8] ex | o) - {edT (26)
0
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b) Trabajo virtual extermo
b-1 Cargas dinSmicas

L
Te = fopt(x,t) 8w dx + p (x,t) Su dx

- o j:mT (28 ) e = fol” oo 27)

b-2 Fuerzas de inercia

T =fL-mﬁ6udx-m\'iGudx
) o L L
= {ev]T | - Ta (N} ax ({5} + {1} ¥) - T { %0} ax
(ot [ - [ 101" 0 ax cl5) < ts} 0 - [ (o) o
= {ovl” [ - [a] {5} - (n] {3} 5, - {Po} ] (28)

b-3 Fuerzas de amortiguamiento

Te= IL—cﬁcudx—cﬁGde
0
=vT-LTc xi-LTc?ox
(onf” [ - [ 0% ] @x f61 - [ 0% (0 ) o |
= {sv}” [ - [e] {9} - {poy} ] (29)
donde en general: [c] =a [m] + 8 [X] (30)

b-4 Fuerzas en extremos de barra
T, = {sv}T {p} (31)

Los vectores {ch}, {P°I}’ {P°D}’ que corresponden a las fuerzas e-

quivalentes sobre los nodos extremos de barra debido a las cargas actuan
tes sobre la barra, en lugar de evaluarlos com las integrales indicadas

en (27),(28),(29), en las que intervienen las funciones de forma aproxi-
madas [N], se calculan a partir de la solucitm exacta (10). Siendo:

{Po} = {Po_} - {Po;} - {Poy} (32)
y teniendo en cuenta sflo cargas transversales a la barra,ser§:

Po, =Py =0
0, 7 70,

3
p, =1 | L8Oy (4y (33)
2 ns1  dxd n

etc.
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¢) El principio de los desplazamientos virtuales:

T, = T (3u4)
resulta:
{sv}T(x] {v} = t8v}™{po} - {ov}"[m] {3} - {ov}T[m] {1} v
- {sv)Tle] {9} + {ov} (e} (35)

y por ser el vector {6v} arbitrario, se obtiene:
{p} = (k] {v} + [n] {5} + [c] {9} - {Po} + [m] {1} ¥, (36)

Las fuerzas {P} convenientemente rotadas y cambiadas de signo, se
ensamblan como acciones sobre nodos, que junto con las cargas directa-
mente aplicadas sobre ellos, forman el sistema de ecuaciones de equili
brio de la estructura.

ESFUERZ0OS INTERNOS FINALES

El sistema de ecuaciones de la estructura se resuelve para cada
instante de tiempo, utilizando algln método de integracidn directa pa-
so a paso [5] (Newmark, Wilson-0, etc.), obteniéndose los desplazamien
tos, velocidades y aceleraciones nodales.

Luego se deben calcular los esfuerzos internos en extremos de ba-
rra {P} con la expresién completa (36), y la variacidn de dichos es-
fuerzos a lo largo de la barra a partir de la configuracidn de equili-
brio mostrada en la fig.3.

Se debe notar que el cllculo de los esfuerzos finales en extremos
de barra a partir de la expresidn incompleta:

{r} = (x] (v} , (37)

usualmente utilizada en la bibliograffa [1],[u], corresponde a la so-

lucidn de un problema con cargas equivalentes concentradas en los no-

dos, y en donde se obtienen resultados aceptables sdlo a partir de una
densa discretizacién, como se muestra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS
Ejemplo N°1:

Se trata de una viga de 10m de luz, simplemente apoyada, solici-
tada por una aceleracibn vertical en ambos gpoyos ¥ (t) = 0,02 (5n)2
sen 5% t, y cuyas propiedades son: E = 3 10'XN/m?, AB= 0.3m?,
I=0.025m", £ = 0.05. Se resolvid para cuatro discretizaciones dife-
rentes con integracifn directa paso a paso con At = 0.01iseg.

En la fig.4 se muestran los resultados para estado de régimen en
un instante de amplitud mixima, en donde se representan los valores
obtenidos con la solucifn completa (36) y con la incompleta (37).

Aceptando los resultados de la discretizacidn (a) como "exactos"
los cuales fueron verificados con solucibén analitica [2], se observa
claramente como a medida que disminuye el niimero de elementos, la
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solucién incompleta se aparta de los valores "exactos", hasta obtener
resultados totalmente inaceptables para los casos (e¢) y (d). Sin embar-
go la solucibn completa (36) mantiene los resultados casi exactos, no-
téndose recifn una diferencia de 6% para la discretizacién (d) de un

slo elemento, debido a la aproximacién en la solucidm de la homogénea
(16).

o, 7.9 -y -3
‘12345678903,,&“) 1 2 :K 4 51.09“,
XK ;
(M) |_incomp. «— comp. @g NCOMp. ——fm cOMp.
H m,.rl”%/ el
#o g -
| Brs !
@ ','/ﬂ/rﬁ @ l//?/ﬁ
(=]
il el
- M. KNm
(a) Q: KN (b)
! fgtn } Jign
® i O] [ —
© NCOMP.  «—d—e COMP. NCOMP.  «—y—= COMP.
&

6177

718

L

(c) (d)

1247 @
4
®
23

Fig. 4 Resultados de momento flector y esfuerzo de corte
para las cuatro discretizaciones del ej.1
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Ejemplo N°2:

Es un pdrtico solicitado por una aceleracidn vertical en los apo-
yos ¥ _(t) = 0.25g sen 100t , cuyas dimensiones y caracteristicas se
mestrin en la fig.5, conjuntamente con los resultados de momentos flec
tores obtenidos para cuatro discretizaciones con la solucidn completa ~
(36) e incompleta (37).

En dichos resultados se observa nuevamente que a medida que dismi-
nuye la cantidad de elementos, la solucidn incompleta se hace inacepta-
ble. Con la solucifn completa, hasta el caso (c) los valores son muy a-
proximados, advirtiéndose diferencias significativas, del orden del 23%
para el caso (d).

Variando el grado de empotramiento de la viga, mediante la rigidi-
zacifn o flexibilizaci®dn de las columnas, y variando la frecuencia de
la excitacidn, acercdndola y alejéndola de la frecuencia fundamental de
vibracidn vertical se observa que: cuanto mis cerca esté la viga del ca
so simplemente apoyado y la excitacidn alejada de la frecuencia propia,
el polinomio cbico (16) aproxima mejor a la solucién correcta y se pue
de discretizar la viga con un sdlo elemento. Cuando la viga esti mis em
potrada en las columnas y la frecuencia de excitacidn se acerca a la
frecuencia propia, se torna imprescindible colocar un nodo intermedio,
obteniéndose entonces diferencias de s8lo el u%.

Ejemplo N°3:

El mismo pbrtico del ejemplo N°2 es ahora solicitado por una carga
vertical uniformemente distribuida sobre la viga pt(x,t)=30KN/m sen100t

Se resuelve la estructura con una densa discretizacidn en la viga
y cargas concentradas en los nodos como se indica en la fig.6(a) apli-
cando en este caso la solucidn con la expresidn incompleta (37), la que
se adopta como "exacta" para comparar con los resultados de las discre-
- tizaciones (b) y (c) de la fig.6 obtenidos con solucidn completa.

En la evaluacidn de {Pg} seglin (32),(33) para las discretizaciones
(b) y (c), se utilizd una integracién numérica para Y _(t) [1] (integral
de Duhamel correspondiente a la ecuacidn (11)), con un paso de tiempo
del orden de 1/10 T _, siendo T el perfodo m&s bajo de lon modos ¢ (x)
que colaboran en la respuesta wp(x,t). El nfinero de modos depende’del
tipo de carga, y este paso de tiempo es necesario para obtener una in-
tegracidn numérica precisa. Sin embargo el At para la integracién direc
ta de las ecuaciones de movimiento de la estructura mantiene sus res-
tricciones usuales [5], siendo independiente y en general significati-
vamente ms grande que el necesario para evaluar {Po}.

Se nota nuevamente el gran ahorro en la discretizacidn, al utili-
2ar la expresidn (36) para evaluar los esfuerzos en extremos de barra.
Adem8s como en este caso la contribuci®dn en la respuesta de las cargas
actuantes sobre la barra con extremos fijos es significativa,y dicha
contribucifn se obtiene con la verdadera solucidn (10), los resultados

de la discretizacidn con un sblo elemento en la viga son muy aproxi-
mados, disminuyendo la importancia del error en la aproximacidn (16).
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Fig. § Caracterfsticas y resultados de momento flector
para el pértico del ej.2, en un instante de am-
plitud méxima.
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Fig. 6 Caracteristicas y resultados de momento flector
y corte para el pdrtico del ej.3, en un instan-
te de amplitud méxima.

CONCLUSIONES

La evaluacidn de los esfuerzos internos a través de la solucién
completa (36), que significa tener en cuenta la verdadera distribucién
de todas las acciones que actfian scbre la barra, permite reducir con-
siderablemente la cantidad de elementos en la discretizacidn, con res-
pecto a los que serian necesarios en caso de emplear la expresién (37)

La contribucifn en la respuesta debida 2 las cargas externas ac-
tuantes sobre la barra con extremos fijos se calcula con la verdadera
solucidn (10), mientras que la contribucién debida a los desplazamien-
tos de nodos se evalQla con los polinomios aproximados (16),(17). Debi-
do a esta aproximacién, en aquellos elementos donde se generen fuerzas
inerciales importantes debido a los desplazamientos de nodos, es decir
cuando los vectores [m) {#} , [m] {i} Vg sean significativos en el




cdlculo de {P} (36), es necesario colocar por lo menos un nodo interme-
dio. En caso contrario es posible discretizar la estructura con un sdlo
elemento por barra.

APLICACION EN ANALISIS MODAL ESPECTRAL

Cuando se utiliza la técnica de andlisis modal espectral en un pro-
blema sismico, surge el inconveniente al querer emplear la solucién com-
pleta (36), que no se dispone de la historia de desplazamientos, veloci-
dades y aceleraciones.

Sin embargo, despreciando términos debido al amortiguamiento, y ob-
servando que los desplazamientos miximos son contemporineos con las ace-
leraciones méximas absolutas, las cuales a su vez pueden aproximarse a
las seudoaceleraciones maximas [6], a partir de (36) las acciones de ex-
tremo de barra para un modo n-&simo resultan:

{p} = [ {0} g, + [m) 82 {0} 4, (38)

donde {Dn}néx : vector de los desplazamientos espectrales correspon-
diente al modo n-&simo.
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