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RESUMEN

Se describe un método de elementos finitos basado en voltmenes de
control (CVFEM) orientado a la resolucién de la ecuacién general de
difusion-adveccién. Se propone una nueva funcion interpolante. Se
analizan algqunas dificultades encontradas al tratar el teérmino
temporal segon una propuesta anterior de otro autor. Se propone e
implementa una nueva forma de tratar este término.

Se obtienen resultados numéricos de algqunos problemas de
difusién~adveccién y se los compara con soluciones obtenidas con la
propuesta temporal anterior o con soluciones analiticas. Se concluye
que la nueva forma de tratar el término temporal elimina todos los
problemas que presentaba la anterior, y ademas produce muy buenos
resultados al compararlos con soluciones analiticas.

ABSTRACT

A control volume based finite element method (CVFEM) for the
solution of the general advection—diffusion equation is described. A
new interpolating function to treat the stationary equation is
proposed . A new transient scheme is proposed and implemented. This
scheme overcomes difficulties found in earlier approaches.

Some numerical results are obtained for several problems. They
are compared against earlier or analytical solutions. The new
transient scheme eliminates completely the difficulties found with the
earlier one. In all cases the results obtained are found to be in
good agreement with the analytical solutions.




INTRODUCCION |

, Los métodos basados en voltmenes de control para la resolucion de
‘problemas de fluidos y transferencia de calor tienen la ventaja de
poseer una interpretacién fisica clara y directa. La idea de usar
elementos finitos basados en volumenes de control es bastante nueva.
Baliga y Patamkar  (1-2] fueron los primeros en introducir dicho
procedimiento. El método se basa en una discretizacion del dominio en
elementos triangulares de tres nodos, y en la definicién de voltmenes
de control alrededor de cada nodo de la red como se muestra en la
figura 1. ' El dominio se considera de profundidad unitaria.

En adelante indicaremos volfmen de control por su abreviatura
V.C. por simplicidad. La zona rayada alrededor del nodo P es el V.C.
asociado a dicho nodo. En cada elemento el V.C. de P esta definido
por los segmentos que van desde el centroide del elemento a los puntos
medios de los lados que convergen:a P. Con esta definicién no hay
solapamiento y ademas cada -elemento -tiene un tercio de su voltmen
contenido en los V.C. de cada uno de los tres nodos del nism

.41 sistm ‘de emacxoms ditcretas se cbtiene entonces de un
balance entre la fuente en el interior de los V.C. y el flujo a
traves de la superficie exteriot del mismo. Para calcular este flujo
se necesita hacer alguna suposicion acerca del perfil que tiene la
_funcién -incognita dentro de cada elemento, como se vera en el apartado
oortuwﬂimte.

| mm DE DIFUSIGN-ADVECCION. CASO ESTACIONARIO

Antes de introducir el concepto de funcién interpolante es
importante describir con mas detalle el método de {[2) para la
resolucion de la ecuacién general de conveccmn y difusién de un

escalar §, que tiene la forma

V(pUE) - 9.{TVE) = Sc + 81 & (1)

Esta ecuacion determina la distribucién espacial del escalar &
cuando es arrastrado por un campo de velocidades U, difunde de acuerdo
a la ley de Fick con el coeficiente de difusién T y es generado por la
fuente por unidad de volémen linealizada S(f) = Sc'+ 81 ¢ la
ecuacisén (1) representa muchos fentmenos de mecadnica de fluidos y
transferencia de calor y materia. Nuestro objetivo es resolver (1) y
obtener la distribucién de { sobre el dominio.

El primer paso es discretizar el dominio en un conjunto de
elementos triangulares de tres nodos. El objetivo del cAlculo
numérico es predecir los valores de f en dichos nodos. Si se toma
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como referencia la figura 1, se observa un volémen de control
alrededor de P, que se denominard Vp, con una superficie exterior Sp
determinada por las uniones a-b-...-h. Los nodos Q,R,S y T pertenecen
a elementos que convergen a P por lo que se los llamara vecinos de P.

Fig. 1 Discretizacion Pig. 2 Un elemento y su sistema
del dominio rotado de coordenadas

El sequndo paso es reescribir (1) en su forma integral, aplicando
ademAs el teorema de Green a la integral del flujo

I 3.nds = ff[ Sav (2)
Sp vp ’
donde J = pUE-T9VE (3)

La ecuacién discretizada para cada npdo se obtiene aplicando (2)
al V.C. asociado a dicho nodo. Para evaluar estas integrales es
necesario conocer o estimar la variacionde p, I', S, & y U en el
dominio. El campo de velocidades U es un dato del problema y por lo
tanto conocido en todos los nodos, mientras que dentro de cada
elemento se utiliza interpolacién lineal. El casode p, 'y Sc y Sl
es mas sencillo ya que se los supone constantes dentro de cada
elemento. La fuente constante S en cada elemento se evalfia como
S=5c+ Sl &, donde Ec es el valor de & en el centroide del
elemento usando interpolacién lineal. El flujo J se calcula a partir
de suponer que { esta dado en cada uno de los tres nodos del elemento
y utilizar ciertas funciones interpolantes criteriosamente elegidas
dentro del mismo.

Despues de expresada la ecuacién (2), queda un conjunto de
relaciones algebraicas donde las { en los nodos son las onicas
incognitas. Se puede ordenar este conjunto como un sistema de
ecuaciones discretizadas que, por ejemplo para el nodo P, toman la
forma

NP = ILAbInb+0p (4)

donde la sumatoria se extiende sobre todos los nodos vecinos de P,
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siendo. ¥p. el valor de £ en el nodo Py Inb los valores de £ en los
nodos vecinos. -El término Dp contiene 1a integracién de Sc en el
voltmen Vp. Cada nodo del dominio tiene su ecuacién discretizada como
la (4). Estas ecuaciones deben ser resueltas simultaneamente para
obtener £ en todo el dominio.

Si el nodo en cuestién se encuentra en el borde del dominio, como
por ejemplo el nodo V en la figura 1, la ecuacién (4) debe ser
completada de la-siguiente forma

AvEv = LAb Enb+Dv-P-niv {5)

donde Fv y Mv son respectivamente el flujo por difusion y el flujo
masico que salen del dominioc en los alrededores del nodo V ( union
o~V-i ). Si la condicién de borde es de Ev dado (Dirichlet), se puede
usar (S) para determinar Pv. Si la condicién es de Fv dado (Newmann),
la ecuacién (5) debe ser resuslta junto con el resto del sistema para
obtener &v,

FERFIL INTERPOLANTE PARA £ ~ ANTECEDENTES

Hasta ahora solo se ha descrito el método presentado en [2] para
la resolucién de problemas de transporte por elementos finitos basados
en voltmenes de control y utilizado en [3-5). Como se ' dijo
anteriormente, y teniendo en cuenta el elemento PTQ de la figura 2,
hace falta suponer un perfil interpolante para { en el elemento para
calcular el flujo J sobre las superficies de volumenes de control a-h,
z-h y g-h. Es conveniente entonces describir las funciones que se han
usado hasta la fecha y la que se utiliza en nuestra implementacién
actual del métado.

- Perfil lineal
La eleccion mas simple es suponer yn perfil lineal de £ en cada

elemento, motivo por el cual este perfil fue el primero en ser
utilizado )

E=AX+BY+C (6)

En este caso se obtiene un sistema similar al de diferencias
centradas, con la consiguiente limitacién en el némero de Peclet que
es propia de los mismos, ademas de requerir una discretizacién fina en
zonas donde la variacion de f no es suave. El ntmero de Peclet
relevante en este caso es el que se relaciona con el ancho maximo DX
del elemento en la direccion rotada X; por lo tanto se define
Pe = p Uav DX / T.

En la ecuacion (6), al igual que en los casos siguientes, A, B y
C son constantes a determinar requiriendo que & = Ep, &t, ig en los
nodos P, T y Q respectivamente.
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- Perfil propuesto por Baliga y Patankar

Consideremos el elemento PIQ que se muestra en la figura 2. Se
dencminard uav a la velocidad promedio sobre el elemento. El sistema
de coordenadas X-Y esta rotado con respecto al original x-y, de manera
que el eje X apunta en la direccién de uvav. Uav es la magnitud de
vav, vy £, T, y § son los valores uniformes de densidad, coeficiente de
difusion y fuente sobre el elemento en cuestién. Si planteamos en
estas condiciones la ecuacién (1) en el sistema X-Y rotado,
considerando la velocidad del fluido uniforme e iqual a Uav en
elemento, tendremos

p Uav 3E/3X - T ( 32E/3X? + 25¥Y? ) = § (7)

Baliga y Patankar (2] propusieron un perfil interpolante que
fuera solucién de la ecuacién (7) para el caso homogéneo (S=0)

= Aexp(Pe XDX) +BY+ C (8)

Este perfil tiene en cuenta la naturaleza direccional de 1la
conveccién, con la ventaja de no sufrir limitaciones en el ntmero de
Peclet y de reducir considerablemente la difusién cruzada [2], debido
a la rotacién en la direccioén del flujo.

- Perfil propuesto por Prakash

Una mejora del perfil anterior fue propuesta por Prakash [6],
introduciendo un término debido a la fuente, para que fuera una
solucién particular de la (7) no homogénea

E= A exp(Pe X'DX) + BY + C + (S DX/TPe) X (9)

Esta solucién particular se eligié de manera de obtener
resultados exactos en ciertos casos unidimensionales, Por ejemplo, en
un caso unidimensional, a medida que el Peclet tiende a cero el perfil
tiende correctamente a un perfil cuadratico, mientras que el de
Patankar tendia a uno lineal.

NUEVO PERFIL INTERPOLANTE PARA §

Si bien el perfil propuesto por Prakash representa una mejora al
método, la solucion particular que é1 elige para la fuente no es por
supuesto la tnica posible, como &1 mismo lo expresa en {6). Es
interesante notar que en el perfil (9) la fuente afecta solo la
direccién X, manteniendo en Y un perfil lineal. Esta cbservacién nos
llevé a proponer un nuevo perfil en donde el efecto de la fuente se
hace presente en ambas direcciones. Esto se logré con la introduccién
de un perfil cuadratico en Y y la disminucién del efecto de la fuente
sobre la direccitén X. Se propone entonces el siguiente perfil, que es




- 76 -

otra solucién patticulaf de (7), el cual brinda resultados exactos en
ciertos casos bidimensionales (a diferencia de los unidimensionales
del perfil de Prakash):

E=Aexp(Pe X/DX) + BY + C + (1-a)(5 DX/TPe) X ~ «(5/2I) ¥ (10)

donde 0 ¢ a = exp{-Pe)/2 < 0.5. La primera versién de este perfil
(con o=0.5) fue presentada por Larreteguy y Converti en [7]. <Cuando
Pe -> 0 no existe direccion privilegiada para el efecto de la fuente
por lo que el perfil (10) tiende a

E= -(S/4T) (X3+Y?) + AX+B Y+ C (11)

representando en forma realista, a diferencia de los anteriores, una
dependencia cuadratica de { con respecto a la distancia al centroide
del elemento. Cuando Pe -> = el perfil (10) tiende al (9) propuesto
por Prakash, dado que el problema se vuelve de alguna manera
localmente unidimensional.

Ademis del desarrollo de este muevo perfil interpolante se
propone realizar un cambio en la notacién del mismo, aproximandolo de
esta manera a la notacién corriente en el FEX. Los coeficientes A, B
y C de (10) son funciones de los valores nodales de ¥ y de la fuente S
en el elemento en cuestién. Utilizando una mumeracion local de los 3
nodos del elemento tendremos que A = A(&n,S) ; n=1,2,3 (idem B y C).
Proponemos entonces eliminar estas constantes intermedias A, By C y
expresar el perfil directamente en funcién los &n y S. Agrupando los
términos con S y renombrando la funcién exponencial la (10) queda:

E=AWX)+BY+ C+GR(XY) (12)

donde G = -Sc ~ S1 (E1+82+83)/3. Podemos reescribir la (12) de
la siguiente manera (con convencién de suma sobre indices repetidos) :

E=tnOn+Gy (13)
Proponiendo & = &n para n=1,2,3 e igualando (12) y (13) obtenemos

m(X,Y) =AnW(X) +BnY+On; n=1,2,3

(14)
*(X,Y) - R(XDY) - R(h,h) 2

donde An, Bn y Cn son coeficientes calculados evaluando W, Y y R
en los 3 nodos del elemento.

Esta manera de expresar los perfiles se acerca a la usual en el
B4, si bien es nueva la aparicién de la funcidn v. Es importante
notar que ¥ se anula en los nodos del elemsnto, y Que, por supuesto,
on(Xn,Ya) = inm.
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ECUACION DE DIFUSION-ADVECCICN. CASO NO ESTACIONARIO.
La ecuacién (1) para el caso no-estacionario es

3pE)/3t + V.(p T E) ~ V(I VE) wmSc+S1E (15)
y su forma integral equivalente a la (2) es

IIf aeE)/3t &v + ff T .nds = [f] Sav (16)
Vp Sp Vo

Vamos a analizar en forma particular el tratamiento del primer
término de la (16).

- Propuesta de Patankar. £ "CONSTANTE"

Patankar {1) propone considerar & = Ep constante en Vp para la
evaluacién de esta integral. Entonces, utilizando una aproximacién de
diferencias finitas para la derivada temporal:

JIT 3(pk) /0t Qv = 3Ep/at [ff p dv = 3Ep/at ( I ple) V(e) } =
vp vp e

= (Ep- E°p)/at { L ple) V(e) } 17
e
donde el subindice e indica elemento y la sumatoria se extiende sobre
todos los elementos que convergen al nodo p. El supraindice 0 indica
el paso temporal anterior y el 1 el actual. Para el nodo genérico p
se obtiene entonces una ecuacién algebraica como la (S), pero con el
Ap y el Dp modificados de acuerdo a la (17).

Se implementd un codigo bidimensional transitorio para la
ecuacién de difusién-adveccion por el método CVFEM empleando la
propuesta (17) en el marco de un esquema temporal totalmente
implicito.

Se probd el cédigo con el Benchimark que se describe en el
PROBLEMA 2 obteniendose resultados totalmente inaceptables. ~ Del
anAlisis de esos resultados surgidé nuestra nueva propuesta para el
tratamiento del término temporal.

- Nuestra propuesta. 3f/st considerado como "PUENTE"

Ya que el término temporal se puede identificar de alguna manera
con una fuente proponemos considerarlo como tal. Pero, si ha de ser
una fuente, debe entrar también en el perfil interpolante de E,
cumpliendo el mismo papel que S. Para esto se requiere que 3{/3t sea
constante en cada elemento (no en cada volumen de control como propone
Patankar). Se evalda entonces 1la variacion temporal de £ en el
centroide del elemento, suponiendo interpolacidn lineal. Entonces,
descomponiendo la integral volumétrica de 3L/3t sobre Vp en una suma
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de integrales sobre Vp(e) (porcion del elemento e contenida en WVp),
queda: :

11§ ¥pkl/at dv = & J[J dEc/at p dv = I (Elc- Ec)/at{ ple) Vp(e) } =

Vp e Vp(e) e _ :
3
=TI I (En- E'n)/(38¢) { p(e) Vple) } (18)
e n=l .

donde la sumatoria se extiende sobre en e se extiende sobre todos
los elementos que convergen al nodo p. De la (15) se ve que hay que
reemplazar S por S -~ 3%/3t para volver a estar en las condiciones de
la ecuaciétn (1). Reemplazamos entonces en cada elemento la fuente
G(e) = -Sc{e) ~ Sl(e) ¥&c por

3 3
Gle) = -Sc(e) - p(e)/dt T &°n + (Sl(e)-p(e)/at) [ &n (19)
=l ne=1

De esta manera, reemplazando S por -G (una fuente generalizada)
en (1) obtenemos un esquema temporal totalmente implicito, colocando
todos los & en el lado izquierdo de la ecuacién como £!. Entonces, lo
onico que hay que cambiar en el cidigo estacionario para pasar al
transitorio es reemplazar S por -G de la (19) y agregar un loop para
los ciclos.

Esta propuesta elimind completamente los efectos espareos y
problemas’ musricos que presentaba la propuesta anterior, como se
puede ver en los resultados del PROBLEMA 2. ‘

RESULTADOS NUMERICOS

Se desarrolld el codigo TRANS2 de difusion  adveccion
no-estacionario bidimensional basado en el método CVFEM, utilizando
almacenamiento ralo y precision- simple. Se presentan 3 casos de
" prueba, uno estacionario y dos transitorios. Los datos se presentan
sin unidades, ‘entendiendos¢ que pueden tener cualquier grupo de
unidades coherentes.

PROBLEMA 1 - Difusién Adveccion 2-D. Estacionario [8]).

Se considerd el recinto discretizado que se observa en la figura
3-a. La dimensitn horizontal es 3 y la vertical 2. El mismo tiene
una fuente Sc constante unitaria y es atravesado por un flujo uniforme
con Ux=1 y Uy=0. Pensandold como un problema térmico se ha
congiderado Cp~l. Las condicién de contorno es (=0 en toda la
frontera. En las figuras 3-b a 3-f se observan resultados para
distintos k («CpI'). ®n el grafico 3-f se ha reducido el tamafio
vertical de los elementos que se encuentran en el borde superior y el
inferior del recinto, para poder modelar la abrupta cape limite
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lateral que se produce para un k tan bajo. Debido a las funciones de
forma exponenciales el salto también abrupto que se observa en el
borde derecho: se modela correctamente aunque se usen elementos de
mayor tamaflo horizontal, En ese mismo gtafico se puede observar la
concordancia entre el salto de temperaturas calculado por el codigo en
la capa limite central (isotermas 3 y 11) con la solucién exacta para
k-, Este salto es, y debe ser, de magnitud unitaria. Es
interesante destacat gue se esta cubriendo un rango de Peclets de
grilla que van desde 1 hasta 25000 en los distintos casos del problema
sin aparicion de oscilaciones en 1os resultados.

PROBLEMA 2 - Difusion Adveccién 2-D. Transitorio.

Se corrid un caso transitorio basado en el Benchmark del problema
1, con k=0,01.  Se partio de &=0 en todo el recinto como condicién
inicial con pasos temporales At=0.3.  Se discretizé el recinto
anterior en 4 formas diferentes, las que se pueden observar en la
figura 4. Denominaremos en adelante como "irregulares® a las
discretizaciones en las cuales a distintos nodos convergen distinto
ntmero de elementos, y como "no-uniformes”™ a las redes con elementos
de distinto tamafio. - Con esta clasificacion la red 5 es irreqular y
no-uniforme, la 6 es reqular y no uniforme, la 7 es irregular y
uniforme y la 8 regular y uniforme.

Se utilizé primeramente la propuesta de Patankar ("CONSTANTE")
para el tratamiento del término temporal. Los resultados a t=0.3 para
las cuatro redes se pueden cbservar en la figura 5. Los mismos son
absolutamente - inaceptables, - salvo en la red 8. Se observan
importantes oscilaciones espaciales en la solucién en las redes
irregulares y picos esptrecs en las redes no-uniformes. Solo la red 8
_ uniforme y regular entrega una solucién correcta. Analizando estos
resultados se llegd a la conclusion de qQue el efecto era similar a la
colocacidn de fuentes ficticias agregadas a S distintas en cada
elemento. El .problema principal parece estar en que con esta
aproximacion en cada volumen de contral influye solo el valor de £ en
el nodo central del mismo, y no aparecen contribuciones temporales de
los nodos vecinos. De esta manera el esquesma es "ciego” en lo que
respecta a estas oscilaciones, y no las detecta.

Se volvieron a correr los casos anteriores con nuestra propuesta
temporal implemsntada. Los resultados se observan en la figura 6. En
todos los casos did la solucién correcta, independientemente de 1la
no-uniformidad y/o la irregularidad de la red. El error porcentual de
la temperatura mixima calculada en los cuatro casos con respecto a la
solucién exacta no superd el 1%.

Como informacion adicional se dan a contimuacian los tiempos de
CPU y 1a memoria utilizada en estos casos:
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REDES 5 y 6: 151 nodos, = 250 elem., mem. = 11795 palabras
CPU « 3.60 seg. para el primer ciclo. Luego 0.05 seg./ciclo

REDES 7 y 8: 551 nodos, 1000 elem., mem. = 47927 palabras
CPU = 14.72 seg. para el primer ciclo. Luego 0.19 seg./ciclo

o
1Y%

Fig. 4 Redes dal problema 2
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UTILIZADA
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PROBLEMA 3 - Difusién 1D transitoria en slab (9].

Se consideré el problema ds la difusion unidimensional
transitoria en un slab. Este caso, con solucién exacta, se utilizé
para validar los resultados obtenidos en un caso parecido, sin
solucion exacta, de difusion de Deuterio en Paladio. La solucién
‘exacta esta disponible para slab semiinfinito, pero el caso mmérico
se corrié para un slab finito suficientemente grande (L=20). La red

utilizada se observa en la figura 7-a. La concentracitn £ en la cara -

del slab es variada entre +1 y -1 en forma de onda cuadrada de periodo
2. Se corrid el programa con pwl, I'sl, At=0.01 y =0 como condicién
inicial hasta que se alcanzo el estacionario periédico, del cual se
disponia la solucién analitica. En las figuras 7-b y 7-¢ se observan
los resultados adimensionalizados en la zona cercana a la superficie a
distintos tiempos dentro del semiperiodo positivo, ya en el
estacionario periéddico. La tnica diferencia importante se observa a
tiempos cercanos a la transicién de -1 a +1 en el segundo nodo, y es
debido principalmente a la dificultad de modelar el abrupto cambio de
£ de la onda cuadrada, Esto se podria mejorar sensiblemente
utilizando un paso temporal variable, pequefio durante la transicién y
mas grande en la meseta. En el resto del slab los errores no superan
el 2% con respecto a la amplitud maxima (+1).

CONCLUSIONES

Se ha descrito un método de elementos finitos basado en volumenes
de control (CVFEM). Se explicité el procedimiento a seguir para la
resolucitn por este método de la ecuacién general de
difusidn-adveccién. Se propuso una nueva funcién interpolante, con
mayor fundamentacién fisica que las usadas anteriormente. Se
desarrolld una mueva notacién para las mismas que permite mostrar
claramente la influencia de cada uno de los parimetros en el perfil y
pone de manifiesto las similitudes y diferencias del método CVFEM con
el FEN en lo que respecta a funciones de forma. Se programd un cedigo
2-D trangitorio con almacenamiento ralo utilizando este método,
llamado TRANS2. Se corrieron caso€ de prueba que pusieron de
manifiesto que la propuesta de Patankar para el término temporal no es
adecuada. Se desarrolld y probd una nueva forma de tratar este
término, que resultd exitosa. Los tiempos de CPU Yy la memoria
utilizada resultaron similares. a los del mejor codigo de FEM
disponible en el Centro Atdaico Bariloche con que pudo ser comparado
el nuestro. Por todo lo anterior se concluye que se ha realizado wn
aporte positivo al desarrollo del método CVFEM en el marco de la
ecuacion de difusion-adveccion y que TRANS2 a demostrado ser una
herramienta de calculo eficiente y poderosa.
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