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RESUMO

Neste trabalho foram desenvolvidas as relacdes para a foramulacio
de um elemento finito pera cascas laminadas anisétropas, segundo
uma teoria que inclui os efeitos da distorcao transversal.

ABSTRACT

This work presents the expressions to formulate a finite element
for anisotropic laminated shells bassed on a theory that include
the effects of the transverse shear deforaation.

INTRODUGAO

Laminados consistem de duas ou mais camadas de materiais (distintos ou
nao) que s&o unidas, onde procura-se combinar as melhores propriededes
de seus constituintes de modo a obter um compésito adequado pera uma
determinada aplicagi&o. Resisténcia, rigidez e condutividade térmics sao
algumas destas propriedades que variam com & diregac, no casc de camadas
anisdtropas.

Estruturas que exigem sltas relagdoes resisténcia / densidade e rigidez /
densidade utilizam amplamente estes materiasis, comc é o caso de misseis,
aeronaves, foguetes e espagonaves.

Em muitas esplicagdes ¢é possivel, usando materiais conjugados, obter s
mesma resisténcia e rigidez do eco cos uma econoria de 30 X no peso.

Pode-se ainda conseguir o triplo da resisténcia do aluminio com um peso
40 X menor.

Se, por um lasdo, os msteriais conjugados oferecem muitas caracteristicas
estruturais desejiveis, por outro eles apresentam comportamento e
processos de fabricacao mais complexos. Materiais conjugados estao
inseridos em uma 4rea interdisciplinar onde engenheiros quimicos,
estrutursis, mecdnicos, de ciéncia dos materiais e de fabricagao
colaboram para o produto final.

Atualmente muitas das teorias pare placas e cascas anisétropas laminadas
sao extensdes diretas dos mérodos desenvolvidos anteriormente para
placas e cascas homogéneas, :soiropas ou ortdtropas.
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Ua grande problema da maior parte das teorias para laminados é sua
adequacac a um método numérico, como por exemplo, elementos finitos.
Poucas siao as que sSe apresentam atrativas a uaa solugdo computacional
mesac quando o nimeroc de camadas nao é grande.

A referéncia [1] relaciona as diferentes formulagdes de elementos
finitos pera placas e a referéncia [(2) menciona os trabalhos
desenvolvidos nesta drea com respeito a cascas.

Neste trabalho serd formulado um elemento finito de acordo coam uma

teoria que considers os efeitos da distorgio transversal e a variacao da
normal, camada a camada.

CONSIDERAGOES PRELIMINARES

Seja uma superficie externa da casca, S, aqui designada de superficie de
referéncia, definida por duas coordenadas curvilineas ortogonais {«,8),
coincidindo com as linhas principais de curvatura.

A ¢ B 330 os coeficientes da primeira forma fundamental ds superficie da
casca. O vetor unitdrio perpendicular a § é chamado de n e é escolhido
de tal forma que aponte para as interfaces. Ra ¢ R sao os raios de
curvatura, positivos quando © centro de curvatura estiver na direcao
positiva de n. A coordenada medida ac longo da normal n é chamada de C.

Considera-se uma casca de espessurs constante b constitufda de N camadas
parslelas de material anisétropo perfeitamente ligades. Considera-se
tanbém que cada camada team espessuras constante e possui simetria
elisticsa em relagio & ums superficie { = constante. As propriedades e
espessuras veriam de camada 2 camade. As relacdes constitutivas para

cada camads, com a suposichao de que a tensio normal transversal pode ser
abandonada, sako :

. - .

%an Cxx sz cxo 0 0 ji ‘au.
aBﬂ c:z sz Cz‘ 0 0 ‘Bﬁ
[e] = LA Ce Si¢ S O 0 L3 (1)
c‘ 0 ] 0 C” c” t(
LCK_ | (] 0 0 c” C” __CBC‘

RELACOES FUNDAMENTAIS E CONDICOES NAS INTERFACES

As Telagdes entre deformagdes e deslocamentos siao as mesmas encontradas
na referéncia (3].

Admite-se uma perfeita ligagao entre as camsdas, nic permitinde a
ocorréncia do deslizamento entre elas. As condi¢des de contato sao que
em pontos situados imediatamente acima e abeixe da interface, os
deslocamentos e tensdes com um indice { devem ser iguais.

O campo de deslocamentos é definido por )y na direcao « ., v na direcio B
e W na normal & superficie. A distorcao ) contem o indice « caso ocorra
no planc {a.0 indice zero pums grendeza significe gque esta ¢ medida na
superficie de referéncia ; Y({~{x) é a fungao unitéria de Hesviside.

O seguinte campc de deslocamentos atende asutomat:camente as condicdes
anteriores i figura
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FIGURA 1 : Canmpo de deslocamentos

w.(u.ﬂ).c

ula,f,0) = (1X/R) u («.8) + T (7 (a.8) - T )+
+ 3, (a,70(aB) + € Thla.8)) (£=,) TE,) (2)
. w.(c,B).B
v(a,8,0) = (1X/Rg) v (@.8) + € (Yplap) -~ —p B ) s
+ % (4 rele8) ¢ baple8)) (<) Y(X<,) (3)
wi(ax,$,{) = v.(u.p) (4)

Os coeficientes 3, b, £ ¢ d, qQue apareces nas equagdes acima sao obtidos
obrigando as tensdes com um indice [ a serem iguais na interface;
dependem apenas dos coeficientes elisticos das camadas. O somatério se
estende da primeirs camada até s ordem N-1, sendo N o nimero de camadas
da casca. Verifics-se gque ns interface os deslocamentos tém © mesmo
valor, mas niac sus derivada. Tais derivadas aparecea nas férsulas das
deformagdes com um indice {. Ou seja, ao longo da espessurs os
deslocamentos y ¢ \ siac uma .inha poligonal (4).
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As deformacdes podem ser expressas em funcko de 18 incégixitns. que

definem o vetor { & ):

C8)7= Ly, wv, vw Lu, v

L
[ [ v'a o’c'“l'ﬂ'vo'ﬂ'rc'
[ ] [ * 0 *
» 13 n"".‘ ’ 1‘., ’ Yﬂ.c ’ 75’ * "ovc ' '.nﬂ '

v W W,

¢ "aa s'af 'o’pﬁ ) (5)

Assim sendo, pode-se exprimir as deformagdes na forma matricial .

{e)=[ ] {6} (6)
Szl Sx18 181l
O vetor { ¢ )t & :
Ce ' = (¢, '€gp 16ag 'Car *Cpe ! (7

A comstituicao de matriz [ M ] sers :

-l 5‘ -1 .: .l 7' -l ll' -l l!= .l l": .l ll’ °

-2 l‘ -2 5‘ .2 ‘g -2 llz .2 l!g .1 lls .l !1‘ 0

-3 3= -l 0: -! 1‘ .! lt' .l ll: °

-l l' ‘l 2t .6 ’t -l 4' .1 S: .0 l= .0 7= .C 10: .0 ll= -‘ 12‘ o
'.4 13‘ L] 14‘ .0 15 .0 l" -l 17- » l.: 0

.S 1= .S 1: . = m = .S S= .5 ‘s -S 1 .l II' -5 ll= -5 l!s 0
-S l!’ -I lds .5 X!= ‘5 lS: .S 11: .l lI’ 0
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(8)

- L e = .
A notagao (..) significa e substituigao de « por § e vice~ versa.

As

letras gque porventura seguem © Simbolo * indicam os coeficientes gue

substituem aqueles (a. b, ¢ ou d} que aparecems no soaatério.




- 180 ~

ELEMENTO FINITO PARA A TEORIA BASEADA NA CONTINUIDADE DE TENSOES

Tomam~se os deslocamentos de membrana ¢ distorcdes da superficie de
referéacia como sendo da forma

u, () Z Z B0 1) (9)

i=1 FXRY

As férmulas parsa v, 7' e 1; sao similares .

Os graus de liberdade correspondentes ea cada né serao os deslocamentos
e distorgdes LIV AN .(1')1’ . (1.)“-

O deslocamento transversal seri dado por

v, (E,n)= Z Z (D0 B v e w0 m D ) ()
dal3eld

+ a::’(e) n:;’(n) (w,p) .+ n;:‘m u;;’m {w,

Pirs )

cﬂ’u
(10)

A dltims parcela da expressiao (10) torna presentes todos os termos
exigidos em um polindmio cibico. Um estudo sobre os efeitos da inclusao
deste termoc na convergéncia da " solucae, pars placss homogZneas,
encontra-se em [5]. Nesta referéncia encontra-ze também um estudc mais
detalhado sobre a geragao das fungdes de interpolagio.

Com ¥stas consideragdes, o elemento proposto pessa a ser o da figura 2.

ne’3 (1, 1)

n
1o’ 4 SURERFITIE
(1,-1} OE mEFERENCIA

80°2 #1,1)

ne’l f-1,-1)

FIGURA 2 : Elemento finito para casca laminada

Com os limites -1 £ £ s 1 e -1 s n s 1 , os polindmios de Hermite
ficam :
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CIRANTITIE PR ) B g 3 (14 )
B e 2@ -3 2) B (e - (€ -3 - 2)
[}
1
B 38 -8 -E+ 1) B @ g8 v 8 8-

{11)
Os graus de liberdade ficam sendo 8 por né : 3 deslocamentos, 2 rota¢§os
devidas 80 cisalhamento e 2 & flexao, e & curvaturs de torgao,
totalizando 32 graus de liberdade por elemento.
ENERGIA DE DEFORMACAO

A energia de deformaciao por unidade de édrea da supeficie de referéncia é
dads por :

¢ = E ] {12)
L]
sT}
Onde & férmula pars a energis de deformacio por umidade de drea de cada
lamina, chamada de 0‘ s € ¢

,Q‘s—é-f.(o)'{c)dt (13)

Substituindo (1) ,(6) ¢ {13) em (12), fica-se com :
<

o-S—}-I' (6 [MI"[CIIN](5)d
%) (.-‘
(14)
Fazendo com que [ % JT [ ¢ ) [ M ] = [ B ] pode-se escrever :
c.
oazl—}-I (6 1B1{8) & (15)
: cn~l

Us aspecto muito importante a destacar aqui & que, devido & existéncia
de diferentes camadas, a integra¢ac ac longo da espessura da casca
deverd ser realizada explicitamente. Em consequéncia os limites de
integragac dependea diretamente das espessuras das camadas .

PRINCIPIO VARIACIONAL

Seja um corpo elistico sujeito a forcas exterpas (de corpe ou de
superficie). A energia potencial pode ser escrita como
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n= JJJ [ (1T (17 {CIIMI(8) - 2 (8}T MITICI{E) ] dv -

- IJJ {F}T {8} av - JJ {T)T {5} ds (16)

v L

Aqui {F} indica as fo}qcs de corpo ¢ (T} indica as forcas de superficie
atuande ea uma porcio § de superficie do corpo. As deformacdes iniciais
s&o indicadas por {¢ } e as quantidades Qque PpoOssuem barras como
sobre-escritos sao valores previamente conhecidos.

Verifica-se eatio que sparecem no funcionsl as derivadas primeiras dos
deslocamentos de membrana ¢ das distorgdes e derivadas segundas do

deslocamento w, de acordo com o vetor (8§} e a matrizx [M] definidos
anteriormente.

MATRIZ [ ¥ ) E DE RIGIDEZ

Escrevendo agora o vetor { § } em funcic dos graus de liberdade do
elemento obtén-se :

(81 =[N1 (U, (17)
1831 10x32 32x1

O vetor {8} € o definido eam (5) ¢ o vetor dos graus de liberdade do
elemento & { U }' y definido por :

T
{ v ’. = { “1,1 vll' ¥ oo (76)1«1' (,’)ll’ ‘“'C)ll‘ ("ﬁ)ll'

("d)u' Uy e "'d)n} (18)

Os termos de [ N ] sioc obtidoes pelo produto dos polindnios de Hermite
entre si ou por suas derivadas .

Assim, & energia de deformecao do elemento fica determinada pela
eXPressao :

1 T
..3—2—-{“1).[‘]'(0)' (19)

Onde
1 1

e, = I I END [ 8] [ M) det [J] dE an
-1 J-1

{20)
e

LI ¢

[B") = }: I ' (B8] d . (21)
4

s=1 -1

O determinante do jacobiano que aparece na expressaoc acima ¢ encontrado
80 se relacionsr os sistemas global e local. O procedimento » seguir é o
constante em virias referéncias, como por exemplo (6] e [7). Deve-se
ressallar aqui que o valor do delersinante do jacobiane snvolve as
fungdes que definem s configuracic deo elemento. aqu: chamadas de N;'
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A integracaoc em duas dimensdes pode ser efetivada através da quadratura
de Gauss. O numero de pontos a utilizar indica o grau do polindmio que ¢é
integrado exatamente. Como polindémios cibicos estao sendo utilizados
pars funcdes de interpolagio, um esquems 2 x 2 atende ac elemento
proposto .

CONFIGURAGAO

A fim de modelar os lados curvos do elemento, pode-se usar polindmios
quadréticos ou cidbicos. Assim, para definir a configuracao do elemento
necessita-se de outras informagdoes além das coordenadas dos nés de
canto. Para isto, pode-se utilizar 1 ponto (polindmios guadréticos) ou 2
pontos (polindmios cilbicos) entre os nés de canto.

Assim, pontos na superficie de referéncia sao aproximados por :

i

= 2: N‘ . (22)

z i
=l N

w
4 o

"

A referéncis [6) mostra as funcdes de interpolacao agui utilizadas.
CONCLUSAO

AS expressoes necessérias para o desenvolvimento de um elemento
finito para cascas laminadas foram apresentadas no presente

trabalho, segundo uma teoria baseada na continuidade de tensdes nas
interfaces.
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