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Neste lrabalho. _ ~ ..aptattvo de alnlalzal;6o de _rro
atraWts da rel~ des D68110doIl1D1o[11 • apl1cado •• aMUse
via lIEFe a Intlulncla da oUalZ&1;1.odo Ik>delodlscreto na deter-
.l~ de f'ato,... de Intell8if'1c~ de teDll6es aedlante 0 c*.lCll
da Intecral J • lUaU •••• para •• dIsco _ rota.crAoe ~ ••••••••
f'!ssurados. 0 •• tlaador de erro descrito •• (2) • uUl1zado coso
base para rel~ cIos •• e os resuJtadoa ~ discuUdDa.

In this paper, an adaptIve process usillC rew>shing (1) Is appUed
to FDIanalysis and the intlueace of' discrete do_In opttal_UOD
In the e_l_tion of' stress IntensIty fllCtors by "ans of' the J
lot •••••.1 calculat1011 1. _llsed for a cracJted rotatlna disk aDd
a cracJted aeabrane. The error _tt_tor proposed In [2) 1. used
as a basIs for the reaeshllll&and the resu.lts are discussed.

A f'alha por pro~ de trl_ ••• fen6aeDoprobl•••. t1co 110 proJeto
e an6.lIse de _terlals estruturals ••• ultos caapos da Enaenharla. A
necessidade de obten<;Aode _todos que deteral_ de que _Ira a JX"t
senorade f'lssuras Intlui DOcoaportaaento do _terial levou IlO __

volvl"Dto da Mect.nlc. da Fratura. ,.. dos _t~ usados •• solu.;:1.0de
probleaas de f'ratura •• ut1l1z~ cia Inteval J que desde a sua lit-
trodut;;l.0levou ao clesenvolvlaento de ~ Nrle de _vas procecU•• nt_.

o •••• cia inte8r&1 J conJ_taaeDte co. 0 _todo dDa el_n~ f'lnit_
na. clet_ralNU;60de f'atores de Int_lf'1c:a;1.o de t ••••••• cOllp"Ovou..,.
~ tAcnlca .1-..1_ e poderosa. Tal t~_ peralte. ap6s a aMUse do
equ1l1lrio. 0 estude do preble_ atraWts de _ Inte••••••1.0•• caaiDbos
arbU •••••los __ I_lido a ponta ciaf'1_. Assl. _lido. a .i ••••larida-
de pode set" exlCluida do procediaeDlo f'acll1tanclo 0 c*.lculo nua6rico



dos parbletros relevantes. No entanto, a q\al1dade dos resul tades nu-
.erlcos conlinua condiclonada ao IIOdelodlscreto uUl1zado _ ~l1se
vla ",todo des £le.entos F1nitos.

Jlesse senUdo, a utiliza.rAo de proc_ adaptatlvos de alnialzaql.o de
elTO vea C1aP'"lr _ papel de f~ntal 1aport.ADcia,\m&vez que ae-
lbora sensivelaente a q\alidade dos resultados cia •• Use via t£F.

Proposta ea 1968 par Rlce (3), a Inteval J independente do caainho
peraHe anaHsar a propeaaqlo de flssuras ea l•.•iOllSplanas -w-Udas
a cargas de contorno na .edlda ea que deterllina a f~a assoclada •. eI,
ta prope.p.;:10 _dianle uaa Inte~ de l1nha sabre ua ca.ainho envol-
vendo 0 verUce cia flssure.. &:nowl•• e Sternberg (4) evidenclaa 0 con-
cello de fON;&•• slngularldades _ociadas •• defeHas, introduzido
par Esbelby (5) na ••• 11_ de corpos elasticos. Esses trabalhos pod••
ser at_l.enle inserldos nua contexto _ls ,eral onde ba grande lnte-
resse por parte dos invest lsadores ea intesrals Independentes do ca-
.lnho e lels de cobSe~Ao. Ua exeaplo disso e •• extensAo dos coo-
ceHos .enclonados IllO trataaento de placa.s e cascas flssuradas, apre-
sent ado na Ref. (6).

o grande ponto posHho cia utillza.;:10 cia integral J no calculo de fat2
res de intenslfic~ de tensOes se deve ao fato de que basta conbecer
o •• tade de tens6es do corpo co. uaa flssura de coaprl.ento estabelecl
do para se deteralnar 0 decresclao de energla potencIal. Nlw e aals ~
cess&r1a, portanto, .- nova anal1se do equllibrio para a deterainat;Ao
de tal deeresclao. Acrep-se a-este fato •• independtncla do ca.ainho da
Integral J, caracteristica que peral te efetue.r 0 calculo ea recilles sy
flclente_nte arastadas do vert Ice cia fissura e oode as erandezas rel~
vantes pode. ser deter.lnadas COil_lor precisiD e. analises tanto
te6rlcas eoao experi_ntais.

A Integral J Dada_is e do que 0 deeresciao cia enerala potencl~ &ra!l
zenada no corpo co. rel~1o a ua lncre.ento iDflnltesiaal da fissura e
e dada pela rel~il.o (Fie. 1l:

J • e .J II> dr • _ oD
1 r aa-

r - contorno envolvendo 0 vertlce da flssura;
el - base ortogonal (e

1
coincidente co. a dlre<;10de pro~ cia

fissura);
• - densidade de energia de deforaa<;iD;
Vv- tensor gradiente do desloc•••••nto;
r - tensor de tensbes;
• - vetor nor_l exterlor IllO contoMlOr·
I - energla potencial;
• - eOlllprillentocia fissura.

!lesta fo~, conclul-se que J pode ser Interpretada COal)0 rluxo do
tensor aoaento-eneral • .., lonce do contarno r, •••dlre<;lo e. 0 rato
fluxo do tensor ...,•••nto-energi. se anular e. torno de q\alqlter contor-
110 rechado que Me> envol_ sinaularidade 15) per.lte provar a indepeo-
dl>ncia do eaa inho de J.



~ reescrever a eq. (J) _ t_:

.J • e .J (_1 - VaTr)a df", r

.J.. f [_ dx - t..:: df"]r 1I 1

Para estado pllUlOde teDS6es. a rel •••10 enlre 0 falor de inlensiflca-
~ de tensl>es 1:

1
e J ~ a sepinte (7]:

~
J •• -r-

Os processos adaplallvos de ollaizau;Ao cia _U. consistea ea. b8sica-
aente, encontrar a distrlbui~ dos erros no doatnto aedlanle ua estl-
aador de erro e utllizar .- Ucnlca espectal para .tnlalza-lO$. t.-
prtaelra td/>ta serta subdlvtdlr os eleaentos que tenbaa lID erro consl-
derado vande de _tra a abter ~ aelhor discrellzac;1o do ""alnlo.
Esta aproxl-...ao ~ conheclda co., 0 ·.tode b' e se espera a conversen
cia para a solu<;10exala do proble__ te•••l1co se 0 processo de refl-
_nlo contlnuar IndeflD1daaente (descoll5ideraDdoUTedoDdaIIenlosl.



Uloatknlca diferente de ren_nto da _U. 6 0 "•• todo p". onde a
orde. do po111\6.10 de Interpol ••••io 6 auaentada e. eleaentos para os
ql&ls 0 esHaador de erro Indica a neeessidade de aelhorla na soluo;io
de fo~ a garantlr a preclsio desejada. Dutra alternatlva. conheclcia
COIlO"•• todo r", ~Iste e. aelhorar \Da dada _lba atrav6s de .udan-
<;BSna dlstrlbul<;Ao dos el_ntos aantendo 0 aeslIO (ou aproxlaad••• nte
o aesao) n••••ro de D6ce 0 ae~ tlpo de eleaentos (8].

o aoclelo dlscreto de1'lnldo sen respoDA.vel pela Introduo;Aode WI erro
(de dlscretlZ&l<lD) no valor nuMrlco deteralnado para a lnteval J. Rc.
sultados para _lbas dlstintas, aesllOconslderando-se que os calculos
para deteral~ do fator de IDtenslflcwrloo de lens6es envolve. detel:
.1-..... de partJletros fora da ree1iD de sll\llUlarldade, siD bestante
_ ••••ivels ao aoclelo adotado 19). IJIoaforaa de •• obler uaa •• lhora no
result ado aantendo 0 nilaero de J>bsdIl •••Iba Inlclal 6 recorrer a WI

processo r ("reaeshing") de redefini<;iD adaptativa cia local1zat;1oodos
vaus de l1berdade DO do.lnlo.

Para ,. dado nu.ero de graus de l1berdade, a aalba 6tl_ 6 aquala e.
que 0 erro de discretlzar;Ao • 19ual ea todos os ele •• ntos. 0 pro.,.....
utll1zaclo neste lrabalho e descrlto ea 11J busca a equidlstrlbul<;Ao do
erro a partir do sesu1nte &leorltllO:

2) Baseado naB tens6es oblldas, obter 1mB. estl_tlva do erro de dlsc~
t lza.c;:i.opor eleaenlo;

J) Se s dlstrlbull;Ao dos eM'05 estl-.dos no passo 2 6 unlforae ou se 0

11.ite de ciclos • &l~ado, 'par ••.; do eont""'io contlnuar;

4) Ulllizar os esthadores de erro para auaentar 0 dlA.aelro dos ele_n
tos eo. erro baixo e dl.lnulr quando0 erro for elevado;

o estlaador de erro usado DO al&OrltlIO6 0 proposto por Zlenklevcz e
Zhu 12\, e 0 eIe_nlo • 0 tr1ancular de 3 J>bspara problemas pIanos. A
antllse do equilibrio pelo Metodados Eleaentos Flnltos • felta utlli-
zando-se 0 5lste ••• de Deseovolvl•••nto de ProVasas 110J coao aabiente
de calculo.

o )laSSO4 • real1zado co. cada D6tendo sua JIOSi<;iDredennlda consld!.
rando 0 erro e. lodos 05 ele_ntos que 0 eont••. A nova dlstAncia do
n6 e. reI ••••io ao cenlro de eravldade dos eleaenlos • ealculada levancln
e. c_ta 0 erro esll_do, cuJa lnvers. funclona coao •• peso. Assi.
sendo, ele •• ntos cos erro aalor que a "'dla terio seus dl6lletros dial-
nuldos e vice-versa.

Para se asseaurar a lntevldade do doainio durante a reloeat;io, pod•..
se reslringlr as novu coordenadas de ua dado n6 a uaa curva (por e-.
plo, pode-se fOr<;&r0 n6 a flcal' seapre ea ua arco de ctrculo de1'lnldo
par ele e dols vlzlnhos e que deli.lte parte do contornol. taa outra
op;;&o• se el1.1nar &leUDSn6s do processo de rel0C&9io (po.- exellPl0.
D6s nos cantos).

A avalllM<iDfella no JlIISso:3 quanto • qualldade dos resultados. base.
cia •• usa _dlda cia disperslD dos errO$ locals. Noprog•.••• utlllzado.
calcula-se us lndlce de performance, IP. que • dado por:



.-x e•
•in .,

ollde e t 0 erro esU.-dD DO pas80 2 pm-a 011II el~OIl do .adelo.
Quando'IP tende pm-a a wl1dade. indica converpncla do proceuo. Os
crtttrios de parada sAo •• llalte JlIU'& IP e •• m-ro .-xlao de ciclOll
(peaso 3).

t - 1 _
r -<&S_
r' 90- -•

a - 9_
£ _ ooסס21 K/aaz
• - 0.3

A sl_tria do proble_ ~ralte aodelar apenas a quart. part.·do do.i-
nlo. A partir cia _U •. co. 82 p-aus de 11berdadeaostrada na Fig. 3. 0
cli.lculo eta integral .J fol efetuado para os caalDhos representados na
Fig.t.



Ell segulda., fo •••• real1zados 10 clclos cIo processo ••••• tativo •• c_ 0
dleul0 da. Inteval J para os c1clos 5 e 10 DOS-.os caalnhos -.ost"
dos ante ••io •••• nte. A FI,. 5 representa c..-> a _11. orl&l ••••.l 5" trans-
fo ••aou ap6s d"etuados os 10 clcl_ do JII"OC"'sso••••• t.Uvo ••.

Os resu1taclPs do a.presentados na Tab. 1 ollde 0 _lor para 0 (ato •• de
Inte11lS1£1ca<;&ode tensb<>s conslc:1erado COIlOballzadar para a obteDt;Ao
cIo e!"TOe I.) a 1520. de acorc:Io co. a Ref. 191.

CAMINlI) rO r5 rl0

I: Erro X r: Erro X I: £rTo X
I I I

1 1635 1.60 1615 6.26 i 1596. 4.91

2 1466. -3.55 1518. -(). 10 1491 -1. 94

3 1455. -4.31 1488. -2.12 i 1492. -1.86



t - 1 _
2V - 240 _
L-480_
2&-20_
E - ooסס21 tl/waZ
• - 0.3
P - 100 N/_

p r::=r:=:r=r=:l
II 2\1 ·1

~nte a 51_t.rla do proble_ peJ"lllt.e.odelar &peDllS a quarta pu-te
do do.lnlo. For•• ~elt.as duas _lhas Inlelals para est.udar 0 eCelt.o da
dlscret.1za.c;1.Ona ut.111za.c;l.Odo processo adapt.at.1vo r. A prl_lra _-
lhe.. ou HIL1he.I (Flg. 7), dlscjet.lza pouco a regl'" onde ocorre a sln-
gularldade enquant.o que a segunda _n••..ou Malhe.II (FlC. 8). prlvl-
lec1a est.a regilD sob 0 ponto de vista da dlscret.lzaQio. A Int.ecral J
101 caleulada nos caa1nhos represent.ados na FlC. 9.



Para a Ma.lbaI. que eDvohoe142 vaus de llberdade. foraa real1zados
15 clclos do processo adaptatho r co. 0 dlculo cia Inte.,-al J para os
c1clos 5, 10 e 15 nos ~ caalnbos _trados anterloraente. Para a
Malta II (2.7·vaus de llberdade) foraa reallzados apenas 5 ciclos de
ren_nto. findos os quais efet 0 dlculo 'cia lntesral J para
os ae5aos caalnha&.As Fip. 10. 11·,...present.. 0 as _lbas I • Il.
respectl_nte ap6s os ciclos 15 • 5.
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Os resultados sADapresentlldos nas Tabs. 2 e 3 onde 0 valor para 0 fa-
tor de Intensll1caAFiDde teDS6esconsicierado COW) ballzador para a ob-
teDl;i.odo erro • 1:1• 562.4 de acorda coa a Ref. (7).

CAKIJR) rO r5 rlO rlS

I: £rTo " 1:
1 £rTo " J:: Erro " I: E)-ro "1 1 1

1 409.5 -27.18 443.4 -21. 15 449.0 -20.16 452.2 -19.58

2 403.5 -28.25 462.7 -17.73 483.6 -14.01 491.3 -12.83

3 405.3 -27.94 453.8 -19.30 475.0 -15.54 486.4 -13.51

CAKINJI) rO r5

1:
1 Erro " 1:

1 £rTo "

1 536.6 -4.59 5&9.4 -2.31

2 535.8 -4.73 544.7 -3.14

3 534.3 -4.99 541.4 -3.74

Apesar de se ter ellPf"esado__ ele_nto lrlanaular plano de tensao COllI.

tante que resulta bastante pobre Da aMl1se de casos comslncularlda-
des cOIIDos apresentados neste trabalho, os exellplos anal1sados e os
resultados obt1dos peraltem extralr a1a_ conclus6es. Apesar de nio
conseaulr represenlar 1IU1tobe. as tens6es ••• reallD prllxl_ ~ extre-
lIDda fissura, os _lores dos 'at ores de 1nteDS1tl~ de tens6es cal
cuiados aedlante a lntearal J e. caalnhos etlColhldos arb1trar1 ••• nle
n&odltere •• ulto dos valores e_l~. especlal_nle para 0 Exeaplo 1 e
para a Malha II do Exeaplo 2.



Todos os valores obtidos para a Integral J tende. a se aprox1~ do8
valores exatos na _dIcia e. que InlcllU1Ol10 processo de relocatrlD dos
nOs cia _1I1a original vlsando unlfo.-.lzar s dlstrlbulcrAo dos erros _
ele_ntos. Co. uaa esco1ha adeq\ad&. COW) podeIa_r conslderadas •• -
lha do Exe~lo 1 e s Malba II do Exeaplo 2, 0 attodo possIb1l1ts .elbQ.
rar os resul tadas da Integral J e obter valores que Jl'CIde-seconslderar
satls1"at6rIos sob 0 ponto de vIsta de apl1eat;6es •• £n&enI-rla.

Deve ser ob8ervada que no caso de 1bloas fissuradas a re1~ entre 0
cOIlpl"I_nto da fissura e • dI_ns&o do doaInl0 na __ dl~ (no
Exe~lo 1 a _nclonada rel~ • de 1/5 e no Exe.plo 2 • de 1/12) • _
fator I~rtante na definh;1D de uaa _lba que peralta obler bons re-
sultados e que durante 0 processo r. os dlveMlos caalnbos conslder-ados
sAo alterados, aproxlMDdo-1le. na .loris cIoscasos, da slnaularldade.

No Exe~10 1. coa UM alba de 82 araus de 11berdade, obtl"...---se va-
lores para 0 fator de lntensif1catrlD de tenslles COlIerras de aproxl_-
cia.enle 3"'"e no Exeaplo 2 so_nte co. s MaU. II, cas 247 araus de 11-
barclade. al~ou-se erros da _5_ orde•. Na Malh-. I do Exeaplo 2.
coa 142 ,raus de 11berdade. os erros superaraa lOX.

o anterior p6e ea evldencla que a Incerteza e. se escolher u.a Mlha
Iniclal, que result. _is critics no caso de lbinas, ou escolher u-
lbas co. nu-ro de graus de l1berdade Insuflclentes para 0 arau de
aproxl~ao deseJado POdeser coapensada pelo e~ao conJunto de pro-
cessos adaptatlvos r e h (11).
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