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Neste trabalho, um processo adaptativo de mininizacho de erro
através da relocacho dos nde no dominio {1] & aplicado na anslise
via MEF e a influéncia da otimizacko do modelo discreto na deter—
ainaclio de fatores de intensificacio de tensdes mediante o cdlcu
da integral J ¢ analisada para um disco em rotacio e uma membrana
fissurados. O estimador de erro descrito em {2) é utilizado como
base para relocacho dos nds ¢ os resultados sho discutidos.

ABSTRACT

In this paper, an adaptive process using remeshing {1] is applied
to FEM analysis and the influence of discrete domain optimization
in the evaluation of stress intensity factors by means of the J
integral calculation is analised for a cracked rotating disk and
a cracked mesbrane. The error estimator proposed in [2) is used
85 a basis for the remeshing and the results are discussed.

INTRODUGKD

A falha por propagacio de trinca ¢ us fendmeno problemético mo projeto
e anbdlise de materiais estruturais em muitos AMD da Engenharia. A
necessidade de obtengido de métodos que determinem de que maneira a pre
senca de fissuras Influl no comportamento do material levou ac desen-
volvimento da MecAnica da Fratura. Us dos métodos usados na solugho de
problemas de fraturs ¢ a utilizacho da integral J que desde a sua in-
trodugio levou ao desenvolvimento de ume série de novos procedimentos.

O uso da integral J conjuntamente com o método dos elementos finitos
na determinacho de fatores de intensificacio de tensBes comprovou ser
uma técnica simples e podeross. Tal técnica permite, apos a anhlise do
equilibrio, o estudo do problema atraves de uma integragho em caminhos
arbitririos envolvendo s ponta da fimsurs. Assim sendo, a siagularida-
de pode ser excluida do procedimento facilitando o calcule numérico
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dos partmetros relevantes. No entanto, s qualidade dos resultados nu-
méricos continua condicionada ao modelo discreto utilizado na andlise
via Método dos Elementos Finitos.

Nesse sentido, a utilizaclo de processos adaptativos de minizlzagho de
erro vem cumprir um papel de fundamental! lmportAncia, usa vez que me-
Inora sensivelmente a qualidade dos resultados da andlise via MEF.

A INTEGRAL J

Proposta em 1868 por Rice [3], a integral J independente do caminho
perajte analisar a propegacio de fissuras es léminas planas submetidas
a cargas de contorno na medida em que determina a forga associada 2 eg
ta propagacic wedlante uma integraghoc de linha sobre us caminho envol-
vendo o vértice da fissure. Knowles e Sternberg [4] evidenciam o con-
ceito de forga em singularidades associadas s defeitos, introduzido
por Eshelby {5) na antlise de corpos elasticos. Esses trabalhos podem
ser atualmente inseridos num contexto mais geral onde h4 grande inte-
resse por parte dos investigadores es integrajis independentes do ca-
minho ¢ lels de conservacho. Um exemplo disso é a extensfio dos con-
celitos mencionados ac tratamento de placas e cascas flssuradas, apre-
sentado na Ref. [6].

O grande ponto positive da utilizacso da integral J no cdlculo de fatg
res de intensificacio de tensdes se deve ao fato de que basta conhecer
o estado de tensdes do corpo com uma fissura de comprimento estabelec}i
do para se deterainar o decréscimo de energia potencial. Nio ¢ mais ne
cesséria, portanto, usa nova andlise do equilibrio para a determinacgho
de tal decréscimo. Agrega-se a-este fato a independéncia do caminho da
integral J, caracteristica que permite efetuar o cdlculo em regides su
ficientemente afastadas do vértice da fissura e onde as grandezas rele
vantes podea ser determinadas coe major precisio em andlises tanto
tedéricas como experimentais.

A lnte'gral J nada mais ¢ do que o decréscimo da energia potencial arma
zenada no corpc com relacho a ur incrementc infinitesimal da fissura e
é dada pela relagao (Fig. 1):

au
J":-J’r““"’fa— 1

onde I = ¢I - Vu'e ¢o tensor momento-energia e:

-
t

contorno envolvendo o vértice da fissurs;

base ortogonal (e1 coincldente com a direcio de propagacho da
fissura);

- densidade de energla de deformagio;

tensor gradiente do deslocamento;

- tensor de tensdes;

- vetor normsl] exterior ao contorno T;

- energia potencial;

-~ comprimento da fissura.

I-lﬂg‘

Desta forma, conclui-se que J pode ser interpretada como o fluxo do
tensor momento-energia ao longo do contorno I', na diregho e.. O fato
fluxo do tensor momento-energis se anular em torno de qualquer contor-
no fechado que nio envolva singularidade [S) permite provar a indepen-
déncia do caminho de J.
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Considerando que:

t=e¢n (2)
ﬁz' n.eid' (3)
du
" (e, W
pod T ever a eq.(1) nas forms:
Jee f {¢1 - Vo' o)n dr s
Yip
J= Ir [ to.c - on (Vule, ]d!' ()
du
J= [odx-t.—ar] o
Il‘ 2 ax‘

Esta ¢ltima expressio coincide com squela apresentada por Rice em {3].

ezL

Figura 1 : Caminho envolvendo o vértice da fissura

Para estado plano de tensBes, a relagho entre o fator de intensifica—
clo de tensdes ‘1 e J ¢ a seguinte [7]:

o

J = -t-_ (8)
onde E € o mbdulo de elasticidade do material.

REFINAMENTOS ADAPTATIVOS E IMPLEXENTACLD

Os processos adaptativos de otimizagio da malha consistem em, basica-
mente, encontrar a distribuigho dos erros no dominio mediante um esti-
mador de erro e utilizar usa técnica especiul para sinimizé~los. Uma
primeira idéia seria subdividir os elementos que tenhas ua erro consi-
derado grande de maneira a obter ums melhor discretizacko do dominio.
Esta aproximaco ¢ conhecida como o “método h" e se espera a convergén
cia para a solucho exata do problema matemitico se o processo de refi-
namento continuar indefinidamente (desconsiderando arredondamentos).
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Uma técnica diferente de refinamento da malha é o "método p”, onde a
ordem do polindmio de interpolaghio ¢ asumentada em elementos para os
quals o estimador de erro indica a necessidade de melhoria na solugho
de forma a garantir s precisho desejada. Outra alternativa, conhecida
como "método r*, consiste em melhorar wm dada malha através de mudan-
¢as na distribuicio dos elementos mantendo o mesmo (ou aproximadamente
© mesmo) némero de n4& e 0 mesmo tipo de elementos [8].

O modelo discreto definido sers responsavel pela introdugho de um erro
(de discretizacfo) no valor numérico determinado para a integral J. Re
sultados para malhas distintas, mesmo considerando-se que os calculos
para determinacdo do fator de intensificacio de tensdes envolvem deter
minacio de parfmetros fora da regifio de singularidade, s&o bastante
sensivels uo sodelo sdotado [8]. Ume forma de se obter uma melhors no
resultado mantendo o nimero de nds da salha inicial ¢é recorrer a um
processo r (“"remeshing”) de redefinicho adaptativa da localizagho dos
graus de llberdade no doainio.

Para um dado namero de graus de liberdade, a malha 6times é aquela em
que o erro de discretizacio & igual em todos os elementos. O programa
utilizado neste trabalho e descrito em [1] busca a equidistribuicdoc do
erro a partir do seguilnte slgoritmo:

1) Criar uma malha inicial e determinar as tensSes via MEF;

2) Baseado nas tensdes obtidas, obter uma estimativa do erro de discre
tizagao por elemento;

3) Se a distribuiglo dos erros estimados no passo 2 ¢ uniforme ou se o
liajite de ciclos ¢ alcancado, “parar; do contrario continuar;

4) Wtilizar os estimadores de erro para aumentar o didmetro dos elemep
tos com erro baixo e diminuir quando o erro for elevado;

5) Proceder uma nova anilise pelo MEF e retornar ao passo 2.

O estimador de erro usado no algoritmo é o proposto por Zienkiewcz e
Zhu (2], e o elemento & o triangular de 3 nés para problemas planos. A
antlise do equilibrio pelo Método dos Elementos Finitos & feita utili-
zando-se o Sistema de Desenvolvimento de Programas [10] como ambiente
de calculo.

O passo 4 ¢ realizado com cada n6 tendo sua posigho redefinida conside
rando o erro em todos o0s elementos que o contém. A nova disténcia do
nb em relagho ao centre de gravidade dos elementos é calculada levando
em conta o erro estimado, cuja Inversa funciona como um peso. Assim
sendo, elementos cos errc malor que a média terfo seus difimetros dimi-
nuidos e vice-versa.

Para se assegurar a integridade do dominio durante a relocagio, pode-
se restringir as novas coordenadas de ua dado n6 a uma curva (por exem
plo, pode-se forgar o né s ficar sempre em um arco de circulo definido
por ele e dols vizinhos e que delimite parte do contorno). Uma outrs
opclio ¢ se eliminar slguns nés do processo de relocagio (por exemplo,
nd& nos cantos).

A svaliacho feita no passo 3 quanto 4 qualidade dos resultados ¢ basey
da em uma medida da dispersho dos erros locals. No programa utilizado,
calcula-se um tndice de performance, [P, que ¢ dado por:
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aax e
P ——, $ = 1,2,...,0 9)

ain e

ondee‘ ¢ 0 erro estimedo no passe 2 para o5 N elementos do modelo.
Quando IP tende parm a unidade, indica convergéncia do processo. Os
critérios de parads s&o um limite para IP ¢ um pimero miximo de ciclos
(passo 3).

EXEMPLOS
Exemple 1 -~ Disco em rotugfo com fissures

Considerar o disco mostrado na Fig. 2 onde sfio dados:

t =1 =m a=9mm 2 p = 100 N/mm
r. =45 s E = 210000 N/mm
r.-m- v =023

Figure 2 : Disco em rotacio com fissuras

A simetris do problema permite modelar apemas a quarta parte do domi-
nio. A partir da salha com 82 graus de liberdade mostrada nma Fig. 3, o
cdlculo da integral J foi efetuado para os caminhos representados na
Fig.4.

Figoras 3 : Malha inicial (rg0)} - Disce
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Figura 4 : Caminhos para cflcule da imtegral J - Disco

En seguida, foram realizados 10 ciclos do processo adaptativo r com o
chklculo da integral J para os ciclos 5 ¢ 10 nos mesmos caminhos mostra
dos anteriormente. A Fig. 5 representa como 8 malha original se trans-
formou apés efetumdos os 10 ciclos do processo adaptativo r.

Figura S : Malha apdés 10 ciclos de r (r10) - Disce

Os resultadps sho apresentados na Tab. 1 onde o valor para o fator de
intensificacko de tensdes considerado como balizador para a obtencio
do erro ¢ Kx = 1520. de acordo com a Ref. [9].

CAMINHO ro rs

r10
KI Erro % ll Erro % K’ Erro %
1 163S5. 7.80 1615. 6.26 1596. 4.97
2 1466. |-3.55 1518. |-0.10 1491 1-1.94
3 1455. |-4. 1 1488. }-2.12 1492. |-1.86

Tabela 1 : Resultados para disco es rotacio cos fissuras
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Exemplo 2 - Mesbrana com fissura central submetida a traglio

Considerar a membrans wmostrsda na Fig. 6 onde sko dados:

-

=1 mm
40

2

L

goonly

e gll,
g

Figura 6 : Membrana coa fissurs central submetida a tragfio

Novamente a simetria do problema permite modelar apenas a quarta parte
do dominio. Foram feitas duas malhas inicliais para estudar o efeito da
discretizacdo na utilizagho do processo adaptativo r. A primeira ma-
l1ha, ou Malha I (Fig. 7), discretiza pouco a regifo onde ocorre a sin-
gularidade enquanto que a segunda malha, ou Melha II (Fig. 8), privi-
legia esta regifio sob o ponto de vista da discretizagho. A integral J
foi calculada nos caminhos representados na Fig. 8.

Figura 7 : Malha inicial I (rQ0) - Nembrana
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Figurs 8 : Malha inicial II (r0) - Membrana

=1

Figura 9 : Caminhes pare cdlcule da integral J - Membrena

Pars a Melha I, que envolve 142 graus de liberdade, foram realizados
15 ciclos do processo adaptativo r com o ctlculo da integral J para os
ciclos S, 10 e 15 nos mesmos caminhos mostrados anteriormente. Para a
Malha II (247 graus de liberdade) foram reallzados apenas 5 ciclos de
refinamento, findos os quais efetuou-se o ctlculo da integral J para
05 mesmos caminhos. As Figs. 10 e 11 representam ¢ as malhas 1 e II,
respectivanente apbs os ciclos 15 e §.

Figura 10 : MXalha I apés 15 ciclos de r {riS) - Membrana
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Figura 11 : Malha I1 apés S ciclos de r (r5) - Membrana

Os resultados sfo apresentados nas Tabs. 2 e 3 onde o valor para o fa-
tor de intensificacio de tensdes considerado como balizador para a ob-
tencéo do erro ¢ K' = S62.4 de acordo com a Ref. [7].

CAMINHO r0 rS rio ris

K! Erro X l, Erro % K' Erro % Kl Erro %

1 409.5 |-27.18| 443.4 |-21.15| 449.0 |-20.16| 452.2 |-19.58
2 403.5 |-28.25] 462.7 |-17.73| 483.6 }-14.01( 491.3 [-12.63
3 405.3 |-27.94| 453.8 |-19.30| 475.0 |-15.54} 486.4 [-13.51

Tabels 2 : Resultados para mesbrans com fizsura - Malha I

CAMINHO r0 r§

ll Erro %X ll Erro %

1 536.6 |-4.59 | 549.4 (-2.31

2 535.8 [-4.73 | 544.7 |-3. 14

3 §34.3 |-4.98 | 541.4 |-3.74

Tabela 3 : Resultedos para membrana com fissurs - Malha II
CONCLUSOES

Apesar de se ter empregado um elemento triangular planc de tensfo cong
tante que resulta bastante pobre na anslise de casos com singularida-
des como os apresentados neste trabalho, os exemplos analisados e os
resultados obtidos permitem extrair algumas conclusdes. Apesar de nio
consegulr representar muito bem as tensdes na regifo préoxime ao extre-
wo da fissura, os valores dos fatores de intensificagho de tensdes ca}l
culados mediante a integral J em caminhos escolhidos arbitrariamente
ndo diferem muito dos valores exatos, especialmente para o Exemplo 1 e
para a Malha 11 do Exemplo 2.
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Todos os valores obtidos para a integral J tendem a se aproximar dos
valores exatos na medida em que iniciamos © processo de relocagho dos
nds da malha original visando uniformizar a distribuicho dos erros nos
elementos. Com uma escolha adequad como pod ser conslideradas a ma-
Iha do Exemplo 1 ¢ a Malha I] do Exemplo 2, o método possibilita melbhg
rar os resultados da integral J e obter valores que pode-se conslderar
satisfatérios sob o ponto de vista de aplicagSes na Engenharia.

Deve ser obgervado que no casc de lminas fissuradas a relagho entre o
comprimento da fissura e a dimensio do dominio na mesma diregho (no
Exemplo 1 a mencionada relacho é de 1/5 e no Exemplo 2 é de 1/12) é wm
fator importante na definiclo de uma malha que permita obter bons re-
sultados e que durante o processo r, os diversos caminhos considerados
sko alterados, aproximando-se, na saloria dos casos, da singularidade.

No Exemplo 1, com uma salha de 82 graus de liberdade, obtiveram-se va-
lores para o fator de intensificagio de tensdes com erros de aproxima-
damente 3% e no Exemplo 2 somente com a Malha 11, com 247 graus de 1i-
berdade, alcangou-se erros da mesma ordem. Na Malba 1 do Exemplo 2,
com 142 graus de lliberdade, os erros superaram 10%.

O anterior pbe esm evidéncla gue a8 incerteza em se escolher uma malha
inicial, que resulta mals critica no caso de laminas, ou escolher ma-~
lhas com numero de graus de liberdade insuficientes para o grau de
aproximacio dese jado pode ser compensada pelo emprego conjunto de pro-
cessos adaptativos r e h {11].
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