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UN METODO APROXlMADO PARA EL ANALISIS DE FLUJO LAMINAR
Y ·TRANSFERENCIA DE CALOR EN CONDUCTOS

DE SECCION NORMAL COMPLICADA
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Instituto de MecAnica Aplicada

y Departamento de Ingenierla.
Universidad Nacional del Sur, 8000,Bahia Blanca, Argentina

Se present a un ~todo aproximado para el anAlisis de convecci6n forzada
en conductos de secci6n normal complicada. El enfoque se basa en la
simplificaci6n de la geometrla de interes y de las ecuaciones
gobernantes. De esta manera es posible determinar una soluci6n
analltica simple de la ecuaci6n de momentum mientras que la ecuaci6n de
energla se resuelve mediante el ~todo de Crank-Nicholson.

An approximate method for the analysis of forced convection in ducts of
complicated cross section is presented. The approach is based in the
simplification of the geometry of interest and the governing equations.
Then it is possible to determine a simple analytical solution of the
momentum equation while the energy equation is solved by means of the
Crank-Nicholson method.

Los modernos desarrollos de la tecnologia quimica y nuclear hacen del
problema de flujo laminar y transferencia de calor en conductos no
circulares un t6pico de considerable interes prActico.
Varias investigaciones sobre el tema han sido llevadas a cabo desde la
decada del 60 [1,2).
Si bien es posible obtener soluciones mediante m6todos puramente
numericos tales como Diferencias Finitas, Elementos Finitos y Elementos
de Contorno , resulta de utilidad el desarrollo de procedimientos que
sean ~s econ6micos desde el punto de vista computacional.
En el presente trabajo se presenta una metodolog1a aproximada
analltico-numerica para tratar el mencionado problema en conductos de
secci6n transversal de forma poligonal regular.
La tecnica se basa en la transformaci6n conforme del dominio real en un
clrculo unitario en otro plano. A posteriori, mediante la aplicaci6n
del ~todo de Kantorovich, en el plano transformado, se obtiene un
sistema diferencial simplificado en el cual se ha eliminado la variable
angular. Desde el mismo ee posible determinar una soluci6n analltica
del campo de velocidades del flujo , mientrae que para obtener el campo
termico se hace uso de un esquema en diferencias finitas tipo Crank-
Nicholson.Luego es fAcil determinar otras magnitudes de interes tales
como la temperatura de mezcla y el numero de Nusselt.
Esta metodologla es fAcil de programar en la computadora y brinda
resultados numericos de considerable precisi6n a juzgar por las
comparaciones efectuadas con algunas soluciones exactas disponibles.
Por otra parte el m6todo puede ser extendido para analizar conductos de
otras geometrl as, como aei tambien otras cuestiones tales como
conducci6n no lineal de calor en e6l1doe ,etc.



Sea el flujo laminar totalmente desarrollado en un
normal poligonal regular.
Las ecuaciones de momentum y energia
constantes y para un numero de Eckert
y despreciando el flujo axial de
transfer~nc1a de calor a traves de
expresarse como (2)

, para propiedades del fluido
pequeno con respecto a la unidad
calor en comparaci6n con la

la pared del conducto, p~eden
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donde u:velocidad, P:pres16n, ~:v1scosidad, p:densidad, T:temperatura

cp:calor especifico, k:conduct1v1dad termica y L(x,y)=0:relaci6n
func10nal que define el contorno pol1gonal regular (Figura 1).

El problema cons1ste en determ1nar u,T, y entonces otras cant1dades de
interes tales como el caudal, la temperatura de mezcla y el numero de
Nusselt.

Es posible transformar el dom1nio pol1gonal cons1derado en un circulo
unitar10 en el plano ~ aplicando la transformac16n conforme dada por la
funci6n (3)

10
w=x+1 y= f(~)= ap A-) OJ

~=O l+sj

donde ~=r e1& (0 <r <1) , ap es la apotema del poligono , As es una
constante para cada poligono (ver Apendice I), s es el numero de ejes
de simetria y loe coeficientes OJ se def1nen en forma recurs1va como

° =( __ 2__ j+1)
j s

2) se traneforman de acuerdo con (6) en
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Considerando el elevado grado de simetria del problema es razonable
supener que en el plano~, la dependencia de u y de T con respecto a la
variable angula~ 9 es muy debil. En consecuencia se postula

Para eliminar entonces la variable & en las ecuaciones (8) y (9) se
aplica el m6todo de Kantorovich [4].Para eeto se integran las
mencionadas ecuaciones con respecto a &.
Operando se llega al sistema diferencial aproximado expreeado en forma
adimeneional como

dF = 4 G(r)
dr

1 i1'" = G(r) F(r) .!!-..:P...-
r i1r i1t:.

2 10 2 2 j
G(r)= A. ~=o OJ r s

2 dPF= u I U U= ap (l5a,b)-:;n:l dZ

t:.= z k "'= T-Tt (15 c,d)2 To-TtP Cp U ap

De acuerdo con lae definiciones dadae anteriormente las condiciones
(3),(4) y (5) ee escriben de la eiguiente manera:

La eoluci6n de la ecuaci6n (12) con la condici6n de contorno (16 a) es
inmediata y viene dada per

2 10 2F(r)= 4 A. } OJ5'=0
1_r2ej+2

(2sj+2)2

Para determinar, a continuaci6n, la soluci6n de la ecuaci6n (13) se
aplica un esquema en Diferenciae Finitae tipo Crank-Nicholson [5] (ver
Apendice II).De esta manera la ecuaci6n (13) BS sustituida por

"'i-1 Ai,i-1 + "'i Ai,i + "'i+1 Ai,i+1=

"'i-1 Bi,i-1 + "'i Bi,i + "'1+1 Bi,i+1 (18)
donde

tf>i=tf> [(i-i) Ar,(] [ (1-1) b.r, t:. -b.t:,]4>i=4> (19a,b)
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1<i<=1/L>r.
diferenciae correepondiente a

indetermina.
debe coneideraree Ia condici6n

Eetae ecuacionee eon validae para
Para i=1, es decir la ecuaci6n en
dada por la expresi6n anterior se
Para salvar la indeterminaci6n
simetr1a

: ~ (O,t; )=0

lim (l/r) 8~/8r=
r-O

donde se ha hecho uso de la regIa de L-Hopital.
Coneecuentemente en , r=O, la ecuaci6n (13) puede expresarse como

2
2 .!!.1. (O,t; )=G(O)F{O) ~

8r2 8t;

donde las Ri-s se eval~an en t;-M;
Este esquema resulta incondicionalmente estable.

Una vez obtenidoe los campos de flujo y de temperatura ee determinan el
caudal, la temperatura de mezcla y el n~mero de Nueeeit.
El caudal ee define como

Q=ff u dA
A

La correepondiente expreei6n en el plano traneformado es
2rr

Q=f
o

1 2
f u I ~: I
o
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(27)

La temperatura de mezcla adimensional es definida de la siguiente
manera:

(HuT dA /Q) - T£
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Nu({ )= 2n Io
F G ¢-¢ dr=-- ""K{" r

¢m ¢m (31)

Las integraciones que figuran en los numeradores de (29) y (31) se
realizan en forma numerica , ya que la funci6n ¢ es~ definida en forma
discreta.

A los efectos de estudiar la precisi6n del presente enfoque se analiza
el caso de un conducto de secci6n normal cuadrada para el cual se
dispone de soluciones exactas conocidas. Para secciones transversales
con un numero mayor de ejes de simetria (s>4) la precisi6n debe mejorar
aun , debido a que las aproximaciones (10) y (11) se aproximan en
mayor medida a la realidad del problema.
En la Tabla I se muestran valores de un perfil de velocidad
determinados mediante a)la expresi6n (17) y b) la soluci6n exacta. Como
se aprecia la concordancia es muy buena.



TABLA I
Valores de la velocidad del flujo laminar en un conducto cuadrado para
y=O

r x/ap ulU
(1) (2)

0 0 1.178 1.178
0.2 0.215 1.132 1.131
0.4 0.430 0.992 0.989
0.6 0.639 0.759 0.741
0.8 0.832 0.432 0.400
1 1 0 0

(1): Presente enfoque
(2): Soluci6n exacta :

TABLA II
Valoree de ¢ en r=O para un conducto cuadrado con flujo
constante (F=l)

o
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
0.7
0.9
1.4

(1)

1
0.99
0.89
0.74
0.59
0.46
0.36
0.28
0.22
0.17
0.13
0.05
0.01
0.001

(2 )

1
0.99
0.90
0.74
0.59
0.46
0.36
0.28
0.22
0.17
0.13
0.05
0.01
0.001

(1) Preeente enfoque
(2) Soluci6n exacta:

so So

¢= 16 l l
. n:t,~ ''''''I~

En la Tabla II se muestra la evoluci6n de la temperatura en r=O para el
caso de flujo constante (F=l). Los preeentee reeultados coinciden
practicamente con los valoree exactos.
En la Tabla III pueden observarse, para Ie misma situaci6n, los
perfiles de temperatura en funci6n de x para y=O, ( =0.05,0.15,y 0.25.
Los resultados comparan favorablemente con los valoree exactos.
La Tabla IV present a valores del caudal para variae formas poligonales
obtenidos por medio de la expresi6n (27). Tambi~n se muestran en la
misma tabla valoree determinados mediante una formulaci6n exacta [6].
Loe reeultados obtenidos mediante ambos enfoques muestran excelente
concordancia.



TABLA III.-
Valoree de ¢ en func16n de x y de (para el caeo de un conducto
cuadrado con flujo conetante (F=l).

(1) (2)
x/ap ( =0.05 ( =0.15 I: =0.25 (=0.05 t:=0.15 ( =0.25

0 0.99 0.74 0.46 0.99 0.74 0.46
0.215 0.98 0.70 0.44 0.98 0.71 0.44
0.430 0.93 0.59 0.36 0.93 0.60 0.37
0.630 0.78 0.42 0.25 0.78 0.44 0.26
0.832 0.45 0.21 0.12 0.46 0.23 0.13

1 0 0 0 0 0 0
Tod08 loe valoree fueron calculadoe para y=O.
(1): Preeente enfoque (~(=0.001)
(2) :Soluc16n exacta

TABLA IV
Valoree adlmenelonalee del caudal (Q/2n ap2U) para conductos
de forma pollgonal con flujo laminar

Poll gono Expree16n (27)
Cuadrado (e=4) 0.353

Penta-gono (e=5) 0.312
Hexagono (e=6) 0.292
Hept3.gono (e=7) 0.280

Oct6gono (e=8) 0.273

0.3579

0.3138

TABLA V
Valoree de la temperatura de mezcla adlmenelonal Y del numero de
Nueeelt para un conducto cuadrado con flujo conetante (F=l)

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

0.760
0.685
0.630
0.584
0.546
0.406
0.243
0.148
0.090
0.055
0.033

0.787
0.706
0.647
0.599
0.559
0.413
0.245
0.149
0.091
0.055
0.034

(~=0.001,(l):Preeente enfoque
(2):Soluc16n exacta

f~ tw _n2(n2+m2)c/4
••. _64 ~ ~ e
¥' - 4 L. L. -2--2-----

m n C\.t,'\ P'tot'.~- n m

(1)

49.6
37.3
31. 7
28.6
26.5
21.9
19.9
19.7
19.7
19.7
19.7

50.8
37.9
32.3
29.1
27
22.1
20
19.7
19.7
19.7
19.7



La Tabla V presenta valores de la temperatura de mezcla adimensional
y del numero de Nusselt para un conducto cuadrado con flujo constante
(F=l).Los presentes resultados comparan favorablemente con la soluci6n
exacta.
Por au parte , la Tabla VI muestra valores de la temperatura de mezcla
y del numero de Nusselt , en funci6n de ( para un conducto de secci6n
hexagonal con flujo laminar. Todos los c~lculos se han efectuado
considerando N=10.

TABLA VI
Valores de la Temperatura de mezcla adimensional y del Numero de
Nusselt para un conducto hexagonal con flujo laminar
(.6.(=.001)

<Pm

0.850
0.771
0.709
0.657
0.611
0.438
0.233
0.125
0.067

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.1
0.2
0.3
0.4

20.4
16.4
14.7
13.7
13.0
11.8
11.5
11.5
11.5

Se ha presentado un procedimiento ana11tico-n~rico para la soluci6n
del problema de flujo laminar y transferencia de calor en conductos de
secci6n poligonal regular.
A juzgar por los experimentos n~ricos realizados la metodologla
brinda resultados de auficiente precisi6n desde el punto de vista
pr~ctico.
El metodo puede ser extendido para analizar otras geometrlas,tales como
conductos de secci6n circular corrugada,con tal de usar la funci6n de
transformaci6n conforme adecuada.
Por otra parte puede ser adapt ado para estudiar otros problemae como el
an~lisis del flujo transitorio en regiones de geome~rla complicada [7].
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APENDICE I
Valores de los coeficientes As

8

1.0219

APENDICE II
Operadores en diferencias finitas'utilizados

82", - .1-( "'1-1- 2 "'. +<p. +t "'._1-2 "'.+<P1+1 )8r2 - Ar2 + 22 Ar

.!!!P- = ~( ""+1- "'.-1 "'1+1- "'.-1 )+
8r 2 2 Ar 2 Ar

r
ap

x

s=


