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RESUMEN

Se presenta un método aproximado para el analisis de convecciédn forzada
en conductos de seccién normal complicada. El enfoque 8se basa en la
simplificacidén de 1la geométria de interés y de las ecuaciones
gobernantes. De esta manera es posible determinar una solucioén
anali tica simple de la ecuacién de momentum mientras que la ecuacién de
energia se resuelve mediante el método de Crank-Nicholson.

ABSTRACT

An approximate method for the analysis of forced convection in ducts of
complicated cross section is presented. The approach is based in the
simplification of the geometry of interest and the governing equations.
Then it is possible to determine a simple analytical solution of the
momentum equation while the energy equation is solved by means of the
Crank-Nicholson method.

INTRODUCCION

Los modernos desarrollos de la tecnologia quimica y nuclear hacen del
problema de flujo laminar y tranaferencia de calor en conductos no
circulares un tépico de considerable interés practico.

Varias investigaciones sobre el tema han sido llevadas a cabo desde 1la
decada del 60 [1,2].

Si bien es posible obtener soluciones mediante metodos puramente
numéricos tales como Diferencias Finitas, Elementoa Finitos y Elementos
de Contorno , resulta de utilidad el desarrollo de procedimientos que
sean mis econdmicos desde el punto de vista computacional.

En el presente trabajo ee presenta una metodologia aproximada
anali tico-numérica para tratar el mencionadoc problema en conductos de
seccién transversal de forme poligonal regular.

La técnica ee basa en la transformacién conforme del dominio real en un
circulo unitario en otro plano. A posteriori, mediante 1la aplicaciédn
del método de Kantorovich, en el plano transformado, se obtiene un
sistema diferencial simplificado en el cual se ha eliminado la variable
angular. Desde el miemo es posible determinar una solucién analitica
del campo de velocidades del flujo , mientras que para obtener el campo
térmico se hace uso de un esquema en diferencias finitas tipo Crank-
Nicholson.Luego es facil determinar otras magnitudes de interés tales
como la temperatura de mezcla y el ntmero de Nusselt.

Esta metodologia es ficil de pProgramar en la computadora y brinda
resultados numéricos de considerable precisién a Juzgar por las
comparaciones efectuadas con algunas soluciones exactas disponibles.
Por otra parte el método puede ser extendido para analizar conductos de
otras geometrias, como asi también otras cuestiones tales como
conduccién no lineal de calor en sdlidos yete.
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FORMULLACION DEL PROBLEMA

Sea el flujo laminar totalmente desarrollado en un conducto de seccidn
normal poligonal regular.

Las ecuaciones de momentum y energia , para propiedades del fluido
constantes y para un numero de Eckert pequefio con respecto a la unidad
y despreciando el flujo axial de calor en comparacién con la
transferencia de calor a través de la pared del conducto, puneden
expresarse como (2]

2 _ _dP 1
Viu = dz H (1)
2 . e cp u aT
vET = " ? z (2)
sujetas a las condicicnes
u=0 sobre L(x,y)=0 (3)
T=Ts sobre L(x,y)=0,2z>0 (4)
T=To z=0 (5)

donde u:velocidad, P:presién, p:viscosidad, p:densidad, T:temperatura
cp:calor especifico, k:conductividad térmica N4 L(x,y)=0:relacién
funcional que define el contorno poligonal regular (Figura 1).

El problema consiste en determinar u,T, y entonces otras cantidades de
interés tales como el caudal, la temperatura de mezcla y el numero de
Nusselt.

METODO DE SOLUCION

Es posible transformar el dominio poligonal considerado en wun circulo
unitario en el plano { aplicando la transformacién conforme dada por la
funcién (3]

tl+sd

1+8J
i®

donde fL=r e (0 <r <1) , ap es la apotema del poligono , As es una
constante para cada poligono (ver Apéndice I), s es el nimero de eJjes
de simetria y los coeficientes aJ se definen en forma recursiva como

10
wz=x+i y= £()= ap As ; oy (8)
=0

21 . eue o 2 43-1
ao=1 ; ou=-2/8 ; a:j-(—T J"'l)—d—' ,J>2 7)

Las ecuaciones (1) y ( 2) se transforman de acuerdo con (6) en

2

2 _ 4P| af 1

M Tl 7 (8)
2 cecpu | af |2acT
ve T = ‘

3z (8)
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Considerando el elevado grado de simetrfa del problema es razonable
suponer que en el plano {, la dependencia de u y de T con reepecto a la
variable angular & es muy débil. En consecuencia se postula

u= u(r) y T= T(r,z) (10,11)

Para eliminar entonces la variable ® en las ecuaciones (B) y (9) se
aplica el mé#todo de Kantorovich [4].Para esto se integran 1las
mencionadas ecuaciones con respecto a 9.

Operando se llega al sistema diferencial aproximado expresado en forma
adimensional como

42 + L .4 (12)
dr r dr
2% + L 22 -Gy F(ry 22 (13)
6r2 r é&r ag
donde 10
G(r)= A2 ; aZ p28d (14)
=0 'j
ap?  dpP
Fu /U ;U 15%7— e (15a,b)
(= 2k _ ;¢ ISR (15 c,d)

pcp U 892
De acuerdo con las definiciones dadas anteriormente las condiciones
(3),(4) v (6) se escriben de la siguiente manera:
F(1)=0 H ¢ (1,0)=0 H ¢ (r,0)=1 (16 a,b,c)

La solucién de la ecuacién (12) con la condicidén de contorno (16 a) es
inmediata y viene dada por

10 283+2
F(r)= 4 A z adz —1'—’1—2-— (17)
-0 (283+2)

Para determinar, a continuacién, la solucién de 1la ecuacioén (13) se
aplica un esquema en Diferencias Finitas tipo Crank-Nicholson (5] (ver
Apéndice II).De esta manera la ecuacién (13) es sustituida por

Pio1 By ag PPy AL ) AT

®3-1 By,s1 P By g @i,y By 4 (18)

donde

¢i=¢ [(i—l) Ar,(] N [ (i-1) Ar, (—A(] (19a,b)
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Ai,i—f% - 41(1-1) soAy T ‘1'G1F1—(ﬁTr)2 (19b,¢)
Ai,i+1='% + 4%1—1) i By 4 4= - ‘% _-%Tfll) (19¢,4d)
By, 1% 17 GFy ‘(%f‘)z DBy yaT - (19e.6)

Fi“"[(i'l)“‘] ; G1=G[(1-1)Ar] (19g,h)

Estas ecuaciones son vilidas para 1<i<=1/Ar.
Para i=1l, es decir la ecuacién en diferencias correspondiente a r=0
dada por la expresién anterior se indetermina.
Para salvar 1la indeterminacién debe considerarse 1la condicidén de

simetria
2 ¢ -
) (0,0)=0 (20)
luego
2
lin (i/r) op/or= 24— (21)
r—0 ar

donde se ha hecho uso de la regla de L Hopital.
Consecuentemente en , r=0, la ecuacién (13) puede expresarse como

2
2 224 (0,0)=6(0)F(0) 22— (22)
ar a

Discretizando (20) y (22) se llega a

2
o _(Ar) oy _ o3 .
¢1[2F1G1 v ]+2 ¢, =%, [zFlc;1 4 ]2:»2 ; (23)

El sistema (18-22) puede ser expresado como

N
§=1 Aj5 #y =Ry ;i=1,2,..,N=1/Ar (24)

donde las Ri“s se evaluan en [-Al
Este esquema resulta incondicionalmente estable.

Una vez obtenidos los campos de flujo y de temperatura se determinan el
caudal, la temperatura de mezcla y el numero de Nusselt.
El caudal se define como

Q={f u aa (25)
A
La correspondiente expresién en el plano transformado es
2r 1 2
df
= fu '_dt I r dr d® (26)

0 O
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Reemplazando (17) en esta ultima expresién se llega s

10 10 2 2
4 a “a
@=2n ap?0 A Y Y { 378 [ 1 _ 1 ]}
j=0 i=0 (283+2) (28i+1) 28(i+3)+4

(27)

La temperatura de mezcla adimensional es definida de 1la siguiente
manera:

(ffur aA /Q) - T1
A

@ = (28)
m To - T

Esta expresidén puede ser escrita en la forma

1 1
¢ (¢)=[¢FGrdr / [ FGrdr (29)
n 0 0

Finalmente, el numero de Nusselt se define como

| x ¢ s ds |
Nu= (30)

k (Tm - T1)

Esta expresién puede ser escrita convenientemente como

1

2n { 'Fa g rar 1
Nu({ )= 0 =2 J Fa -%%— r dr
0 .

®n L

AN

(31)

Las integraciones que figuran en los numeradores de (29) y (31) se
realizan en forma numérica , ya que la funcién ¢ estd definida en forma
discreta.

RESULTADOS NUMERICOS

A los efectos de estudiar la precisién del presente enfogque se analiza
el caso de un conducto de seccién normal cuadrada para el cual se
dispone de soluciones exactas conocidas. Para secciones transversales
con un numero mayor de ejes de simetria (s>4) la precisién debe mejorar
aun , debido a que las aproximaciones (10 ) y (11) =se aproximan en
mayor medida a la realidad del problema.

En 1la Tabla I se muestran valores de un perfil de velocidad
determinados mediante a)la expresién (17) y b) la solucién exacta. Como
se aprecia la concordancia es muy buena.
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TABLA I
Valores de la velocidad del flujo laminar en un conducto cuadrado para
y=0

r x/8p w/U
(1) (2)

0 o} 1.178 1.178

0.2 0.215 1.132 1.131

0.4 0.430 0.992 0.989

0.6 0.639 0.759 0.741

0.8 0.832 0.432 0.400

1 1 0 0

X nn mn
(1): Presente enfoque sen[(l+-;;)-zr—l sen[-jf]

250 32
(2): Solucidén exacta : iL:.i§_2 2 55
U n4 ans ity (n"+m")n m

TABLA 11
Valores de ¢ en r=0 para un conducto cuadrado con flujo
constante (F=1)

{ ¢

(1) 2)
0 1 1
0.05 0.99 0.99
0.1 0.89 0.90
0.15 0.74 0.74
0.2 0.59 0.59
0.25 0.48 0.46
0.3 0.386 0.36
0.35 0.28 0.28
0.4 0.22 0.22
0.45 0.17 0.17
0.5 0.13 0.13
0.7 0.05 0.05
0.9 0.01 0.01
1.4 0.001 0.001

(1) Presente enfoque
(2) Solucién exacta:

¥ P g (nfam® /4
¢= 162 = 5 sen [—IZE (1+—’;;)] sen[g—ﬂ(l-r—g—;)]
CAAY mers nmn

En la Tabla II se muestra la evolucién de la temperatura en r=0 para el
caso de flujo constante (F=1). Los presentes resultados coinciden
practicamente con los valores exactos.

En la Tabla III pueden observarse, para la misma situacidén, los
rerfiles de temperatura en funcién de =x para y=0, ¢ =0.05,0.15,y 0.25.
Los resultados comparan favorablemente con los valores exactos.

La Tabla IV presenta valores del caudal para varias formas poligonales
obtenidos por medio de la expresién (27). También se muestran en 1la
misma tabla valores determinados mediante una formulacién exacta [6].
Los resultados obtenidos mediante ambos enfoques muestran excelente
concordancia.
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TABLA III.-
Valores de ¢ en funcién de x y de { para el caso de un conducto
cuadrado con flujo constante (F=1).
(1) (2)
X/ap { =0.05 { =0.15 { =0.25 =0.05 {=0.15 { =0.25
o 0.99 0.74 0.46 0.99 0.74 0.46
0.215 0.98 0.70 0.44 0.98 0.71 0.44
0.430 0.93 0.59 0.36 0.93 0.60 0.37
0.630 0.78 0.42 0.25 0.78 0.44 0.26
0.832 0.45 0.21 0.12 0.46 0.23 0.13
1 [¢] 0 0 0 o) 0
Todo® los valores fueron calculados para y=0.
(1): Presente enfoque (A{=0.001)
(2) :Solucién exacta
TABLA IV 2
Valores adimensionales del caudal (Q/27 ap“U) para conductos
de forma poligonal con flujo laminar
Poligono Expresién (27) Solucién Exactal6]
Cuadrado (s=4) 0.353 0.35789
Pentagono (s=5) 0.312 0.3138
Hexagono (8=6) 0.292 0.2829
Heptagono (s=7) 0.280 0.2811
Octégono (8=8) 0.273 0.2700
TABLA V
Valores de la temperatura de mezcla adimensional y del ndmero de

Nusselt para un conducto cuadrado con flujo constante (F=1)

+m2)C /4

@ Nu

4 (1) (2) 1) (2)
0.01 0.760 0.787 49.6 50.8
0.02 0.685 0.706 37.3 37.9
0.03 0.630 0.647 31.7 32.3
0.04 0.584 0.599 28.6 29.1
0.05 0.546 0.559 28.5 27
0.1 0.406 0.413 21.9 22.1
0.2 0.243 0.245 19.9 20
0.3 0.148 0.149 19.7 19.7
0.4 0.080 0.091 19.7 19.7
0.5 0.055 0.055 19.7 19.7
0.6 0.033 0.034 19.7 19.7
(1):Presente enfoque (A[=0.001, ¢ :expresién (29),Nu:expresiodn (31))
(2):S0lucién exacta m

19 150 =12 (noam® 159 ¢
.64 e m(n4m )0 /4 . _ 64 g n +m3 —nz(n2

¢ - 2 2 i Nu=—5 z 2 ©

mn Aty meta N1 M n ¢m atdmeis N M
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La Tabla V presenta valores de la temperatura de mezcla adimensional
y del numero de Nusselt para un conducto cuadrado con flujo constante
(F=1).Los presentes resultados comparan favorablemente con la solucién
exacta.

Por su parte , la Tabla VI muestra valores de la temperatura de mezcla
y del namero de Nusselt , en funcién de { para un conducto de seccidn
hexagonal con flujo laminar. Todos los calculos se han efectuado
considerando N=10.

TABLA VI
Valores de la Temperatura de mezcla adimensional y del Nimero de
Nusselt para un conductc hexagonal con flujo laminar

(AL=.001)

4 ¢m Nu
0.01 0.850 20.4
0.02 0.771 16.4
0.03 0.708 14.7
0.04 0.657 13.7
0.05 0.611 13.0
0.1 0.438 11.8
0.2 0.233 11.5
0.3 0.125 11.5
0.4 0.067 11.5

CONCLUSIONES

Se ha presentado un procedimiento analitico-numérico para la solucién
del problema de flujo laminar y transferencia de calor en conductos de
seccion poligonal regular.

A juzgar por los experimentos numéricos realizados la metodologia
brinda resultados de suficiente precisién desde el punto de vista
practico.

El método puede ser extendido para analizar otras geometrias,tales como
conductoe de seccién circular corrugada,con tal de usar la funcién de
transformacién conforme adecuada.

Por otra parte puede ser adaptado para estudiar otros problemas como el
analisis del flujo transitorio en regiones de geometria complicada {7].
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APENDICE I
Valores de los coeficientes As

8 4 5 6 7 8

As  1.0787 1.0526 1.0376 1.0279 1.0219

APENDICE IIX
Operadores en diferencias finitae utilizados

82¢ - _l_[ P_” 2 PP . #_,"2 % Lt ]
0r2 2 Arz Ar2
% _ 1 [ Pies” Py . (P ¢n—1]
ar 2 2 Ar 2 Ar
% ¢ -9
¢ aL
Y
ap
X
S=0h

FIGURA 1. - Geometria Analizada




