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MODELOS DE TURBULENCIA Y SU IMPLEMENTACION
EN EL CODIGO DE ELEMENTOS FINITOS FANTOM

Marcela B. Goldschmit y Miguel A. Cavaliere
Ccntro de Invcstigacion Industrial, FUDETEC
Cordoba 3£0, (1054) Buenos Aires, Argentina

En este trabajo analizamos los modelos de turbulencia para f1ujo incompresible y aplicamos el
metodo de elementos finitos a tres modelos distintos: el modelo I (donde I es la longitud de
mezclado de Prandtl), el modelo k - L (donde k es la energia cinetica turbulenta) y el modelo k - <

(donde < es la velocidad de disipadon de energi a cinetica turbulenta). Usamos nuestro esquema
itemtivo (k - L)-predictor y «)-corrector para superar las dificultades numericas del modelo k - o.
Presentamos resultados computacionales para algunos problemas de f1ujoturbulento.

In the present paper we analyze turbulence models for incompressible flow and we applied the
finite element method of three models: the 1 model (where I is Prandtl's mixing length), the k - L
model (donde k is the turbulent kinetic energy) and the k-< model (where < is the turbulent energy
dissipation rate). We use our (k - L)-predictor / «)-corrector iterative scheme to overcome the
numerical difficulties of k - 0 model. We analyze computational results for a variety of turbulence
flow problems.

El f1ujo turbulento es el tipo de f1ujo viscoso que se encuentra con mayor frecuencia en 105

procesos industriales, se caracteriza pOl'presentar f1uctuaciones en las variables (veloddad, presion,
densidad, etc.) para un punto dado, originadas poria continua generacion y desplazamiento de
torbellinos. Un movimiento de f1uidoes descripto como turbulento si es rotacional, intcrmitentc,
altamente dcsordcnado, difu_~ivoy disipativo II-:~I.
EI modelado matemi,tico del f1ujo turbulento pOl' medio de las ecuaciones de Navier-Stokes
promediadas en el tiempo y el concepto de viscosidad de remolino fueron bien establecidos
pOl' Jones, Launder y Spalding 14-61. La principal dificultad de estos modelos es determinar
IlL viscosidad turbulenta 10 que hace necesario emplear modelos de turbulencia. En este trabajo
describimos tres modelos de turbulencia: I , k - L y k - <.

EI mas simple y a su vez de aplicaci6n muy redncida es el modelo de la longitud de mezclado de
Prandtl (modelo I) en el cual se usan f6rmulas empiricas para. el calculo de la longitud l.

La aplicacic,n de 105 modelos de turbulencia a geometrias complejas di6 origen a modelos en los que
se transporta alguna cantidad turbulenta. Uno de ellos es el modelo k - L que utiliza una ecuaci6n
de transporte para Ill. energia cinetica turbulenta (k), pero sigue necesitando una distribuci6n de
escala de longitudes L.

En aplicaciones industriales que involucran contorn os irregulares el modelo k - < [61 es el mns
usado. Este modelo requiere la soluci6n de dos ecuaciones diferenciales pm'ciales adicionales alas
de Navier-Stokes para la energia cinetica turbulenta (k) y su velocidad de disipaci6n (0).



Los modelos de turbulcncia k - L Y k - '- son validos en las regiones de flujo totalmente turbulento
y no represent an bien 10s efectos viscosos que se encuentran en las cercanias de los contornos
s(.lidos. Para superar este illl:onveniente sin usaI' un modelo ad-hoc y una excesiva discretizacion
en Ill.subco.pa laminar adoptiml0s el metodo de las fnnciones de pared 161.
Implementamos los modelos de turbnlencia en el clSdigo de elementos finitos para flujo de fluidos
viscosos incompresible, FANTOr..'1 [7-8[ y analizamos resultados computadonales.

Reynolds define 0.1 movimiento turbulento como aquel en que 10.5 magnitudes de flujo presentan una
variacion 0.1azar alrededor de sus valores medios y descompone cualquier propiedad instantanea,
t/> , en un valor medio 0 alisado de Ill.propiedad, ~,y un valor fluctuiLnte de Ill.propiedad, t/>',

- Ii'+<·t/> = - t/> dt
to ,

ApliciLndo 10.descomposicion a 10.5 ecuadones que representan un flujo viscoso incompresible
homogeneo, de densidad (p ) y viscosidad (/.) constantes, con ausencia de fuerzas externas y
en estado estacionario obtenemos las siguientes expresiones,

2. y -- 0 (2)

py. ~v -TI> - 2. g 2. (p v'v' ) (3)

g - 2 /. ~ ~ = !(~v + ~vT) (4)2 -

don de, y. es Ill.veloddad promedio y p es Ill.presion promedio.

Observamos que se necesita (:onocer el termino 2. . (pY.YJ con valores de 10.fluctuacion de
Ii, veloddad. POl' analogia con el flujo laminar 131 este termino es aproximado porIa densidad
de flujo turbulento de cantidad de movimiento, 2. . fL' , donde fL' es denominado tensor de
tensiones medio turbnlento 0 tensor de tensiones de Reynolds y es el responsable del intercambio
de momento entre la turbulencia y el flujo medio, modelado seglln Boussinesq como,

- 2 J" -=5 + ~ k I3 =
donde,

Jl' vi~cosidad de remolino 0 viscosidad turbulenta, no es una propiedad del fluido (como 10 es
Ill. viscosidad molecular J')' sino que depende fuertemente del estado de turbulenda, pOl'
10 tanto, es una propiedad de flujo. POl' analogia con la viscosidad molecular, donde Jl es
propordonal It la velocidad media y 0.1camino libre medio de las moleculas, se supone que 111.
viscosidad turbulento. es proporcional a 10. velocidad caracteristica del movimiento turbulento
(Ii) y a una longitud tipica de este movimiento (L), Jl' = P if L.

k energii\ cineticlt. turhulenta, k = v' 2 v'.

EI segundo termino It 10.derecha de Ill.ec.(5) es debido a que Ill.sumo. de las tensiones turbulentas
normales deben ser el doble de Ill. energia cinetica turhulenta. De manera que k puede ser
interpretada como una presion. Si reemplazamos In expresion de las tensiones de Reynolds en 10.
ecuaci{lIl de cantidad de movimiento y reemplazo.mos Ill.incognita presion estatica por P = p + 3 k,
Ilegamos 0.:



La turbulencia es un fen<'lmenotridimensional, tntnsitorio, no lineal cuyas caracteristicas
de f1ujo tienen lugar en escalas de longitudes pequeiias, del orden de 10-3 veees menor que el
dominio de flujo [11. Podriamos apliear las ecuac:iones de Navier-Stokes en variables instantaneas
en esta escala, pero necesitariamos compntadoras de gran tamalio para modelar numericamente
un problema industrial (sistemas de aproximadamente 109 nodos a modelar). Por ello, necesitamos
elllplear moddos de turbulencia basados en usar la ecuacion de Navier-Stokes prolllediada en el
tiempo, Ecs. (2) y (6), Y un conjunto de ecuaciones 0 relaciones que nos permitan representar
Ia viscosidad de remolino. Como define W. Rodi [1J: "Un modelo de turbulencia es definido
como un conjunto de ecuaciones (algebraicas 0 diJerenciales) las cuales determinan los terminos
de tmnsporte turbulento en las ecttaciones de fiujo media y asi cierran el sistema de ecuaciones a
llI.ode/ar. EI modelo de tnrbnlencia no simttla los detalle,~ del movimiento turbulento .9ino el eJecto
de la t/J.rbnlcncia sobre el comportamiento del fiujo med'io'" .

Existen varios 1110delosde turbulencia en la literatura entre ellos en este trabajo describirel110sel
colllportamiento de: un modelo ad-hoc 0 modelo de la ecuacion cero (lllodelo I), un modelo de
una ecuacion (modelo k - L) Y un modelo de dos ecnac:iones (modelo k - <). Esta clasific'lcion de
los lllodelos depende de las eellaeiones de transporte (ninguna, una 0 dos) a resolver en conjunto
con las eeuac:iones (2) y (6).

Este modelo relac:iona el tensor de tensiones de Reynolds tlnicamente con la distribuc:ion del flujo
medio en cad a punto. Es decir, implicitalllente asume que la turbuleneia es disipada donde se
gener.t y no existe transporte de turbulenci'l. Considerando flujo de corte con una sola tension
turbnlenta (v~ v~) y nna sola (:omponente del gradiente de velocidad ( ~ ) significativa, Prandtl
postnlo que Ill. veloc:it\;td cant(,terlstica del Illovimiento flnctnante (Ii) es igual al gradiente de
Ill. veloc:idad media por la longitnd de lllezclado del movimiento (I), por 10 tanto, modelamos la
viscosidad de remolino 1'or:

t 21 Dv% I!' = pi -ay

Podemos aplicar este lllodelo con exito a ftujos simples donde la longitud de mezelado I pnede ser
cakulada con f6rmnlas empiricas.

Fueron pensados pant snperar las defic:iencias de la hipotesis de la longitud de l11ezelado. Un
l)1tSOimportante en el desarrollo fue abandonar la relaei6n directa entre la escala de veloc:idaddel
movimiento flnctuante y los gradientes de velocidad media y en su lugar determinar esta escala
a partir de una ecuacion de transporte. La energia cinetica turbulenta (k), es una medida de la
intensidad de turbulencia y ,fk es una c:antidad que puede caracterizar la escala de velocidades
del flujo turbulento. Por ello, Kolmogorov, Prandtl y Emmons propusieron independientemellte
la siguiente relacion para la viscosidad de remolino,

[
!" ] • _ C" k2

P Y . SLk = SL· (- + I') SLk + 2 I' ~: Vv - p '-.\
Uk -!' P

Como caso pltrticular en flujo de corte podemos recuperar el modelo de longitud de mezclado,
despreciando los terminos conve(,tivo y difusiv(l en III e<:, (9), de mllnera. que en un Jlllnto dado la
produccion sea igual a la destruccion de energia cinetica tnrbulenta,
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que es la f6rmula de la viscosidad de remoliuo para el modelo de longitud de mezclado. Las escalas
de longitud quedan relaeiolladas pOl', I = [C~] t L.
La mayor deficieneia del modelo de energi~~cinetica turbulenta (k - L) es que necesitamos proponer
una distribuci6n de escala de longitudes (L) como en los modelos "ad-hoc".

La tendencia en flujo turbulento fue desarrollar modelos donde adem/ISde transportal' la escala de
veloeidades del movimiento f1uctuante tambien se determine la escala de longitudes a partir de una
eeuaei6n de transporte, siempre dentro de la hip6tesis de Prandtl de viscosidad de remolino. Se
eomprendeni que no es neeesario que la ecuaei6n de trllnsporte tenga eomo variable dependiente
a la escala de longitudes L propiamente dicha. Cualquier relaci6n de la forma z = k'" L" podria
ser adopt ada como variable independiente, ya que k es conocida al resolver su propia ecuaci6n. La
variable z preferida normalmente es la vdocidad de disipacion de energia cinetiCCL tLLrblllenta (0),
quien realmente es la velocidad de transfereneia de energia turbnlenta desde remolinos gran des a
rernolinos pequeIios [2), 0 = ~ '\lv' : '\lv'.

En el modelo k - 0 modelamos la viscosidad de remolino como,

C,• k2
p.' = p--

o

tenemos que resolver la ecuaci6n de transporte de k (Ec. (9»)y la ecuacion de transporte de 0

que puede ser dedueida a partir de la ecuadon de Navier-Stokes,

2 [(~ + .11) 2< ] + p 2 C,• C, k ~: '\lv

Los valores de las constantes empmeas que aparecen en las ecuaeiones fueron obtenidas pOl'
Launder y Spalding [6], Ct = 1.44 ; C2 = 1.92 ; C,• = 0.09 ; (TO = 1.0 ; (T. = 1.3.

Generalmente, los modelos de tmbuleneia no representan bien el comportamiento del flujo en las
vecindades de los hordes s6lillos (subcapa laminar) donde el transporte molecular (efectos viscosos)
es importante. En este trabajo adoptamos usar el mhodo de las fu.lIciones de pared [6) donde no
es uecesario integral' 1<\8 ecua.dones del rnodelo turbulento en la zona de la suhcapa laminar, y
desplazamos el contorno de la malla uua distancia pequelia (~) dentro del fluido a una zona donde
podemos asumir el flujo total mente turbulento, Fig. 1, 16,9-1:3]. La regi6n de la subcapa viscosa
( 0:::;1/ :::; ~) esta en equilihrio local, tal que la tension de corte (T,,) es constante y la velocidad
tlLngencial (paralela a la pared) (Up) en un pUlltO f' estlLrelaeionada a la velocidad de friccion
(u.) pOl' las leyes logaritmieas en la pared,

III E U.~ + C
~ /1

donde,
E : es una fundon de la rugOSillad lie la pared.

Genendmcnte, E = !) para paredes suaves.
~ : es la constante de von Karman, ~ = 0.4

C : es lIna constante, C = 5.5

U. : es ltl velocilhld de fric:cion, u. = I~I~



Con la velocidad en el punto P calculamos iter.ttivamente por el metodo de Newton Raphson la
veloeidad de fric,cioll,y aplicamos como condici6n de contOr!lOen el nodo mlts cercano a la pared
(punto p):

llltegramos las ecuaciones difereneiales en el dominio a modelar por el metodo de elementos finitos
de Galerkin standard [14-1.5] y linealizamos cada ecuacion por un esquema de Newton-Raphson.
Reemplazamos la presi6n P de la ec. (6) por una penalizacion de la condieion de incompresibilidad
(ee. (2)), [1.5-18J. Discretizamos el termino convectivo de la forma de un operador trilineal el
cual cumple COillas eondieiolles de existencia y unicidad, [8,19]. Debido a que la expresion de la
viscosidad de remolino en el modelo I es una funcion explicita de la veloeidad, al termino difusivo
en didlO modelo 10 hemos linealizado completamente para acelerar la convergencia.

Por la definicion de la energia cinetiea turbulenta y su disipacio;1 los valores de k y e son
cantidades estrictamente positiVI's [11,20]. Algunas veces en el proceso iterativo nos han aparecido
valores de k 0 e negativos hemos evitado este problema con un buen conjunto de condiciones
iniciales para las variables y , k , e, estrategias similares han sido usadas ampliamente en la
bibliografia, [10-11,21-221.

Flujo totalmente desarrollado entre placas paralelas

EI primer ejemplo analizado es pam ftujo totalmente desarrolJado entre dos placas paralelas (flujo
de corte), ver Fig. 2, [4,10-11,1:3,2:3-281.

Partiendo del concepto de viscosidad de remolino y de la hipotesis de longitud de mezclado de
Prandtl se derivan las lIamadas leyes universales de velocidades y de friccion, [29].

~ = 1.25 In (Re...'A) - 1.2'; 1,,4 + J..) Re = P Vtn h
J.L

De la ley de friceion calculamos el gradiente de presiones a aplicar como condicion de contorno
para Ull \Illmero de Reynolds dato,

2 Tw

h

llonde v'" es la velocidad media del ftujo turhulento.

(E) P= PI ~ V. 8k 8< 0-0 .!' 8i 8i(el
~ 8k II<(S) P= P2 V. 8i 8i 0

(El (5l
(P) v% = up v. 0 k = kp; ; ; e = ep

(Pl (C) ~ = v. -- 8k = 8. = 08i 8i
I p = I ; JJ. = I ; " = I ; L = I Re ';0000

/ / / / / / / /
Fig. 2 - Geometria y condiciones de horde.

Aproximn.mos la longitud de mezc!ado, I, para flujo desarrollado en canales y cmierias con las
f6rll1ulas de J. Nikuri'dse, [1,291.

I = ~ (0.14 _ 0.08 (I _.!!-)2 _ 0.06 (I _.!!-)4]
2 hP ~2



Ell la Tabla 1 rnostrarnos algullos det'alles de los resultados de los tres rnodelos de turbulencia,
para elementos lineales y cuadniticos. Notar que como resultado obtenemos un flujo paralelo a
las paredes del canal, pues I~:'(?~~I < 6.5E - 6 .

Modelo ():.ndicion Elementos Iteraciones: Vol: c. c. Ivr_ •• 1 k c.c. £ e.c.

illicial

I y=o lineales 12 56840.56 0.30

I y=o cuadn\licoil: 12 57140.85 0.36

k-L y=o ; k= 1 lineales I:l 56398.I:l 0.004 0.424£+7

k-L y=o ; k= 1 cuadril.ticoii 9 55967.12 0.25 0.437E+7

k-e resultad.;.s de k - L lineales 40 5.1744.13 0.012 0.552£+7 0.197EII

k-e resultados de k - L cuadraticos 44 55028.02 0.25 0.5I1E+7 O.I96EII

En Ia Fig. 3 mostramos los resultados de veloddades y viscosidad turbulenta para los modelos
I ; k - L ; k - e cuando usamos elementos cuadd,ticos.
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Fig. 4 • Proceso iterativo de los diferentes modelos.

Podemos observar una convergenda super lineal (Fig. 4-a) del proceso iterativo en el modelo I
debido a que en el sistema a resolver en este caso s610intervienen las ecuaciones de Navier-Stokes,
en las cuales realizamos una linealizaci6n del termino difusivo. En los modelos k - L Y k - •
(Figs. 4-b y 4-c) obtcncmos una convergencia del tipo lineal en las normas L2 de las diferellcias
de veloddades, k 0 •.



Flujo entre placas paralelas

EI segundo ejemplo que analizamos es nil flujo ineompresible desarrollitndose entre dos placas
paralelas lisas separadas una dist'U1eia It [27,:lO-:l1j. Asumimos un ('!Lnalinfinitamente ancho (flujo
medio bidimensional) y estado estaeionario, ver Fig .. 5.

(Ell -~::---l:'I~
I t.

/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-/-/~

Fig. 5 - Geometria y condiciones de borde.

En el modelo k-L la distribuei6n de L corresponde a una situacion de flujo desarrollado. No hemos
experimentado con el modelo I en este ejemplo porque la hip6tesis de p.' funcil'lIl de la longitud de
mezclado de flujo desarrolllldo constituye una aproximaci6n excesinL.

T = Tw ii. = 0 k kp

~ ii. = ok a, 0Fy Fy

; I' = 1 ; h = 1 ; L IOh U

Modelo lterudoll~s Vzc.c. sulida kc.c. salida ec.c. salida p.'c.c. salida

k-L 99 53153.84 0.457E+7 82.01

k-e 100 5:104G.99 0.544E+7 0.213E+lJ 125.28

-''''~f~~~'1~-::...-
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(a) I\lodelo k - L (b) Modelo k - e
Fig. 7 - Proceso iterativo de las funciones de pared en el punto % = 4,75.

En la Fig. 6 analizamos las variaciones de Ias funciones de pared a 10 largo del canal, las pequeiias
osc.ilaciones IIIll.so.lid{1del c,lllal demuestmn no lUther nlcanzado el flujo desarrollado. En In entrada
del canal observamos una dispersion de las fnnciones de pared provocadas por las condiciones de



borde c.()nstantes consideradas en este ejemplo. Adema.~en las primeras iteraciones enc.()ntramos
una gran variacion en Ins funciones de pared, vel' Fig. 7.

Flujo en una expansion abrupta

EI fiujo sobre una expansion abrupta no simetrica (Fig. 8) es uno de los mas sencillos fiujos de
separacion que podemos analizar 113,21-22,31-351. La ubicacion del punto de estancamiento del
fin de la zona de recirculacion es un excelente test para validaI' \111 modelo de turbulencia.

Para este ejemplo utilizamos solo el modelo k - e y pOl' las dificultades encontradas para su
convergencia implementamos en FANTOM un esquema iterativo (k - L)-predictor / (e)-c.()rrector,
cuyo algoritmo esta. descripto en nuestra Ref. [361.
En la Fig. 8 mostramos nuestros resultados para un ReI. = 44000 (basado en la longitud h
del escAlon y la velocidad media a la entrada). La longitud de recirculacion (%R) obtenida es de
7.3911 que concuerda muy bien con la obtenida experimental mente pOl' Kim, Kline y Johnston
(%R = 7h :l:: Ih) [37].

(E) -7 ~l~ ~
v/H HI z...;••~x.

(E) {v", , k ,e fiujo totalmente desarrollado en un canal
v. = 0 con ReH = 44000

(8) { i1: = v. = 0

~= t=o
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y/H
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·1'"
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;J b1 k/(Uo.Uo)

~"'I
~M'

yl'"

-5 '0 '5 20
./",

(c) Perfiles de k

Fig. 8 - Comparaci6n entre resultados numerieos y medieiones experimelltales [371.



En este trabajo analizamos y comparamos tres modelos de turbulencia (I, k-L, k-e) y presentamos
algunas caraderisticas y dificultades elJ(,ontradas en su modelizacion. Los ejemplos numericos
analizados indican un comportamiento I'Obusto de los esqllemas iterativos adoptados.
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