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RESUMEN

Son obtenidas soluciones asintéticas de la ecuacién eliptica de Berkhoff(1972), mediante
los procedimientos de la B-Transformada de Fourier, y la teoria de Maslov.

ABSTRACT

Are obtained asymptotic solutions of the eliptic Berkhoff's equation (1972) by means
of the procedures of §-Fourier Transformation and the Theory of Maslov.

LINTRODUCCION

La descripcién del fenémeno de la transformacién del oleaje, debido a la influencia
del fondo marino con fines ingenieriles, ha sido un aspecto decisivo en la evolucién de
los métodos de célculo. Ito & Tanimoto(1972) y Copeland(1985){10] sugirieron que
el problema de refraccién y difraccién puede ser resuelto como un problema de valores
frontera e iniciales. Desde el punto de vista de la dptica geométrica, este enfoque ha sido
desarrollado por Ebersole(1985), considerando como variable independiente el 4ngulo de
propagacién , Lo, Tayfun y Raiad(1988); extendieron este procedimiento al ambiente de
corrientes, y mds recientemente, Rivero y Arcilla(1993)[11] lo aplicaron, incluyendo los
términos de orden superior y los efectos de disipacién por rotura.

Con el empleo de la transformada de Fourier, y las técnicas de separacién del campo
de oleaje incidente y reflejado, Dalrymple y Kirby (1988-1993){3-6] han desarrollado el
modelo del espectro angular, como solucién del problema de valores frontera-inicial para
la ecuacién de Berkhoff(1972){1).

Mediante el presente trabajo, se obtienen expresiones asintdticas como solucién del
problema de valores frontera-inicial para la ecuacién de Berkhoff(1972); tanto empleando
representaciones integrales, como locales, en dependencxa de la irregularidad del fondo
en la direccién transversal.
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ILLECUACIONES QUE GOBIERNAN
El problema de valores frontera-inicial para el modelo eliptico de la ecuacién de re-
fraccién - difraccién de Berkhoff(1972) consiste en:
Encontrar las funciones reales ¢ y S(x,y), como solucién de la ecuacién

V;.(CCgV¢)+k2CCg¢ =0 (1)

y sujetas a la condicién de frontera-inicial sobre una curva I' del plano xy

¥z, y)= ¢o(z,y) - expiSo(z,y) (2)

Aquijg = ¢(z,y) es el valor del potencial de velocidades en la superficie media, 2 = 0,
tal que el potencial total viene dado por

coshlk(h + z)]

cosh[kh] exp(—iw?) (3)

®(z,y,2,t)= ¢(z,y)

donde C'= % y C, = fiC son las celeridades de fase y de grupo, respectivamente, las
cuales, se relacionan con la frecuencia w, y el nimero de onda &, mediante la conocida
relacién de dispersién w? = gktanh(kh) y el coeficiente de shoaling 7
Hemos tomado un sistema de coordenadas rectilineo OXYZ, con el origen de coorde-
nadas situado en aguas profundas. El eje OX denota la direccidn principal de avance
de la onda, y el eje OY la direccién transversal. Referido a este sistema h=h(x,y) > 0
representa la superficie del fondo y T' una curva suave en el plano xy.
En presencia de rompiente, la ecuacién (1) se modifica como sigue[10]

Wk

Va(CC, V) + CCy(k* + e
g

)¢ =0 4)

donde W= W, — iW;(W, > 0) representa el coeficiente de amortigiiamiento,
Expresemos la ecuacién (1) y (4) en forma adimensional, mediante la introduccién del
parametro grande 8 = ko,v/I1L; > 1, si Ly, L, representan distancias caracteristicas
de la no homogeneidad del fondo en el plano horizontal y k, el nimero de onda tipico.
Mediante las relaciones z = ¢’ - /L1 Ly, y = y' - VITLyik(z,y) = F(z',y') - ko la
ecuaciones (1) y (4) adoptan respectivamente, la forma adimensional(prescindiendo de
las primas):

Vi(CCy-Vé)+ B2k - CCy-¢=10 (5)
Vi(CC,y- V@) + B2 - CC, (K + ’Z/k) - $=10 (6)
g

III.ASINTOTICA POR LA -TRANSFORMADA DE FOURIER
Elprocedimiento mediante la A-transformada de Fourier est basado en la introduccién
de escalas en integrales tipo Fourier con el pardmetro grande 4.

K@) o= [ explif (8 (e,k) + byuldz, by, 70k,

= Fy [¢(z, k,, 7" exp (i85 (2, by)] (7
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donde ¢ es una funcién infinitamente diferenciable ¥ con soporte compacto en una regién
acotada (2 del plano (z, ky). Denominamos a - “amplitud transformada”, y admitamos

que @ se desarrolla en una serie asintética del parametro (iﬂ)-l, tal que :
o~ (I8 iz, ky) ®
] .

Los términos ¢, 1=0,1,2,,..,se determinan mediante un procedimiento de “matching” en
funcién de las potencias de (i3).

contornos rectos y paralelos.
La solucién de la ecuacién (5) para un dominio infinitamente amplio donde la profun-
didad sélo varia en la direccién de 0OX, es construida tomando

¢ = K(Q)(wo + (i) ¢1) 9

de lo cual se deriva las ecuaciones nildimensionales siguientes para la fase § y la amplitud
transformada:

95
GoF + K~ B(z) = 0 (10)
dp,. 05,  o(cCc,B
20y (22 (32) + Xz, _
(11)
dp1. 0% a(cc,as a(cC, 2
200 (52)-(5)) + Sptily, = - ACGE) (12

Para "= {(0,y),y € R }, la aproximacidn inicial de ¢ (in coordendas dimensionales)
para los modos progresivos adopta la forma:

S =50 [ w0 k) Ky Kool [R5 a4 balie k)

(13)
donde sopf C  y K, y K, denotan los coeficientes de “shoaling” y de refraccién,
respectivamente, dados por las expresiones siguientes

. _ €Ty, . Y-k
Ky=Y—290 g ¥V 7 ¥ (14)
e, +fp2 _ k2

Si la profundidad es constante, la ecuacién (13) se reduce a la expresién

$o) =52 [ eplin O K + K0k (o k) dhy (15)

y en este caso ¢; = 0 en . La aproximacién inicial obtenida se corresponde con
la férmula derivada por Dalrymple & Kirby en [6]. La solucidn para ¢; contiene la
influencia de la curvatura de la amplitud transformada ,, de acuerdo con la ecuacién
(12). )
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batimetria real con una pequeiia heterogeneidad lateral

Basado en las definiciones de p(z,y) = CCy y b= /P9, la ecuacion de mild-slope (8),
se puede expresar como la ecuacién de Hemholtz [5-6 ].

A%+ BK2$=0 (16)
donde ,
v,/CC
K2=k(z,9) - — (17)

J/CC,

Promediando K2 en la direccién lateral, la pequefia desviacién lateral puede ser dada
mediante la igiialdad{6]
-2
v=1l— == . (18)
K2
Tomando v pequefia , o sea, 0 < v < 1, se garantiza la no existencia de puntos de giro.
Usando (18) la ecuacién (16) se escribe como

A?3+ BPK2(1 - v)=10 (19)
Sea ¢ = Fp(a), aplicando Fj en la ecuacién (19) y proponiendo

3z, ky) = p(z, ky) exp (iBS(z, ky))

se obtiene la fase para los modos progresivos

5z, k))=+ / V&~ k2)dt (20)
o
y la ecuacién de transporte(sin los términos de orden superior)
. N -y 3} s 2 s N Ara-

GB) 2V (K* - kg)a—: +(V (K2 = 2)) 9] +K* exp (~ifS)- Fa(vé) = O(87%) (21)
Sustituyendo ¢(z,ky) = g(x,ky)exp(—iﬂg(x, k,)) en (21) y haciendo un cambio de
variables en x, se tiene la ecuacién (21) en coordenadas dimensionales

N .
d = VE —Ly'¢_2\/1’2 k2 2.y/K? - k2
K? — k2 K ~ k2

Esta ecuacién de transporte se corresponde con la obtenida por Dalrymple & Kirby ,
en [4,{59}].

r2 JU—
( K-k 3 _ K?. F(ve)

(22)




R. Bonet Chaple, M. Storti

453

disipacidn de ondas cortas

La solucién de la ecuacién (6) con la fase real, para

_ 40, si0<z<zp
W= {W,., sizg < z. (23)

¥ ¢0(0,y) constante, sujeta a la condicién inicial

¢(1? y)= ¢0(Ovy) + exp iSo(zv y) (24)

se obtiene multiplicando bajo el signo integral en (13) por el término,

z W, ‘
sz exp | — - dt | - 6 (ky — (ky), 25
¢ p( /mmcg\/kz(t)_k; ,) (ks ~ (Ky),) (25)

donde zp es el punto de la primera rompiente; y (k,), el modo transversal generado
por un sdlo tren de ondas.

IV.ASINTOTICA DE MASLOV EN EL ESPACIO X,KY

En esta seccién seleccionamos el potencial reducido ¢(z,y) en la forma

#(z, y)=\/g/}; exp [i (5(1’7 ky) + kyy)}f"(xy ky)dky (26)

Esta representacion en el espacio (z, ky ) ha sido desarrollada por Maslov(8,9], mediante
la teoria del operador candnico y empleada por Zhevandrov{16], en la fundamentacién
tedrica de la solucién del problema de Cauchy-Poisson para la propagacién de ondas
no estacionarias en el mar. Recientemente, Tromp & Dahlen(1993) [12-13], basado
en principios variacionales, han aplicado representaciones de esta forma para describir
la propagacién de ondas superficiales sobre un modelo de la tierra lateralmente hete-
rogéneo.

La solucién asintética dada en (26), contiene una ‘integral’ oscilatoria (ansloga a la
dada en (7)); segin la componente y del nimero de onda (k,); la cual ‘integra’ a lo
largo de las trayectorias del sistema Hamiltoniano H(z,y*, k). La expresién ;X'r, ky)
es la transformada parcial de Legendre [8,12] de la fase S(x,y), y se cumple la relacién

S(z,y, ky) =z, ky) + kyy=5(z,y") + ky (v — v*) (27)

donde y = y*(z, k,) es la ecuacién de los puntos estacionarios de la fase S(z,y, ky).

La relacién planteada en (27) posibilita la sumacidn de (26), en la vecindad de los
cdusticos, a lo largo de trayectorias cldsicas vecinas, obtenidas por la via de la dptica
geométrica[2].

Sustituyendo (26) en la ecuacién de ‘mild-slope’(5), agrupando convenientemente los
términos en potencias de (i) ', v desarrollando todos los coeficientes en serie de Taylor,
alrededor de los puntos estacionarios y =y*(z, k), se obtiene la ecuacién eiconal

Ko(z,y™) + k) = K (zy7) (28)
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y la ecuacién de transporte en las variables x,k;

-\ 02 ak’gz,!‘ ) .
8(e?CCy(z, yks(z,y) | HCC(=V)FTTH) ([, 8(CCy(=z ) 2 _
+ + { ky w* =0
Oz Ok, Oy

(29)
La ecuacién de transporte (29) en el espacio (z, ky) se ha obtenido truncando el desa-
rrollo de las potencias de (iﬂ)—l, en el término de primer orden.
Las ecuaciones de los rayos deducidas de (28) pueden ser escritas

dx
—_—= 30
ds k . (30)
dk
—= 31
7. = VK (31)
sujeta a las condiciones iniciales
X(0)= (z0,,) ,K(0)=VS, (32)

Empleando las ecuaciones de Hamilton (30-31) la ecuacién (29) puede expresarse de la
manera siguiente

d(e%C,) . , 185 8k LA(CCHY 5
=t (97Cy) - divey, %2 3y +(Ly 5 )¢ =0 (32)

Basado en el lema de Smirnov(1964){12] escribimos la igiialdad

. 185 k) dinJ.y,
dive x, (758_:’ a) =TI (33)

donde J x, es el jacobiano de la transformacién A : (z,ky) — (s,7), ¥ (s,7) denota la
posicién y densidad de los rayos en el espacio mixto (z, k). Sustituyendo (33) en (32),
se tiene la solucién de (29) en el espacio (z, k).

Jo. \} 1 g+ O(n (&)
#9(3)=S9(0)Ka(x,y‘)<J":'> exp (——2—1/0 ky-_.a<—yk)_d-r> (34)

IRy

La representacién (26) con la fase S(z,y, k,) dada mediante la relacién (27) y la amplitud
transformada ¢(z, ky) dada en (34) constituye la solucién de la ecuacién de Berkhoff(5)
en el espacio (z, ky). Tal solucién en la vecindad de una ciustica es compatibilizada con
la férmula asintética obtenida por la via de la éptica geométrica

¢(z,y)=4, - K¢ - exp (if5(z, y)) (33)
N :
L\ 2
donde K=K, - <§51> representa el coeficiente de transformacién a lo largo de un
.y

rayo.
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La aplicacién del método de fase estacionaria en (26)[8,12], conduce a la expresién (en
coordenadas dimensionales) dada por Bonet & Storti, en [2].

J2 :
== . AOK.(z,y*)< ;1) exp i (S (2,u, by, M))] b, (36)

z,Ky

siendo P
- V4 Tsion2Y _ T
S(I7yykyyM)“S($ay1Ly)+ 4Slgn3ky M2 (37)

Aqui M representa el indice de Maslov [8,9], ¥ fsign%% distingue los rayos que han
pasado el caustico respecto a los que todavia no lo han pasado.

Esta solucién asintética es vilida en la regién dada si Jz,k, # 0. Basado en este
procedimiento, se puede construir una representacién uniformemente valida segin [12].

V.EJEMPLOS
Los ejemplos seleccionados comprenden la reproduccién de algunos fendmenos fisicos
asociados a la propagacién del oleaje:
- Refraccién por fondo y “shoaling”
- Rotura de ondas cortas
- Cdusticas.
El primer caso estudiado corresponde al examen de la influencia de la curvatura de la
amplitud de la ola en la transformacién del oleaje, o sea, incorporar el término %—%’:—oﬁ
en la solucidn asintética. En la figura la puede apreciarse el miximo valor absoluto de
la variacién de 1 — (o, para un tren de olas de periodo 9 seg, que incide con un 4ngulo
de 45 grados y una amplitud A que varfa a lo largo del eje OY, segiin

A(0,y)y =1+ (38)

2
(cosh(.2y))?

Los trenes de ondas se propagan sobre un fondo con contornos rectos y paralelos, que
varia linealmente desde una profundidad de 10m. En una regién de 230m x 700m, se
han realizado pruebas para diferentes valores de la pendiente del fondo, reflejdndose
como consecuencia en la figura la un crecimiento de pequesia magnitud del potencial
ondulatorio con el aumento de la pendiente del fondo, en los limites de validez de la
ecuacién de Berkhoff(1972).

En la figura 1b se muestra el cdlculo del coeficiente de transformacién del oleaje, para
la maxima pendiente, debido a efectos de refraccién y “shoaling”, con la influencia del
término de primer orden, para una discretizacidn de la region con Az =5m, Ay=>50m.
Aquise tomaron en cuenta sélo los modos progresivos, por lo cual se observa valores
menores que uno en la zona derecha a la isolinea uno.

Para ilustrar la posibilidad de la simulacién de la rotura de ondas cortas con el modelo
dado por (13,25), se ha realizado una simulacién de un tren de ondas que incide normal-
mente a la costa, sobre una batimetria que representa un perfil de playa,(caso propuesto
por J.M.Grassa(1991)( 7]) de acuerdo a la ecuacién z = —10 + 0.02 z, utilizando el cri-
terio de rotura de Dally, Dalrymple y Dean, con los valores de parametros:K=0.15,
I'=0.4,7 =.78125. En la figura 2a, puede apreciarse la evolucién de la altura de la




456

ENIEF 9° Congreso Sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

1 —r -] 18 .
et Pendientes] %5\;/ 1
1oor X 00 1
— —— 0.0162 0-
=S X 0.0260 L
120+ o 0.0308 1
Lol ——_0.0408 = s 05 [%5
B
£ o
* 100+
ook
1.5
401
8 “Th .
25 ° o P i
g 8§ 8 g 8 o .8 J
J 100 00 %" 300 400 S00 700

0 40 500 80 % 100 200 )

Figura 1b: Coeficiente de transformacion en

Figura la: influencia de los términos de - ! !
presencia del término de primer orden.

orden superior en la amplitud transformada

ola por rotura, con una disipacién inicial intensa tras el punto de rotura, a una altura
Hp=15.5945m. Para la batimetria del perfil dada por

~10+0.02%z, siz <200m
z= { —6 —0.005* z, si200 <z < 400m (39)
~7+0.02xx, si400 <z

en la figura 2b se simula con los mismos pardmetros la rotura de una ola sobre un bajo,
su posterior recuperacién por efecto de “shoaling” en la pendiente y su rotura final.
Para el estudio de la propagacién de olas en la vecindad de una caustica, se ha consi-
derado un frente de olas parabdlico I' = {z = %i; y=7,-2<n<2 } que incide con un
periodo de 9seg sobre un fondo plano, en una regién de Smx6m, para kh=0.2248. En
la figura 3a puede apreciarse la formacién de la cdustica en la vecindad del frente T,
y la disposicién de los rayos en abanico, debido a la simetria del mismo. La cdustica
formada representa una paribola semictbica de ecuacién 8(z — 1)% =27y%.
Un resultado interesante se puede notar en la figura 3b, donde los modos transversales,
en el caso del fondo plano no varian su magnitud en la region caustica, y en la vecindad
de la misma los rayos en el plano (z, ky) son paralelos.
En la figura 3d se muestra la transformada de Legendre de la fase S(x,y).La fase S(x,y)
dada por una funcién multivaluada en la vecindad de la cdustica se representa en la
figura 3c.
La solucién (36)-(37) , para un fondo plano h=0.2248 m se reduce a la expresién
asintética para la ecuacién de Hemholtz, construida por Vainberg(1982) [14], en la
regién Ty = {{ (z,y) |< b,b > 1}.

1 A k2 T
— — ' 1-12 4 —t ky— - k) dky (40
Vi, g VTS gy T | [ e

siendo f una funcién con soporte compacto.
Las variaciones del potencial en la vecindad del cdustico generado por la propagacién
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altura de la ola
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Figura 3c: fase en el plano x-y de Legendre de la fase S(x,y)
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del frente parabdlico son reflejadas por el término

exp [i (2 'f_k; - f)] (41)

(1-k2)

CONCLUSIONES

El modelo basado en la 8-Transformada de Fourier,nos da una representacién explicita
del potencial de velocidades como solucién de la ecuacién de refraccién - difraccién de
Berkhoff(1972).Para ondas propagdndose sobre una batimetria con contornos rectos y
paralelos, o con una peque na heterogeneidad en la direccién lateral, la aproximacién
inicial coincide con las expresiones dadas por Kirby & Dalrymple, mediante el modelo
del espectro angular. Aplicando la teoria asintética de Maslov, se ha podido extender
la solucién de la ecuacién de Berkhoff por la via de la dptica geométrica, al espacio
de configuracién de un cdustico en (z, ky).Una mejor descripcién del fenémeno de la
disipacién de olas requiere de la asintética con fase compleja.
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