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RESUMEN
El flujo radial de petréleo hacia un pozo en dos dimensiones se modela mediante una familia de
esquemas en diferencias finitas. Esta familia depende de un parémetro 6, 0<0<1. Se
analiza la estabilidad de los esquemas propuestos aplicando el método matricial, que tiene en
cuenta las condiciones de contorno. Eligiendo un ordenamiento apropiado de incégnitas y de
ecuaciones, se obtiene una matriz "casi pentadiagonal”. Esta matriz puede ser simetrizada
mediante una transformacién similar. Por lo tanto, estudiando las cotas de los correspondientes
autovalores, los esquemas resultan incondicionalmente estables para © 2% y para 6 <% se

establecen condiciones de estabilidad. Ademds, se presentan resultados numéricos de
simulacion del flujo de petréleo aplicando la técnica BSOR (Block Successive Over Relaxation)
para resolver el sistema de ecuaciones lineales resuitante. La solucién numérica obtenida por
diferencias finitas reproduce perfectamente la solucién analitica de un modelo unidimensional
simplificado.

ABSTRACT

The radial flow of oil towards a well in two dimensions is modeled by a family of finite
difference schemes. This family depends on one parameter 8, 0<0<1. The stability of the
proposed schemes is analyzed applying the matrix method which takes into account boundary
conditions. An “almost pentadiagonal” matrix is obtained choosing an appropriate order of
equations and unknowns. We prove that this matrix may be symmetrized by a similarity
transformation. Therefore, studying bounds for the corresponding eigenvalues, unconditional
stability is found for © 2% and stability restrictions are established for © <%, Numerical
simulations are presented using the BSOR (Block Successive Over Relaxation) Method to
solve the resulting system of linear equations. The finite difference solution has perfectly
reproduced the analytical solution of a simplified 1-D model.

INTRODUCCION
Las ecuaciones que gobiernan e! flujo de fluidos a través de un medio poroso se obtienen
combinando la ley de Darcy y la ecuacion de conservacién de masa [1,2]. Aunque todos los
reservorios son tridimensionales, en muchas situaciones précticas se puede suponer que el flujo en
alguna coordenada es desestimable. Justamente en este trabajo se analiza el flujo monofésico de
petroleo hacia un pozo en dos dimensiones. Al considerar s6lo flujo monofésico se obtiene una
ecuacion escalar que tiene interés practico en ingenieria de reservorios, ya que se aplica a la
interpretacion de ensayos de pozos [3). Durante el ensayo, se mide la respuesta de presién que

! Una version ampliada de este trabajo (referencia 7) sera publicada en Computers & Mathematics with applications.
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resulta de cambiar las condiciones de produccion o inyeccién de un pozo. La teoria indica que las
propiedades de la roca caracterizan esa respuesta; en consecuencia, el objetivo de un ensayo de
pozo es estimar dichas propiedades analizando el comportamiento de la presién. Tradicionalmente
se han utilizado en la interpretacién de los ensayos modelos unidimensionales con propiedades
constantes [3]. Sin embargo, con un modelo bidimensional (en coordenadas radial y vertical) es
posible estudiar los efectos de la gravedad, de la permeabilidad vertical y de las heterogeneidades
de la roca.

El objetivo de este trabajo es analizar las condiciones de estabilidad de una familia de esquemas en
diferencias finitas que resuelven el modelo bidimensional (2-D) y presentar algunos resultados
numéricos. En trabajos anteriores [4,5,6] se han realizado anélisis de estabilidad de esquemas en
diferencias finitas para ecuaciones de tipo parabélico en casos que involucran matrices con
coeficientes constantes [5,6] o variables [4]. Sin embargo, s6lo se consideraron condiciones de
contorno de tipo Dirichlet [4,5] u otras condiciones, pero en casos lineales con coeficientes
constantes [6]. Ademas, las matrices de los sistemas lineales resultantes eran simétricas [5] o sus
autovalores podian calcularse explicitamente [6].

La discretizacion de la ecuacién 2-D con condiciones de contorno mixtas que se presenta en este
trabajo provee una matriz no simétrica, con coeficientes variables, casi pentadiagonal. Se obtiene
una transformacién similar que la simetriza y luego se analiza la estabilidad acotando los
correspondientes autovalores reales. Finalmente se presentan algunos resultados numéricos de
simulacién del flujo de petréleo.

EL MODELO BIDIMENSIONAL
Suponemos un reservorio multicapa, cilindrico con un Gnico pozo situado en su eje central. El
reservorio estd sellade en su parte superior, inferior y en el radio externo por una barrera
impermeable. r, y r, son los radios del pozo y externo, respectivamente y H es el espesor. Se

utilizan coordenadas cilindricas (r,e,z). El reservorio s6lo contiene petréleo, fluido levemente
compresible de compresibilidad constante y pequefia. Si suponemos ademas que hay simetria axial y
que todas las propiedades de la roca son funcién de (r,z) y las condiciones de contorno son
funciones de (r,z,), se obtiene un modelo en dos dimensiones, radial y vertical (r,z). Con el objeto
de trabajar con variables adimensionales, definimos

x=n( ) i =y i =Y )

Por lo tanto, se obtiene 1a siguiente ecuacion [7]

1 2 a( ap ) 10 (1 op psc) B(x.2) op @
— — T —(xzt) |+ —| T (x.2)| = —(x,2,t)-g—=% t
rge x x(x,z)ax(xz ) o 2(x.2) Haz(xzt) gBo o at(xz ).

7 B(x2)= ds(sz)c ; B, es el factor del volumen
(]

del petréleo, definido como el cociente entre el volumen de petréleo a la presién del reservorio y el

volumen de petréleo en condiciones estandar (SC).

donde Ty(x,z =M  Tux.2)= k,(x,z)
uB : uB
o

La condicién inicial es presion del reservorio conocida pyy,
p(x,z,!:O):p,N . (3)

La condiciones de contorno en el pozo (r=r,, or x=0)son:
* caudal total conocido:

ar(t) = iB., lk,(x Oz(gf))(:odz , @

* presiones relacionadas por la fuerza gravitatoria:
P{x=0,zt)=pyr +p gHz , (Pur =p(x=0z=0t))., )
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En los limites del reservorio (exterior, superior e inferior), se impone la condicién de no flujo:

ke (x.2) ( op _ ®
T(a;‘x-z"’) PR
7
M(a—p(x,z,t)-gﬁj =0 M
H oz B, z=0H

Agregando diferentes hipétesis es posible obtener soluciones analiticas aproximadas [8,9]. Sin
embargo, el caso general requiere una solucién numérica.

SOLUCION NUMERICA

Se considera un dominio rectangular Q en el plano x,z, Q= (x,z) / OsxslnLr,—"J; 05231}.
w

Lo dividimos en una grilla uniforme con puntos (x,-,zj)=(iAx,jAz) ,0<i<n;;0<j<n; , donde

Ax y Az son los incrementos en las direcciones x y z, respectivamente. El tiempo se discretiza

como " =nat, siendo At el paso de tiempo. PP, representa la presion en (x,-,zj,t”).

Entonces, la Ec. (2) se aproxima usando una familia de esquemas en diferencias finitas que

dependen de un parametro 6 , 0<6<1,

1 n+1 n
Bt P~ Pl
sl D T A =9¢ﬂ}!’1+(1_9)¢ﬁj ,

ue Af )
[ (P -rn A - Pl
T |7, |
1 -2x i.;,l Ax i—;,/ Ax
o =—e +
. r2 t Ax
L ©)]
(on n\ ) { pn n ] :
rr fitMJ_gPi T itﬂ,f‘ﬁ.f-ﬂ}_gpﬁ
z Z
1 \Hl az B, ZlHl 4z 8 )|
H Az ’
La Ec.(8) puede ser escrita como
1 1 1
BC,-J ,D,ZTJ +Gg,-,/- ,:,Zt1 + (1 +Ga,-_j)P,-f’]* +ef;"j HZ‘:_E +6b,-'/» P,’J_T‘} = (1 0)

=~(1-0)ci; ALy = (1-8)gi; Ajt +(1-(1-0)ay ;) A - (1-0)f ; A1 ~ (1-0)by ALy +ey

-2x, -2x;
) cAt e ° cAt e ©
definiendo cij =—p'——-—‘—2 zx, o bij=- = 7.7 Ix
Bij rasx® Tl Bij ryox® Tul
v nwcAt 1 r ; peat 1
i,'=—‘——— s .',=-——————- ,
d BI"I' I‘IZAZ2 z»,/-_:‘ Il B"! H2A22 zl,/+<;

a5 ={eij +bij+9i;+f4]
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MCAl gpge
e =bC% 9Pse |y g |
MRy HAZBy{ Fp

2
i<isn; -1, 1sjsn,-—1.

Las condiciones de contorno en el pozo (i=0) estén dadas por Ecs.(4) y (5), cuya discretizacién es:

2nHAzZ 1 1 (1)
ar = pBAXZk'OJ[e R - Po) (1—9)(P0’fj-P_"1,,-)],

( Py son puntos auxiliares fuera del dominio)

(12
Rl =Pio+pgjHAz vji=1n; .
En los bordes extemos (i=n; ,j=0,j=nj ), las Ecs. (6) y (7) se satisfacen tomando:
Tx =0, T, ,=0, T, =0, j=0,...n;,1=0,..n;. (13)

Aivd -3 injez

ANALISIS DE ESTABILIDAD
Eligiendo un orden adecuado de incognitas y ecuaciones y operando con la matriz resultante [7], eI
sistema de ecuaciones lineales a resolver puede escribirse como

(1+6T)P™ = (1-(1-0)T) P" +y , (14)

donde la matriz Te R¥M (ﬁ:(n}- +1).n,- +1) es

g:k,q_(wﬂ] ﬁl h

B ) %0 P, g 500 0 00000

<k Lk, <,

Sy >y
jo%i %) 0%

o ay fo 0 O 0 by 0 00000

oy ou ey fy 0 o . 00 0

0 P ] 0 0 0 0

: 0 N T S0 0 0

Cip, 0 00 Gun, 3, 0 OOObln, 00000

0 . 00 0 0 00 0 .0000

0 0 0 . 0 0. 0

0 0 0 0 0 0 0

0 s} . 0 0 0 . 0

0 0 00 O© . 000 . 0 .

0 0 00 O 0 . 000 0 . 000

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0o 0. 0

0 0 0 0 .0 0 .
0 0 00 0 0 0 000 . 000 .
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(/ +eT) es estrictamente diagonal dominante; entonces es no singular y resulta,

P = (1+07) (1= (1-0)T) P” + (1+07T) "y as

Sea M=(I+6T)‘1(I~(1—9)T). Con ef objeto de analizar la estabilidad de los esquemas en
diferencias finitas propuestos, probamos las siguientes proposiciones:

Proposicién 1

Existe una base de RN (N:(ni +1).n,- +1) formada por autovectores de M y todos los
autovalores de M son reales.

Demostracién:
Dado que M =(/+eT)"(/—(1—e)T), si A, es autovalor de T con correspondiente autovector v,
1-(1-8)r
entonces By =-—1(9A# es autovalor de M con el mismo autovector [10] (nétese que
+ Ay

(1+exk)¢0 por ser autovalores de la matriz no singular (I+9T)). Por [o tanto, basta probar la
proposicién 1 para ta matriz T .

Los coeficientes de la matriz T satisfacen las siguientes propiedades:

~24ax Bi,j _ ﬁrj
Cisj =€ ——b; gi,j+1—B_' fip
i+1,j i j+1
kr, ro r2ax?8,
0. 0.} w 0
b s = by =- b0 ; =eBo  bo s 0.
co; ncatk, — O cat Posboj=ePojbo; e<

Bo,j reax?uB,

Entonces, definimos  DeRMN  como

doo=Xo0 Y Gx=X;; i k=(n;+1)(i-1)+j+1 ((j:O,nj); i=1,n,~) ; donde

X0,0=1 ((j:o,nl-),' i=1;n,-)

n. kr
(X;; estan bien definidos dado que £<0 y Zi <0 porque cg; <0 paratodo /).
1=0 Co.t

Facilmente se verifica que D7D™' es una matriz simétrica. En consecuencia, DTD™' tiene

autovalores reales y existe una base formada por autovectores de DTD™~'. Pero D7D y T son
matrices similares [11]. Por lo tanto, la misma conclusién se aplica a T vy la proposicién queda
demostrada.

Proposicion 2

At | K k ]
Cada autovalor %, de T pertenece al intervalo J—o,4 [ 2,'“‘2 + ;"’"2 , dondek, vy
|_ dpn ry Ax H Az J max
kq,,, SON cotas superiores de la permeabilidad horizontal y vertical, respectivamente, Y by €S

una cota inferior de la porosidad.

Demostracién: Es inmediata aplicando el Teorema de Gershgorin [10].
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Proposicién 3
Sean B, los autovaloresde M=(/+8T)7'(1-(1-0)T).

1
a)Si —55951 entonces ]Bk|s1 paratodo k, Ax, At, Az.

1
b) Si 0s9<5 entonces [Bk]s1 paratodo Kk, if Af, Ax y Az se eligen tal que

At[ k’mx kzMAX ]< ¢M/N

+ < .
r2am?  H2AZ% ) 2(1-20)
Demostracién:
1-(1-0)n, A .
K= =1- , donde A, son los autovalores de la matriz 7. Nétese que como
1404, 1+6,

T es una matriz singular, A, =0 es autovalor de T,y poriotanto B, =1 es autovalor de M.
Analicemos entonces los autovalores distintos de la unidad, es decir, A, #0. En ese caso

1
p=1-— . De la proposicién 2, »>0,luego B<1.Ademass,
A +0

1 _ 1 1
a) Si 55951 , entonces x’+e>5 , yporiotanto  1-— >-1 paratodo Ax, Af, Az.
+6

1 k K
b) Si 0<s6<— y At %w ;“"‘2 sM— se verifica que:
2 riax®  H?az? ) 2(1-29)
1-28 1
Ao L2 +9 2M+e= +8=— , yentonces,
[k,m Ky j 4 dmv 2
4 At My —
rijzv H2AZ? 2(1-20)
1
1-——2-1.
A +6

Por lo tanto, en a) y b) obtenemos ]ﬁk|s1 para todo k, quedando demostrada la proposicion.

Finalmente, se define una norma adecuada. Sea {vk}k_“v una base d¢ RN formada por

autovectores de M, y sean {ﬁk}k—1ﬁ los correspondientes autovalores. Si Xe RN ,

N N
X=X, vy ydefinimos [x]= D |x.|. Tomamos la norma matricial subordinada a esa norma
k=1 k=1
vectorial, es decir,
] e
M =max—= , [xf=0 .
R
Proposicién 4:
1 .
a) Si 53651 entonces |M|<1 , para todo Ax,Az, At. Por lo tanto, el esquema en

diferencias finitas definido en la Ec.(16) es incondicionalmente estable [12].
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. 1 k’mx kzmx ¢MIN
by Si 0<8<— yAt| 525+ < entonces Ml <1 . Por lo tanto el esquema
2 reAx©  H Az 2(1-26)

en diferencias finitas definido en la Ec.(16) es estable si Ax, Az, At se eligen tal que

At[ k’MAx + kzmx J b min

r2ax?  H2a22 )7 2(1-29)

A

Demostracion: es inmediata a partir de la definicién de norma matricial Ec.(16), y la proposicién 3.

ANALLISIS DE RESULTADOS
Con el objeto de resolver la Ec. (14), se aplica una técnica iterativa, Block Successive Over
Relaxation Method (BSOR) [1,7,13]. El anélisis de resultados se divide en dos partes.

1. Comparacién con_la solucién analitica : Se testea el simulador 2-D comparando sus resultados
con la solucion analitica del caso unidimensional (1-D) simplificado con porosidad y permeabilidad
constantes [14]. Consideramos un pozo de radio r, =0.1m ubicado en el eje central de un

reservorio cilindrico de radio exterior r, =500m y espesor H=15m . El reservorio esta -

formado por cuatro capas de igual espesor. Se supone que todas las capas tienen las mismas
propiedades y que no hay flujo vertical entre ellas. Es decir, la permeabilidad horizontal y la
porosidad son constantes, mientras que la permeabilidad vertical es nula. Los datos se muestran
en la Tabla |. Con estas hipétesis, todas las capas deben presentar el mismo comportamiento, con
€l caudal total dividido equitativamente entre ellas; y ese comportamiento debe coincidir con el de
la solucién analitica.

TABLA | : propiedades de la roca y el fluido
porosidad, ¢ 0.2
permeabilidad horizontal, k, 0.1 pm?
permeabilidad vertical, k, 0 um?
viscosidad del petréleo, u 0.01 Pa.s
compresibilidad del petréleo, ¢ 1.45E-9 1/Pa
caudal total, g 0.001 m’s

2. Simulaci6n de flujo vertical entre capas: Se supone que las cuatro capas presentan diferentes
propiedades y , en consecuencia, se establece flujo vertical entre ellas. El petréleo tiene las

mismas propiedades que se muestran en la Tabla | y la permeabilidad y la porosidad de cada
capa se ven en la Tabla Ii (la porosidad es constante y la permeabilidad vertical es un 10% de la
permeabilidad horizontal).

TABLA Il : propiedades de Ia roca en cada capa
Capa 1 Capa 2 Capa 3 Capa 4
porosidad, ¢ 0.2 0.2 0.2 0.2
permeabilidad 2 5 2 2
horizontal, k, 0.010 pm 0.500 um 0.050 um 0.100 um
permeabilidad - 2 B 2 2
vertical, k, 0.001 pm 0.050 um 0.005 pm 0.010 pm

En ambos casos tomamos n; =20 y n;=4,0sea, Ax=0426 y Az=025 (adimensional).

Adem4s, se desprecian los efectos gravitatorios. Las pruebas computacionales han sido realizadas
en una PC 486 DX Il de 66 MHz con 4MB de memoria RAM.

1. Comparacién con la_solucién_analitica: Se testean diferentes esquemas en diferencias finitas
(correspondientes a diferentes valores de 6, Ec. (8)). Se verifica que usando el modelo 2-D,

todas las capas tienen el mismo comportamiento y este comportamiento coincide con la solucién
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analitica. Esto dltimo se observa en la Fig. 1, donde Ia presién en el pozo (pw,) se grafica en
funcién del tiempo. Los perfiles de presién calculados con diferentes 6 .son muy similares.

165
-—4— solucién analitica
e 6 =025
== @& =05
;6 180 F —— 8 =075
= — 9 =1
o
]
@
2
=
165 ~
150 L y . L
100 300 500 700 800

tiempo {s]
Figura 1 : Comparacién con la solucién analitica usando diferentes esquemas.
La Figura 2 muestra los errores relativos definidos como
E(t)- ’Pffr'(fi) "Pi?('i)f an
‘P:"; (t ),
donde los superindices ‘an’ y '2D' significan solucién analitica y solucion del modelo 2-D,

respectivamente. Los errores relativos son muy bajos y casi iguales para diferentes valores de © .
Sin embargo, a tiempos cortos, los errores decrecen al aumentar 0 , como ilustra la Fig. 2.

0.00035
] s
]
2 000030
3
[
0 =
o 6=025
<]
=
[ - 0=1
0.0002%
0.0002¢ t t t +
100 300 500 700 900

tiempo [s}]
Figura 2 : Errores relativos de la solucién numérica usando diferentes esquemas

Por lo tanto, se elige 6=1 (esquema incondicionalmente estable) para testear cuénto puede ser
incrementado el paso del tiempo At sin distorsionar la bondad de ta aproximacién numérica.
Usando la técnica BSOR se alcanza convergencia ain con valores grandes del paso de tiempo.
En la Fig. 3 se muestran los errores relativos obtenidos usando At=01,1,10,100s. En cada
caso, la aproximacién numérica no es buena hasta que se alcanza un cierto valor de tiempo. Es
interesante notar que, independientemente de Af, los errores relativos tienden a un valor




G. Savioli, P. Jacovkis, S. Bidner 311

constante a medida que pasa el tiempo. Sin embargo, el tiempo de CPU invertido para completar
cada paso de tiempo aumenta a medida que Af aumenta, como muestra la Tabla IIl.

0.020

o
o
2
o

7

0.010

errores relativos

0.005

1000 10000

tiempo [s}

Figura 3: Errores relativos usando diferentes incrementos de tiempo.

Tabla Ili - tiempo promedio de CPU
requerido por BSOR para completar
cada paso de tiempo

At (s) tiempo de la CPU (s)
0.1 0.092
1 0.329
10 1.317
100 38.4

La mejor eleccién es utilizar un incremento At variable, seleccionado apropiadamente para cada
rango de valores de tiempo. Precisamente, es lo que se aplica en la siguiente seccién.

- Simulacién de flujo vertical entre capas: se usa el modelo 2-D para simular un problema con flujo
vertical entre capas de caracteristicas diferentes. Se toman los datos del fluido de la Tabia | y las
propiedades de la roca de la Tabla Il. Aplicamos la técnica BSOR tomando 6=1 en dos casos:
a)conun At=0.01s fijoy b) con un paso de tiempo variable, elegido de la siguiente manera:

* enelintervalo de tiempo [0,1] [s], tomamos At=1073s;

* enun intervalo de tiempo [10" ,10k+1 ] [s], tomamos At=10%2 g

Las presiones calculadas con At fijo y variable se muestran en la Fig. 4. La concordancia entre
ellas es excelente y el tiempo de la CPU correspondiente decrece de 1.73 horas a 15 minutos.

20

Prasion [MPa]

— At variable

-+  At=0.01

tiempo [s}

Figura 4: Flujo vertical: comparacion entre los resuitados obtenidos usando At fijo y variable
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CONCLUSIONES

La ecuacién que modela el flujo monofasico de petréleo hacia un pozo en coordenadas cilindricas es
resuelta en 2-D (coordenadas (1,2) ), usando una familia de esquemas en diferencias finitas. Esta
familia depende de un parametro 6 . Hemos estudiado la estabilidad de estos esquemas, teniendo
en cuenta las condiciones de contorno. Ademds, se presentan algunos experimentos numéricos con
el objeto de testear los esquemas propuestos. Se usa el método iterativo BSOR para resolver el
sistemas de ecuaciones lineales resultante, implementado especificamente para este problema [7]..
Las conclusiones obtenidas son las siguientes:

1
1. Si 55951 el esquema en diferencias finitas definido en la Ec.(8) es incondicionalmente

1 .
estable. Si 0<6<— , el esquema es estable si Ax,Az, At se eligen tal que verifiquen

k’mx kzqu ¢MIN
At 7 272 3|ST, -
ryAx H Az 2(1-28)

2. La solucién en diferencias finitas reproduce la solucién analitica de un modelo 1-D simplificado.

3. BSOR converge usando grandes valores de At , de manera que se recomienda este método
cuando debe ser simulado un largo periodo de tiempo. Ademas ,el tiempo de CPU se reduce en
forma significativa usando un incremento de tiempo variable.

4. El modelo 2-D presentado aqui puede ser usado para analizar la influencia de la permeabilidad
vertical, de las heterogeneidades verticales y radiales asi como también de los efectos
gravitatorios, sobre la respuesta de presién del ensayo de pozo.
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