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SUMARIO

O método do Lagrangiano aumentado utilizado na resolugdo de problemas de oti-
mizagio estrutural é descrito. Este método resolve uma seqiiéncia de problemas de
minimizagio sem restricdes definidos usando a fungio custo e as funcées restrigdes.
O método mostrou-se bastante eficiente em aplicagdes como, por exemplo, problemas
com restrigdes dindmicas. Ser4 efetuado um resumo do método, sua aplicagio em
problemas de otimizagao com restrigées dindmicas e uma andlise de sensibilidade em
relagio a parametros.

ABSTRACT

We present the method of the augmented lagrangian for structural optimization.
This method solves a series of unconstrained minimization problems using the cost
function and the restriction functions, The method is quite efficient in applications
as, for example, in optimization problems with dynamic restrictions. In this paper we
present the main points of the method, some applications to optimization problems
with dynamic restrictions and a sensitivity analysis with respect to the parameters.

INTRODUGAO

O método do Lagrangiano aumentado, também conhecido como o método dos multiplicadores foi
originalmente apresentado por Hestenes[1] e Powell[2] no contexto de programacao matematica.
Este método mostrou-se muito mais eficiente que os métodos de penalidades e dos multiplicadores
de Lagrange conforme Fletcher{3] e Luenberger[4] e outros.

Recentemente, 0 método do Lagrangiano aumentado tem sido amplamente utilizado na resolugio
de problemas de otimizagdo estrutural e, em particular, em problemas com restriges dindmicas,
de modo bastante satisfatério, conforme Chahande(5], Haug(6] e Morris|[7].

O método utiliza o funcional Lagrangiano acrescido dos termos de penalidade e uma seqiiéncia
de minimizagoes sem restricoes é efetuada. Os valores dos multiplicadores de Lagrange e das
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penalidades sdo escolhidos no comego e o funcional é minimizado com relagio a varidvel de
projeto. No final da minimizagio os valores dos multiplicadores de Lagrange e das penalidades
sio atualizados e novamente a minimizagio do funcional em relagio & varidvel de projeto é
efetuada. O processo continua até atingir convergéncia Arora[8 ~ 11] e Pimenta[12].

Nossa atengio sera voltada para problemas com restrigbes dinidmicas e, neste caso, o problema
consiste em encontrar o vetor das varidveis de projeto que minimiza uma fungéo custo sujeito
is seguintes restrigdes: i) as restrigSes independentes do tempo como, por exemplo, limites
explicitos nas varidveis de projeto; i) restricdes nas varidveis de estado que devem satisfazer um
sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem com condigdes iniciais.

No método do Lagrangiano aumentado, as respostas dindmicas sdo integradas no intervalo de
tempo e combinadas com a fungdo custo para obter o funcional. A seguir o algoritmo se desen-
volve como descrito acima. ’

No que segue sera apresentado em linhas gerais o método do Lagrangiano aumentado em prob-
lemas com restrigdes dinamicas e, finalmente uma série de exemplos de aplicagbes juntamente
com uma analise de sensibilidade.

PROBLEMA COM RESTRICOES DINAMICAS

Descrigdo do problema

A formulagio do problema de otimizagio com restrigdes dindmicas aqui considerado, consiste em
encontrar um vetor n-dimensional , denominado vetor das varidveis de projeto, que minimiza
a fungdo custo dada por f = f(z) sujeito as restrigdes

gi(z)=0 i=1,.,1 (1)
gi(z) <0 i=l+1,..,m (2)
e para todo t € [to,ty]
gi(®,t) = gi(m, 2(1), 2(8),1) =0 i=m+ 1.0 (3)
gi(z,t) = gi(2, z(1),2(1),t) €0 i=V+1,..,m' (4)

onde. z(t) é o vetor das varidveis de estado que suporemos fungdes continuas de t, os funcionais
custo e restri¢des supostos convenientemente diferencidveis e fo e ¢y instantes iniciais e finais
respectivamente. Na dinamica linear, por exemplo, as varidveis de estado devem satisfazer o
seguinte sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem:

M(z)z(t) + C(z)z(t) + K(z)z(t) = p(z,1) (5)
com as condicdes iniciais 2(tg) = Zo e z(to) = 2o, onde M(z) é a matriz de massa, C(zx)éa
matriz de amortecimento, K(z) é a matriz de rigidez e p(x,t) é o vetor das forgas.

No método dos multiplicadores, as respostas dinamicas sdo integradas no intervalo de tempo e
combinadas com a fungéo custo para obter o funcional Lagrangiano aumentado:

{ m
B(z,0,7) = [(2) + H{L rlaie) + 607+ 3 nill(e)+ 0 +

i=l+1

1 [

3 m’
2/, {3 rilgiz )+ 60+ 3 ril(gi(, t) + 0:(1))+ ) }dt. (6)

t=m+1 i=l'+1
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onde {.)4 = maz{..0}. Aqui ri6; = u; para i=1,...,m sio os multiplicadores de Lagrange corres-
pondentes as restrigdes gi(,t' ; i=1,..,m. Estes multiplicadores sio constantes com relagio ao
tempo. Também 6; > 0 para i=I+1,..,m.

Além disto, r:8; = u;, i = m+ 1,..,m' sio os multiplicadores de Lagrange correspondentes as
restricdes g;(x,t) ; i = m + 1,..,m’. Estes multiplicadores sio fungdes continuas no tempo.
Também 6;(¢) > 0 parai =+ 1,..,m’. Finalmente, r; (> 0) é o parimetro penalidade.

Procedimento computacional

Para apresentar o algoritmo definiremos um parimetro K por:

Ky = max{lnsl«g, lg:(z)I; Hrlrgagscmlmaxy-'(z),—eal;
k . k
02X (max|gi(=®,0)]); pyax (max|max(g(= IRLAGN

PASSO 1. Coloque k = 1, K=00 ; estime os vetores z° , 8°, r e os escalares a > 1,8>1e
€ > 0 (e é um ndimero pequeno utilizado no critério de parada).

PASSO 2. Minimize ®(z,6*,r) com relagio a z. Seja z* o ponto de 6timo obtido neste
passo.

PASSO 3. Calcule g;(z*) ; i=1,..m e gi(zF,t);i=m+1,. mete fto, t5).
Ca.lgule Ky e verifique o critério de parada, isto é, se K, < ¢, pare. Caso contrario, estabelega o
seguinte conjunto de igualdades e desigualdades:

Ig = {i:|gi(=")| > K/a; i=1,.,1}
Ir = {i: | max(gi(z*), -8;)| > K/a; i=1+ 1,..,m}
Ip ={i: mtaxlgg(m",t)l > Ko, i=m+1..,0')

Ip = {i: max|max(gi(z*,1), ~65)| > K/a; i=1+1,...;m')

PASSO 4: Atualizagio dos parimetros de penalidade e multiplicadores

(a) Se Ky > A, coloque r; = B;r; e 0{-‘*1 = 0,’-‘/[3 para todosi € IgU I} ;

coloque r; = Fir; e 8541 (t) = 6%(t)/3 para todos i € Ig: U Ip e te [to, tf] isto é incremente
os pardmetros de penalidades sem mudar os multiplicadores. V4 ao passo 5.

(b)Se K < A, atualize Gf‘ colocando

O = 8+ gi(ah) =1,
671 = 6 + max{gi(=*),~0F); i=l+1..,m
BEFHO) = 05 + ot 0 = mA Ll tE fto,ty]
67 (1) = 65(1) + max{gi(=*.1), -0F(1)}; =V + 1., teltoty]

e vd ao passo 5.
(c)Se Ky < A/a, coloque K=K e va ao passo 5.
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Caso contrario, coloque 7; = G;r; e 0?“ = 9‘!‘/ﬂ para todos i € Ig U Iy ;
coloque r; = gir; e Of“(t) = 0%(1)/8 para todos i € Ig Ulp e t€ [to, 2]
Coloque K=K, e vd ao passo 5.

PASSO 5. Coloque k = k+ 1 e vd ao passo 3.

Nos problemas de Engenharia, é necessirio impor limites nas varidveis de projeto, para que elas
nio se tornem absurdamente grandes. Uma vez que a solugio foi encontrada, os parametros
§ e 8(t) e r sio atualizados e o processo continua. A escolha dos pardmetros iniciais é muito
importante. Usualmente o pardmetro 8; é considerado nulo. Em pesquisas recentes Chahandel5)
efetuando simulacbes exaustivas verificou que é conveniente considerarmos a entre 2 e 3, e 3
entre 6 e 10.

EXEMPLOS

Nos exemplos que se seguem foram utilizados diversos métodos numéricos. Relativamente & min-
imizacio sem restricdes(passo 2) foi utilizado o método dos gradientes com busca unidimensional
de Armijo. O célculo do gradiente do Lagrangiano aumentado foi efetuado utilizando diferengas
finitas(com passo 0.0001) uma vez que nem todas as varidveis aparecem explicitamente. Para
se determinar as violagdes das restrides, utilizaram-se dois métodos: interpolagio via splines
ctibicos combinado com integracio por quadratura de Gauss-Legendre e regra dos trapézios. A
resolugio dos sistemas lineares utilizou decomposigao de Cholesky e, finalmente, para a resolu-
¢ao das equagbes do movimento utilizaram-se os seguintes métodos: Runge-Kutta de quarta e
quinta ordem e Newmark. Foi efetuado um estudo comparativo entre os diferentes métodos.

EXEMPLO 1: Projeto Otimo de um sistema de Suspensio de um Veiculo com 5 Graus de
Liberdade
Considere-se o sistema mecanico de figura 1. Este problema consiste em minimizar a maxima
aceleracio do assento do motorista, considerando-se o perfil do terreno. As varidveis'de projeto
sio definidas por = = [k1, k2, k3, ¢1, €2, 03,17]T.

A equagdo do movimento

M:z+Cz+ Kz = f(t), te€l0,2.40]

deve ser satisfeita pelas varidveis de estado z(t). A fung¢do objetivo é f(z) = 7, sendo que z7
maximiza a aceleragio, ou seja

12| — 27 < 0, t€[0,2.40].
A forga generalizada é dada por
£(8) = 10.0,0,kaf1(8) + cafi(t), ks fa(t) + es f2(8)]T

onde fi(t) é dada por 5[1 — cos1.257t], se 0 <t <y, 5[1+ c0s3.1257(t ~ t1)], se t; <t <t
e zero no restante do intervalo e f = fi(t — 1), t € [0,2.40]

Sio restringidos os deslocamentos entre o chassis e o assento do motorista, o chassis e a frente
e traseira do veiculo. e ainda restringe-se os deslocamentos entre a superficie de rodagem e a
dianteira e traseira do veiculo. Tem-se entdo:

|5(8)] = b1 <0, ¢t €[0,2.40)

[22(2) + (L/12)z3() — 21 ()| = b2 < 0, t € [0,2.40]
|24(2) = z2(t) = (L/3)zs(t)] — b3 < 0, t €[0,2.40]
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métodos de Newmark e Runge-Kutta de quarta e quinta ordem. Os resultados obtidos foram os

v o2
100.0 1bs/ft

20.0 Ibs/fi”

()

{b)

Fig.2

seguintes
NEWMARK | R.K. QUARTA | R.K. QUINTA

Tp Ty Ty T s
100.0 54.31 53.22 53.25
300.0 202.03 201.99 202.01
300.0 245.99 245.96 245.92
10.0 13.09 13.01 13.05
25.0 77.03 78.35 77.98
25.0 85.43 84.02 82.21
332.6 259.37 259.67 258.98

Num. [teracio 54 56 56

EXEMPLO 2([5]):

O exemplo seguinte é o projeto timo do edificio da fig.2. O pé direito é 10ft, e a distancia
entre as colunas mede 20 ft. Os pesos dos pisos e paredes estio indicados na figura. Assume-se
que as propriedades sdo uniformes ao longo do prédio. Todas as colunas do andar 530 supostas
semelhantes(mesma 4rea, momento de inércia,ete). Utiliza-se um modelo eldstico linear rep-
resentado pelo sistema de massas da fig.3b. A massa concentrada em cada grau de liberdade
€ igual a soma das massas do piso mais a massa das paredes, sendo no total de 816.8!bs?/in.
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fito

Fig.1

|z5(t) — 22(t) = (2L/3)z4(t)] - b4 < 0, t € [0,2.40]
[za(t) — A(2)] — 05 < 0, t € [0,2.40)
lzs(t) = fo(t)] — bs < 0, t €[0,2.40].

Os limites inferior e superior para as varidveis de projeto sio respectivamente 2; = [50, 200,200, 2,5, 5, 1]T
e Ty = [500,1000,1000,50,8080,500]7. J& as componentes do vetor b assumem os valores
b = [400,2,5,5,2,2]T.
Outros dados numéricos adotados sao: myg = 290lb, mag = 4500lb, myg = msg = 96.6lb,
I = 41000ib in s?, L = 120in, kg = ks = 1500b/in, cs = c5 = 5lb s/in, to = 0.2667 s,
t; = 0.800 s, t; = 1.120 5. O intervalo {0,2.40] foi subdividido em 200 subintervalos. Adotou-se
condigoes iniciais nulas e utilizando Runge-Kutta de quarta ordem efetuou-se uma comparagio
entre splines cibicos e regra do trapézio. Os resultados obtidos foram os seguintes

SPLINES CUBICOS | REGRA DO TRAPEZIO
To T s T
100.0 52.31 53.22
300.0 199.22 201.99
300.0 243.85 245.96
10.0 12.53 13.01
25.0 76.60 78.35
25.0 82.23 84.02
332.6 257.21 259.67
Num. Iteracao 52 56

Observa-se que os resultados com Splines Ciibicos apresenta um menor valor para z7, apesar
de consumir um tempo computacional maior. Além disto, efetuou-se uma comparagio entre os
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A rigidez de um andar é tomada como a soma da rigidez de todos os pilares. A constante de
forca restauradora de uma coluna do i-ésimo andar é k; = 12EI;/h?, onde E é o médulo de
elasticidade, J; 0 momento de inércia, ¢ h; o comprimento do pilar. A equacio do movimento é
dada de forma explicita e pode ser resolvida facilmente. A fungio objetivo é o peso da estrutura
e as varidveis de projeto sio as rigidez de cada andar, ou seja, a soma da rigidez de todas as
colunas do andar. divididas pelo fator de escala 570000. Dois tipos de restri¢des dinimicas sio
consideradas, sobre deslocamento e tensdes, sendo que o méximo deslocamento relativo per-
mitido entre dois pisos adjacentes é 0.333333in e a maxima tensdo nos pilares 14400psi. Os
valores maximo e minimo para as varidveis de projeto sio respectivamente 100.0 e 0.0001 1b/in.
A densidade do ago é dada por 0.28/b/in3. A 4rea da secio transversal e o médulo de re-
sisténcia a4 flexio dos pilares podem ser obtidos por A4; = 0.46511-1/2 e S = 0.5441}/4. Estas
relagdes sdo utilizadas pelo AISC para se¢bes de ago e independem do sistema de unidades uti-
lizado. A rigidez do i-ésimo andar é(11 colunas) K; = 11k;. As tensdes atuantes nos pilares sio
oy = Kyz1/11 e 0; = Ki(z — z;_1)/11, i = 2,..,50.0s valores iniciais sdo X; = 1.0 i = 1,50.
A equagio do movimento eldstico é MZ(t) + Kz(t) = p(t), ¢t € [0,3.5] com condigdes ini-
ciais nulas. O intervalo de tempo foi dividido em 50 subintervalos. Para resolver a equagio
do movimento utilizou-se 0 método de Newmark enquanto que para calcular a integral das vi-
olagdes de restri¢des utilizou-se a regra do traézio. O vetor forga generalizado é definido por
fi(t) = 20000(1 — ¢/0.1), ¢ € [0,0.1] i = 46,50,e nulo no resto. Os resultados obtidos em 57
iteragoes foram os seguintes:

X, X, X3 Xy X5 Xs X; Xs Xo X0
1.983 | 1.851 | 1.724 | 1.799 | 1.799 | 1.438 | 1.302 { 0.982 | 0.758 | 0.926

X | Xy | Xz | Xy | Xas | Xie | Xor | Xis | X9 | Xoo
0.914 | 0.897 | 0.905 | 0.896 | 0.852 | 0.775 | 0.783 | 0.736 | 0.754 | 0.731

Xan | Xoo | Xos | Xog | Xos | Xae | Xov | Xog | Xae | Xao
0.723 | 0.831 { 0.752 | 0.715 | 0.709 | 0.804 | 0.755 | 0.829 | 0.796 | 0.803

Xor | Xoo | Xo3 | Xaa | Xas | Xas | Xar | Xag | Xse | Xao
0.737 1 0.786 | 0.746 | 0.773 [.0.751 | 0.738 | 0.784 | 0.709 | 0.713 ! 0.726

Xa | Xap | Xazg | Xaa | Xus | Xus | Xar | Xag | Xao | Xso
0.742 | 0.739 | 0.769 | 0.747 | 0.738 | 0.802 | 0.753 | 0.701 | 0.692 | 0.607
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CONCLUSOES

Neste trabalho apresentou-se, em linhas gerais, o método do Lagrangiano aumentado aplicado
a problemas de otimizagdo estrutural. Uma anélise cuidadosa do algoritmo apresentado e dos
exemplos elaborados levou ao estudo de diferentes questGes computacionais que ainda serio mais
discutidos em trabalhos futuros.
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