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Este trabaIho foc:aliza a an&1iseviscoerastica de estruturas laminadas em material comp6sito
de matriz polimerica, propondo 0 emprego de metodos de inverslo numenca ciatransformada
de taplace numa formuJa9lo adapIada 110 metodo dos elementos fmitos.

Nesta abordagem altemJtiva, as ~ constitutivas viscoel8sticas, formuladas no plano
complexo da vari8vel ~ traDsf~ '5', reduzem 0 problema a uma anatise elUtiQa
equivaIente. As 1I01~complexas do entio retomadas ao plano fisico pera 0 valor de
tempo desejado, dispensando processos incrcmenta1s.

Exem.plos de apli~ do executados comperando-se os resultados do· M6todo cia
Transfurmada de Laplace com 0 Metodo etas Variiveis de Estado que tIata 0 problema
viscoel8stico de fonna incmnentaI.

The viscoelastic analysis of laminaftXf s1n.IdtIres of polymeric matrix compsite materials
using Laplace transform is the objective of1his work. The inverse of the Laplace 1nmlform is



carried out using numerical methods adapted to a finite element method fonnuIatiOD.

In this alternative aproach, as the constitutive equations are formulated on the complex plane
in the transformation variable's', the viscoelastic problem reduces to an equivalent elastic
one. The complex solutions are then sent back: to the physical plane for the desired time
value. dispensing incremental processes.

Examples ofaplieat:ioos ~ resuI1s obcained with the LapbM:e Transformation
Method and the State Variables Method (that treats the viscoelastic problem in an
incremental form) are presented.

1.1 MATERIAlS coMP6srros
A ideia da utili~ de dois materiais para a composi~ de um Unicoque atenda as necessidades de
projeto e bastante natural. As prOprias 8rvores do constituidas por fibnls de celulose em meio a lignina,
dispostas ao longo do tronco e plhos, coincidindo desta forma com as .~ principais de tenslies.
Ainda, 0 concreto armado mostra-se como um caso particular de material comp6sito, onde as fibras es1!o
representadas pela lIDDadura.

Consistindo de peineis de fibnls com altas camcteristicas mec-inicas, envolvidas por uma matriz,
gcralmente poIimerica, os matcriais comp6sitos permitem a otitni~ de projetos segundo a
~da ori~ das fibras e do n6mero de pain6is a serem superpostos, ateodendo desta
forma as espec~ requeridas. Na ~ das fibnls sio empregados materiais com grande
rigidez (m6dulode YOung) e fina rede cristaliDa como e 0 caso, por exemplo. do Boro e Carbono. Sob
forma de fios de pequeno diimetro, tais materiais tem aumentada sua resistencia mecinica pelo
decremento na probabilidade de ~ de fissuras e pela dificuldade em propaga-Ias entre as
fibras. Comrel~ a matriz, dentre os diversos materiais disponiveis, em gera1 as resina$ sinteticas.
(epoxidicas, poliester, etc.) vent adequadamente desempenbando este papel, suportando, protegendo e
transmitiodo os esforvos atuantes as fibnls.

1.2 OBJETIVO
o presente traba1ho tern como objetivo principal a impl~ de uma sol~ vi$COcl8stica
a1temativa., baseada no Metodo da CorrespoodCncia e na Invelsio Numerica da Transfonnada.'~BJ'al de
I.aplaee, em um OOdigo para analise de ~ constituidas por paineis viscoelasticos oijOtropos
pIanos ou cmVos (Marques e Creus, 1994). A eficiencia do cbamado Metoda da Transtormada de
Laplace (MTL), para a aoBlise viscoeIastica dos paiDCis de matcriais comp6sitos. deve ser ~
com 0Metodo das Variaveis de Estado.(MVE) que possui uma ~ do tipo incremental.

Geralmente, a apli~ da tJaosformada de Laplace nio envolve maiores dificuldades, porCm a inver:sao
ou rctomo ao dominio da variavel 't' norma1metlte 6 de diikil execUI;io analttillll Assim, a altemativa
natural e uma abordagem atraves de metodos I1UDIICricosde invenio. .Ha uma lID!IDimidadeentre os



pesquisadores quanto a nlo haver 0 melhor metodo de inversio, mas sim 0 metodo mais adequado para a
classe de ~ que se quer inverter, mesmo porque a inversio numenca da tnmsfonnada de Laplace e
notoriamente urn. processo mal-condicionado (Bellman, Kalaba e Locket, 1966). No entanto, urn. dos
metodos mais bem sucedidos, cobrindo v8rios tipos de funQ6es e 0 baseado na acel~ de
convergCucia de uma sene trigonomCtrica. 0 metoda da sene trigonometrica, juntamente com outro,
baseado na quadratura de Gauss, slio abordados a seguir.

2.1 METOOO DA sERrn TRIGONOMETRICA
Durbin (1974) aprimorando a fonn~ de DubDer e ~ (1968), chegou a seguinte expressIo para a
inversa:

em que 'T' e 'a' slio padmetros que devem ser convenientemente escolhidos de forma a minimizar 0 erro
de discretiza9io, Piesscns e Huysmans (1984) empregaram a expressio de Durbin utilizando os seguintes
valores para estes pllrilmetros: a = y + 2ft e T = 16 t 0 grande valor escolhido para T reduz 0 erro de
~ da fOnnula de Durbin, mas. por outro 1800, urn. maior esfol\Xl computacional e reqU;Crido
devido a uma menor converg&tcia das senes infinitas. Para esta particular escolha de T, a co~ e
priorizada ftente a efici6ncia.

A expresslo acima, por convergir de uma forma muito lerna. nio deve ser utilizada sOzinha na sol~ de
problemas de valor inicial. A sua uti~, apesar de conduzir a resultados satisfatOrios, necessita de
centenas de av~ da ~ a ser invertida, tol1l8lldo-a virtualmente inviavel. Assim, toma-se
impenativo 0 WlO de um metoda de acel~ de converg&lcia. Pode-se comprovar a efici&lcia de
alguns deles tlO tIabalho de H6nig e Hirdes (1988) com oalgoritmo epsilon e no trabelho de De Haag,
Knight e Stokes (1982) com 0 algoritmo do quociente de diferell\l8S ('q-d algorithm').

2.2 METOOO BASEADO NA QUADRATIJRA DE GAUSS .
o metodo para 0 c8lculo da transformada de Laplace inversa apn:sentado par Heydarian, Mullineux e
Reed (1981), se baseava na expJCSslio da quadratura deGauss, apreseutando a segqinte cxpresslio:

£(t) at Ai Pi [(Pi)
i=1 t t

AI = ·39,7952877300696 + 133,878390214722 i
A3 =+70,0204800546693 - 641,933246796715 i
As = -34,2426429574756 + 127,808747820743 i
A7 = + 4,51745063287586 - 6,14247495100365 i

PI =+ 10,1694460066575 + 1,64920179682223 i
P3 =+ 9,40637121369074 + 4,96921728162329 i
Ps =+ 7,73868814683055 + 8,37087930623798 i
P1 =+ 4,68549463282120 + 12,0105785998138 i

Os conjugados complexos das raizese pesos com indice par slio idCnticos 80S valores apresentados
acittul..



3.1 ELAsTICAS
PaIa 0 caso de estrutums laminares ortOtropes e possiveJ fazer uma simplifi~: a ~
especffica no sentido da espessura das lAminaspode ser desprezada, restando somente seis coeooent.es na
matriz de rigidez.
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o coeficiente de ~ 'K', tornado como 5/6 par Marques (1994). compeusa 0 em> ccoetido ao se
assumir a bip6tese de distribuiQlo uniforme etas ~ de cisalbamento tr8IlSVC1'SIiiS

3.2 VISCOBLAsTICAS
Uma maneira de se formular as eq~ CODStitutivasdos ma1eriais de umafonna generica, selia a dada
pol' intenn6dio da linguagem dos opcracIort'&na teoria da viscoelesticidade linear (FlOgge, 1967). Desta
forma a equaQIo CODStitutivade wn material pode ser dada pela cxpressio a seguir:

Nesta expressio, 'P' e 'Q' sIo arnmjos que contem operadores diferenciais perciais lineares cuja ordem
dependert do modelo reolOgico que representa 0material da estrutura a ser analisada

Uma aproxi~ bastante razoavel do comportamento de qualquer modelo reologico pode set feita
quando se utiliza umli cadeia de modclos Kelvin. Neste trabalho oconem DO maximo quatro elementos
Kelvin na a~ do comportameato diferido do material. Portanto, na apli~ do metodo da
correspond&lcia, a substi.tui~ das coostantes teenicas se daril por polin6mios de no maximo quarta
ordem.

A cxtenslo ao caso tridimensional obedecera 0 disposto DO mCtodo da correspondCncia. Segundo este
metodo, llQUelis ~ em 'S' sm em.pregadas nas eq~s constitut:Ms elBsticas tridimensionais,
obtendo-se as ~ para 0 material compOsito de comportamento "Yiscoel8stico,porem..DO plano
transformado. As solU9&s no domiuio do tempo sIo entio provenienu:s cia ap~ de metodos de
inversiIo numerica de transfonnadas de Laplace.



4.1 ANALISE QUASI-EST ATICA
Baseando-se no principio dos trabalhos virtuais, as ~ de equillbrio de um corpo podem ser
apreseotadas como

cujo lado csqucrdo representa a enagia de defonn~virtual devido as tensaes internas e 0 lado direito,
o trabaIho virtual das ~ de volume e superflcie atuantes extemamente.

Em viscoelasticidade, os deslocamemos,· bem como as tens<les e defonn~. espectfj~ podem ser
conduzidos ao domInio transfonnado, resultando, para ~ arbitrarias de deslocamento, que

J BTC(s) BdV lr(s) = J NTb(s)dV+ J NT t(s)dA (7)v v __ A __

que e 0 sistema de ~ J.ineaIesque fomece a soI~ em.tennos de deslocamentos viscoeIasticos da
estrutura no dotninio transfonnado. Neste trabaIho, 0 carregamento e aplicado sobre a estrutura oa fOnDa
de uma ~ de Heaviside. No entanto, ba a possibilidade de algumas cargas serem. aplicadas em
instantes de tempo diferentes, ao longo da estrutuIa. Assim, a ~ acima poderia ser escrita da
seguinte maneira:

IFll re-,.sl
K(s) U"(s) = ~ : ~ : ~.!.
- - IF.J k..·J S

4.2 ANALISE DINAMlCA
Numa anatise de vi~, as forvas de inercia sIo importantes e devem. ser consideradas nas eq~
de equilibrio. Portanto, pelo principio dos traba1hos virtuais, mais uma parcela deve contribuir para 0
trabaIho devido as cargas extertIas:



o vetor de cargas neste trabalho sera sempre representante de \Un impecto que, a exemplo do disposto na
analise quasi-esWica, tambCm pode ter parcelas de carp aplicadas em diversos ins1antcs de tempo ao
loogo da estrutura. Entio se obt6mque

~a quantidade entre colchetes conduz a uma nova mattiz 'Q ' ~ da variavel 's', introduzida
anteriormente em (9). 0 problema de vi~ csl1'UtUIais segundo 0 MIL fica entiIo definido da
seguinte forma: .

~s) (((5) •• 1!{e;"] (14)
e~"'

reeaindo na mesma expressio resultaDte para 0 caso quasi-esWico, ou seja, 0 problema de vib~
es1tut1JrB.ise °mesmo problema de an8lise viscoeIastica. A dif~ reside obviamente no fen&ncno, 0
que conduz a outta ordem de grandem para as rigidezes c viscosidades envolvidas nos modelos
reologicos. 0 processo de c8.lcuJoe °mesmo.

Medi.IIIte uma sene de rotinas adicionais, cste procedimento foi implementado DUm programa para
au8lise viscoelUtic:a de cascas (Marques e Creus, 1994).

5.1 LAJEIsOTROPAVIscoELAsncA
A apli~ a seguir se trata de uma • isOtropa submetida a uma carga dis1ribuida ao longo de uma
linha no sentido da sua maior dimensio.

Na solU\llO, foi ~ apenas mil elemento Kelvin para simular 0 cornportamento viscoelastico da
laje, onde 0 tempo de ~ '9' para a sua ~ de tluCncia vale 100. Os resultados encontrados
pelo Metodo das Variaveis de Estado (Marques e CmJs, 1994» e pelo Metodo cia Transformada de



Laplace, em termos de detlexOes para 0 ponto central da laje, podem see visualizados DB FIGURA 3. Os
tesultados mostram grande concordincia entre os m6todos, principelmente quando 0 vaior temporal e
pequeno. A maior dif~ ocone no final do perlodo da an8lise (500dias) e vale 0,80010em rel~ ao
resultado fornecido pelo MVE
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5.2 COLISAO DE PLACAS .
o exemplo a seguir, resolvido analiticamentc por Volterra e Zachmanogiou (1965), trata da colido de
uma placa de Massa 'nt' contra outra de Massa desprezivel a uma velocidade 'vo' medida no instante t = O.
As placas possuem a mesma ~o transversal de area 'A'. A placa maior, de compritnento 'lo', sofre. as
vi~ induzidas pela colislo. Uma cadeia com 1 elemento Kelvin e empregado.

Reologia:
E = 3.947.933,1 Pa
k'" 19.736.924,0 Pa
C'" 82.790,418 Pa &

Geometria:
A = 1/40 m2 (1/4 x 1/10 m)
10= 1/2 m

Outros dados:
m=2kg
vo"'xmls

15,00

I 7,50

I 0;00

·7,50

-15,00



5.3 PAINEL DE GRAFITElEP6XI
o painel da figura a seguir e comtituido por oim Iiminas de matriz em resina epOxi e fibms de grafite.
C8da lAmina possui uma espessura de 0,00014 In, dispostas num esquema de lami~ simetrico
conhecido como 'angle-ply', isto e, em rel~ a urn plano medio, as laminas se r:epctem, formando
iDgulos de 45 gtaus ern rel~ Ii~ 'x' abaixo. A ~ utilizada nesse caso e a seguinte: [45°/-
45°/45°/-45°ls .

O,Ol27m+-
+O,0254m

As constantes elasticas utili7.adas no problema 810: Ru=126540 MPa; E22=9842 MPa; G1:z=6327 MPa e
VI2=O,34. Desta forma, e assumido que 0 material se compoJ1a elasticamente na dir~ das fibras e
viscoelasticam(mte na ~ transversal a elas e tambem em cisalhamento. Assim, se pode apresentar 0
comportamento viscoelastico do material nestas ~ confonne as cadeias apresentadas a seguir.

6000
T.....,.. ("*')



5.4 CASCA DE GRAFITFJEPOXI
A estrutura e constituida por quatro laminas de resina ep6xi com fibras de grafite, portanto, com as
rnesmas propriedades constantes no exemplo anterior. As quatro Iaminas, cada uma com espessura de
0,00028 m, constituem um esquema de lamj~ conhecido como 'cross-p1y', ou seja, [O"/90°Jg.

z t
I p=O,01255 MN

h+-· -::::..
r· ~y~-

~x

3,1

3

~ji'::: ~1,44% _

::: I + =1
2,5~----_-----t------ ;.....---_

o 600 1000 1500 2000
TetqlO (Ilin)

+ +

1) Confinnou-sc a influSncia da magnitude do valor da variavel independente no aumento do erro
cometido pelo Metod!>da Transfonnada de Laplace quando 0 metodo de invefs!o numCrica adotado era 0
baseado na quadratura gaussiana.

2) De uma forma geral, 0 MTI. se mostrou bastante confiAvel, 0 que p&Ie ser observado na exec~ dos
exemplos de apli~, os quais apontaram erros que VBriaramde 0,8"A,a 2,38%.

3) Nos casos cujas fo~ de inercia sio relevantes, 0 metod!> de inversio nwnenca de traDsformadas de
Laplace baseado na quadratwa gaussiana nio deve ser usado devido a sua grande instabilidade em
si~ que envolVllJJlrespostas oscilat6rias. No entanto, 0 metodo baseado na acel~ da serie de
Fourier consegue ser eficaz mesmo nestas sit~s, porem demandando uma maior qwmtidade de
sol¢S parciais. Este metodo de inversio funda.mentalme.nte da prioridade Ii preciSAonos resultados
enquanto que aque1e baseado na quadratura exige urn menor esfOl~ de nuiquina e conseqiietrte ~
no tempo de analise.



4) Os metodos incrementais, como 0 MVE em anMises quasi-estaticas (Marques e Creus, 1994) ou
mesmo aquelesutilizados em an8lises dinimicas como 0 cl6ssico metodo de Newmark, sio ideais para a
~ de toOO0 bist6rico de resposta dos sistemas es1rutUIais, enquanto que metodos como 0 MTL,
desenvolvido neste trabalho, mostI'am-se muito adequados quando se esta interessado apenas em
resultados para poucos valores da variavel independente.
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