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Este trabatho focaliza a andlise viscoelastica de estruturas laminadas em material compésito
de matriz polimérica, propondo o emprego de métodos de inversio numérica da transformada
de Laplace numa formulagio adaptada ao método dos elementos finitos.

Nesta abordagem alternativa, as equas;éu constitutivas viscoeldsticas, formuladas no plane
complexo da varidvel de transformagio ‘s’, reduzem o problema a uma andlise eléstica
equivalente. Assolngbescomp]exnssﬁoentﬁoxetomadasaoplanoﬂswopanovalorde
tempo desejado, dispensando processos incrementais.

Exemplos de aplicacdes s¥io executados comparando-se os resultados do- Método da
Transformada de Laplace com o Método das Varidveis de Estado que trata o problema
viscoeléstico de forma incremental.

ABSTRACT

The viscoelastic analysis of laminated structures of polymenc matrix compsite materials
using Laplace transform is the objective of this work. The inverse of the Laplace transform is
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catried out using numerical methods adapted to a finite element method formulation.

In this alternative aproach, as the constitutive equations are formulated on the complex plane
in the transformation variable ‘s, the viscoelastic problem reduces to an equivalent elastic
one. The complex solutions are then sent back to the physical plane for the desired time
value, dispensing incremental processes.

Examples of -aplications compeiring resulis obtained with the Laplace Transformation
Method and the State Variables Method (that treats the viscoelastic problem in an
incremental form) are presented.

1 INTRODUCAO

1.1 MATERIAIS COMPOSITOS

A idéia da utilizagho de dois materiais para a8 composiciio de um fnico que atenda is necessidades de
projeto & bastante natural. As préprias drvores siio constituidas por fibras de celulose em meio 4 lignina,
dispostas ao longe do tronco ¢ gathos, coincidindo desta forma com as diregdes principais de tensdes.
Ainda, o concreto armado mostra-se como um caso particular de material compésito, onde as fibras estfio
representadas pela armadura.

Consistindo de pain¢is de fibras com altas camacteristicas mecénicas, envolvidas por uma matriz,
geralmente polimérica, os materiais compésitos permitem a otimizagfio de projetos segundo a
determinaglo da orientaglio das fibras ¢ do nmero de painéis a serem superpostos, atendendo desta
forma as especificagdes requeridas. Na fabricag3o das fibras s#o empregados materiais com grande
ngidez (mddulo de Young) e fina rede cristalina como € o caso, por exemplo, do Boro ¢ Carbono. Sob
forma de fios de pequeno difimetro, tais materiais t8m aumentada sua resisténcia mecdnica pelo
Memmmmhhhda&deammmﬁodeﬁsmsepehdlﬁaﬂdademmpagﬂumm
fibras. Com relagio A matriz, dentre os diversos materiais veis, em geral as resinas sintéticas
(epoxidicas, poliéster, etc.) vém adequadamente este papel, suportando, protegendo e
transmitindo os esforgos atuantes is fibras.

1.2 OBJETIVO

O presente trabathe tem como objetivo principal a implementagio de uma soluglio viscoelastica
ﬂtamnvgbmmdamMcwdodaCmesmndcmlacmhvaﬁonénmdaTmmfomadahegrdde
Laplace, em um codigo para anilise de estruturas constituidas por painéis viscoelasticos orto
planos ou curvos (Marques e Creus, 1994). A eficiéncia do chamado Método da Transformada de
Laplace (MTL), para a andlisc viscoeldstica dos paintis de materiais compositos, deve ser comparada
com o Método das Variaveis de Estado (MVE) que possui tma concepgdio do tipo incremental.

2 A TRANSFORMADA DE LAPLACE INVERSA: METODOS NUMERICOS

Geraimente, a aplicagio da transformada de Laplace nio envolve maiores dificuldades, porém a inversio
ou retorno ao dominio da varidvel ‘t" normalmente & de dificil execuglio analitica. Assim, a alternativa
natural ¢ uma abordagem através de métodos numéricos de inversio. Hi uma unanimidade entre os
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pesquisadores quanto a niio haver o melhor método de invers#o, mas sim o método mais adequado para a
classe de fungBes que se quer inverter, mesmo porque a inversfio numérica da transformada de Laplace ¢
potoriamente um processe mal-condicionado (Bellman, Kalaba ¢ Locket, 1966). No entanto, um dos
métodos mais bem sucedidos, cobrindo vérios tipos de fungdes é o baseado na aceleragdo de
convergéncia de uma série trigonométrica. O método da série trigonométrica, juntamente com outro,
baseado na quadratura de Gauss, sio abordados a scguir.

2.1 METODO DA SERIE TRIGONOMETRICA
Durbin (1974) aprimorando a formulagfio de Dubner e Abate (1968), chegou a seguinte expressiio para a
ifiversa:

Y - « 'l
f(t)z%{ﬁz-‘L gke{f(a+n%i)}cos(n,—11‘_-t)—élm{f(a-&-n—;i)}sen(n%t) | o

em que ‘T° e ‘a’ slio parAmetros que devem ser convenientemente escolhidos de forma a minimizar o erro
de discretizagio. Piessens e Huysmans (1984) empregaram a expressio de Durbin utilizando os seguintes
valores para estes pardmetros: a=y+ 2te T =16 t. O grande valor escolhido para 'T" reduz o erro de
discretizagiio da formula de Durbin, mas, por outro lado, um maior esforgo computacional ¢ requesido
devido a uma mienor convergéncia das séries infinitas. Para esta particular escolha de 'T', a confianca ¢
priorizada frente 4 eficiéncia.

A expressio acima, por convergir de uma forma muito lenta, ndo deve ser utilizads sozinha na solucso de
problemas de valor inicial. A sua utilizagio, apesar de conduzir a resultados satisfatorios, necessita de
centenas de avaliagdes da fung3o a ser invertida, torando-a virtualmente invidvel. Assim, toma-se
imperativo o uso de um método de aceleraglio de convergéneia. Pode-se comprovar a eficiéncia de
alguns deles no trabatho de Honig e Hirdes (1988) com o algoritino épsilon e no trabatho de De Hoog,
Knight e Stokes (1982) com o algoritmo do quociente de diferencas ('q-d algorithm").

2.2 METODO BASEADO NA QUADRATURA DE GAUSS .
O método para o célculo da transformada de Laplace inversa apresentado por Heydarian, Mullineux e
Reed (1981), se bascava na expressio da quadratura de Gauss, apresentando a segujnte expressio:

f) =) A BBy o @
i=1

Abaixo, encontram-se os pesos € raizes para 'n’ igual a oito.

A= -39,7952877300696 + 133,878390214722 i
A; = +70,0204800546693 - 641,933246796715 i
As= -34,2426429574756 + 127,808747820743 i
Ay =+ 4,51745063287586 - 6,14247495100365 i

p1 = + 10,1694460066575 + 1,64920179682223 i
ps =+ 9,40637121369074 + 4,96921728762329 i
ps =+ 7,73868814683055 + 8,37087930623798 i
p7 =+ 4,68549463282120 + 12,0105785998138 i

Os conjugados complexos das raizes ¢ pesos com indice par s#o idénticos aos valores apresentados
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3 EQUACOES CONSTIIUTIVAS

3.1 ELASTICAS
Pamocasodecsmm“slammmommpasépossivelfawumasxmphﬁcacio a deformagio
cspeciﬁcanoscnhdodampessmdaslﬁmmaspodcserd&spreuda msmxdosomenﬁeselsooeﬂmemesna
matriz de rigidez.

a.._._.El.l.._._. .“‘YBEE.. 0 0 0
E E
1-v, =L 1- 1
ql 12 B” 12 En 8“ '
% —EPE— o o o
Gpf=t 1-v3, =2 2y, 3
O3 Bz 28,3
o, G, © 0 %,
SIM. KG, ©
KG,

O coeficiente de correglio 'K, tomadoeomoS/6pm’Mm'ques(l994),compensaoenooemehdoaose
asmuahpétesededlsmbmqloumfamdasdefomwmdecmnmmemomvm .

3.2 VISCOELASTICAS
Umammmdesefomﬂaraseqmgﬁescomuum“sdosmmnmsdemnafmgenénca, seria a dada
pormtc:médxodahngmgemdmopaadmmmm(hvmcoehsumdadelmwmngge 1967). Desta
forma a equaglio constitutiva de um material pode ser dada pela expressio a seguir:

P(o() = Qs() @

Nesta expressdo, ‘P’ e ‘Q’ sio arranjos que contém operadores diferenciais parciais lineares 61xja ordem
dependerd do modelo reolégico que representa o material da estrutura a ser analisada

Unaa aproximagfio bastante razoével do comportamento de qualquer modelo reolégico pode ser feita
quando se utiliza ums cadeia de modelos Kelvin. Neste trabalho ocorrem no méximo quatro clementos
Kelvin na aproximagio do comportamento diferido do material. Portanto, na aplicagio do método da
comrespondéncia, a substituigio dds constantes técnicas se dard por polindmios de no méximo quarta
ordem.

Qo+ g8+ §F +:5°+qes' |
Ca = { 1+ ps+pas” +pss’ + s’ J,,H ®

Aeﬁensﬁomcaso@menmonﬂobedeceréod:sposbmmémdodamnespondémm Segundo este
método, aquelas equacdes em 's' sio empregadas nas equaglies constitutivas elasticas tridimensionais,
obtendo-se as equacSes para o material compésito de comportamento viscoeldstico, porém no plano
transformado. As solugdes no dominio do tempo s3o entdo provenientes da aplicagiio de métodos de
inversdo numérica de transformadas de Laplace.
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4 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E A TRANSFORMADA DE LAPLACE

4.1 ANALISE QUASI-ESTATICA
Baseando-se no principio dos trabalhos virtuais, as equagbes de equilfbrio de um corpo podem ser
apresentadas conio

Jpe7oav =) 3UTbav+ | 5UTram ®

cujo lado esquerdo representa a energia de deformagfio virtual devido as tensdes internas ¢ o lado direito,
o trabatho virtual das ag3es de volume e superficie atuantes externamente.

Em viscoelasticidade, os deslocamentos, bem como as tensBes e deformagSes especificas, podem ser
conduzidos ao dominio transformado, resultando, para variagdes arbitrarias de destocamento, que

LB Bav U = [N aoave N -0
ou, em forma matricial:
K@© U(s) = F(s) : ®

queéosistcmadecquzu;besﬁnmresquefomeoeasolwloemtcmosdcdeslocamMos'visooelésﬁeosda
estrutura no dominio transformado. Neste trabalho, o carregamento ¢ aplicado sobre a estrutura na forma
de uma funcio de Heaviside. No entanto, ba a possibilidade de algumas cargas screm aplicadas em
instantes de tempo diferentes, ao longo da estrutura. Assim, a equagio dcima poderia ser escrita da
seguinte maneira: ‘

el

-

ou
]
A U9 = Ky ¢ (10)

]

(4

4.2 ANALISE DINAMICA

Numa andlise de vibrag3es, as forgas de inéreia s#io importantes ¢ devem ser consideradas nas equagdes
de equilibrio. Portanto, pelo principio dos trabathos virtuais, mais uma parcela deve contribuir pama o
trabalho devido as cargas externas:

|37 0dv = | 5UTbav+ | sU7 taa - | U7 pUav )

Esta equagio, matricialmente fica:
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£ MU+ KO UG = F©) (12)

O vetor de cargas neste trabatho serd sempre representante de wm impacto que, a exemplo do disposto na
anqum-m&ucgmmbémpodctawwhsdemgaaphcadascmmvmmsmdemmmw
longo da estrutura. Entfio se obtém que

F e""l
[s’ M+ 1_4(3)] U =1ifd © a3
)l

cuja quantidade entre coichetes conduz 2 uma nova matriz 'Q ’ fungdo da varidvel ', introduzida
anteriormente em (9). OpmblemadevﬂxwaesmummssegundooMrLﬁcaenﬁodeﬁmdoda
seguinte forma:

a8

]

o) UG = Ky (14)

(ahd

recaindo na mesma expressio resultante para o caso quasi-estitico, ou se¢ja, o problema de vibragBes
estruturais € o mesmo problema de analise viscoeldstica. A diferenga reside gbviamente no fendmeno, o
que conduz a outra ordem de grandeza para as rigidezes ¢ viscosidades enmvolvidas nos modelos
reolégicos. O processo de cdlculo é o mesmo.

Mediante uma séric de rotinas adicionais, este procedimento foi implementado num programa para
analise viscoeldstica de cascas (Marques e Creus, 1994),

5 EXEMPLOS DE APLICACAO

5.1 LAJE ISOTROPA VISCOELASTICA
Aaphcacioasegmrseuatadeumalajclséuopasubmeudaammcm'gad:mbuidaaolongodeum&v
linba no sentido da sua maior dimensao.

p=10/15 MN/m ¥y

FIGURA 1 - Laje isétropa viscoelastica

Na soluglio, foi empregado apenas um clemento Kelvin para simular o compoftamento viscoeldstico da
laje, onde o tempo de retardaglio ‘0° para a sua fungiio de fluéncia vale 100. Os resultados encontrados
pelo Método das Varidveis de Estado (Marques e Creus, 1994)) e pelo Método da Transformada de
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Laplace, em termos de deflexdes para o ponto central da laje, podem ser visualizados na FIGURA 3. Os
fesultados mostram grande concordéncia entre 0s métodos, principaimente quando o valor temporal ¢
pequeno. A maior diferenca ocorre no final do periodo da andlise (500-dias) e vale 0,80% em relaglio ao
resultado fornecido pelo MVE .

0,17%

10 0,77%
/ Ll
ke
\\____0,55% MVE
\ + MIL 0,80%
% .
o 100 200 300
Tempo (dias)

FIGURA 2 - Deflexdes para o centro da laje viscoelstica

Defiaxdes ()
O N & 0 o

400 500

5.2 COLISAO DE PLACAS :

O exemplo a seguir, resolvido analiticamente por Volterra ¢ Zachmanogiou (1965), trata da colisio de
uma placa de massa 'm' contra outra de massa desprezivel a uma velocidade 'vo' medida no instante t = 0.
As placas possuem a mesma sego transversal de drea 'A'. A placa maior, de comprimento ', sofre as
vibragdes induzidas pela colisfio. Uma cadeia com 1 elemento Kelvin é empregado. -

Reologia: -
E=3.947.933,1Pa
k=19.736.924,0 Pa i :
c=82790418 Pas :
Geometria: v m=0
A= 1/40 m? (1/4 x 1/10 m) °
1o=12m
Outros dados: _
m=2kg > L
Vo =R Mm/S » t=0 E;;Ig
x(t)

Tempo (s}

FIGURA 3 - Saida de Resultados para a colisdo das placas




100 PACHECQ, Alexandre R.; CREUS, Guillermo J.

5.3 PAINEL DE GRAFITE/EPOXI
O painel da figura a seguir é constituido por oito liminas de matriz em resina epoxi ¢ fibras de grafite.
Cada Mmina possui uma espessura de 0,00014 m, dispostas num esquema de laminaglio simétrico
conhecido como 'angle-ply’, isto ¢, em relagdo a um plano médio, as liminas se repetem, formando
angulos de 45 graus em relaglo a direglio 'x' abaixo. A notago utilizada nesse caso ¢ a seguinte: [45°/-
45°/45°/-45°]s .

ty

N

'\

0,0127 m

—F—00254m —F x

q=1750. 10" MN/m

FIGURA 4 - Painel de grafite/epoxi tracionado

As constantes elasticas utilizadas no problema s#o: F;;=126540 MPa; E,,=9842 MPa; G,,~6327 MPa ¢
vi7=0,34. Desta forma, é assumido que o material se comporta clasticamente na direio das fibras e
viscoclasticamente na direg3o transversal a elas ¢ também em cisalhamento. Assim, se pode apresentar o
comportamento viscoeldstico do material nestas direges conforme as cadeias apresentadas a seguir.

221069,18 106676,78  147689,07 142307,69 76082252 10967239

—WH e300 Ho=600 He=12000~ —j{e=300 He-s00 [H{6=12000
Exn Gz

FIGURA 5 - Cadeias Kelvin nas dire¢des 2-2 e 1-2 das ldminas

09

a 0,
g 1,57% ——\
g% - 3
n
% oasassn MVE
e 4+ MIL

074 - ' +

0 2000 4000 6000 2000 10000 12000

Tempo (min)

FIGURA 6 - Deformagdes especificas do painel
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5.4 CASCA DE GRAFITE/EPOXI -

A estrutura ¢ constituida por quatro léminas de resina epéxi com fibras de grafite, portanto, com as
mesrnas propriedades constantes no exemplo anterior. As quatro ldminas, cada uma com espessura de
0,00028 m, constituem um esquema de laminagio conhecido como 'cross-ply’, ou seja, [0°/90°]s.

2 A
| 0,01255 MN

X

_ 3 + + +
E2s —
z» 1,44%
2,7 ———MVE
28 4+ M
254 +
° 500 1000 1500 2000

Tempo (min)

FIGURA 8 - Deflex3es para o centro da casca k

6 CONCLUSOES

1) Coniirmou-sc a influéncia da magnitude do valor da varidvel independente no aumento do erro
cometido pelo Método da Transformada de Laplace quando o método de inversio numérica adotado era o
baseado na quadratura gaussiana.

2) De uma forma geral, o MTL sc mostrou bastante confidvel, o que pdde ser observado na execugiio dos
exemplos de aplicagio, 0s quais apontaram erros que variaram de 0,8% a 2,38%.

3) Nos casos cujas forgas de inércia so relevantes, 0 método de inverséo numérica de transformadas de
hplmbaseadomquadmﬁmgammmanﬁodevewmxhdewdoaemmndemsﬁbﬂﬂadeem
situagdes que envolvam respostas oscilatérias. No entanto, 0 método baseado na aceleragio da série de
Fourier consegue ser cficaz mesmo nestas situagdes, porém demandando uma maior quantidade de
solugdes parciais. Dste método de inversdo fundamentalmente d4 prioridade & precisfio nos resultados
enquanto que aquele baseado na quadratura exige um menor esforgo de maquina e conseqiiente redugo
no tempo de andlise.
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4) Os métodos incrementais, como 0 MVE em analises quasi-estaticas (Marques ¢ Creus, 1994) ou
mesmo agueles utilizados em andlises dindmicas como o cléssico método de Newmark, sio ideais para a
obtenclo de todo o histérico de resposta dos sistemas estruturais, enquanto que métodos como o MTL,
desenvolvido neste trabalho, mostram-se muito adequados quando se estd interessado apenas em
resuttados para poucos valores da varidvel independente.
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