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RESUMEN

Este trabajo presenta la teoria de vigas no-lineal propuesta por Simo [1]. Los algoritmos
usados son programados en ambiente MATLAB y los ejemplos mostrados se obtienen en un
PC Pentium de 100 MHz. Se usa un esquema de integracién implicito de la ecuacién del
movimiento asociado al proceso iterativo de Newton-Raphson. En la discretizacién espacial,
se utiliza aproximacién por elementos finitos lineales y cuadraticos. Se considera en la for-
mulacién amortiguamiento internc y cargas no-conservativas. Los resultados son anédlogos a
los obtenidos por otros programas computacionales.

ABSTRACT

This work present the non-linear beam theory propost for Simo [1]. The algorithms used was
programed in MATLAB software and the examples presented are obtenied in P C Pentium of
100 MHz.. We used the implicit integration algorithms of the moviment equation, asociated
at the iterative scheme of Newton-Raphson. In the spatial discretization, we used linear and
quadratic finite element aproximation. We considered internal damping and non-conservative
loading in the formulation. The results are analogous to obtain with other computational
programs.

MODELO DE VIGA

Introduccidén. La teoria de vigas ha continuado en el interés de los investigadores, ya que
actualmente ha sido necesario modelar elementos estructurales tipo viga muy flexibles y que
a la vez estdn expuestas a grandes rotaciones. Tal es el caso de brazos de robots. aspas de
helicopteros, antenas flexibles, paneles solares, etc.. En este trabajo, se utiliza el modelo de
viga descrito por Simo {1-2-3-4-5|, el cual se ha implementado computacionalmente en ambien-
te MATLAB !. Este modelo es llamado geométricamente exacto. ya que considera la flexién.
torsion. corte. extensién y efectos inerciales de traslacién y rotacién. de manera de describir el
comportamiento dindmico de vigas en presencia de grandes rotaciones y grandes deformacioues.
Este modelo se basa en elegir dos diferentes marcos de referencia para la descripcién cinematica
del mecanismo de deformacién: uno fijo a la seccién, y el otro inercial. La figura 1 nnestra
el modelo de viga utilizado. {t;(S.7)} ; i=1.2.3, representa vectores bases ortonormales de un
marco mévil fijo a una seccién transversal cualquiera y donde S € I = {0, L| C R, representa la
coordenada curvilinea a lo largo de la linea de centroides de la viga sin deformar y 7 € R es el
tiempo. El origen de {t;} est4 fijo a la linea centroidal de la seccion y t3(S) permanece siempre

'MATLAB: MATrix LABoratory (6]
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Figura 1: Modelo de viga.

normal a ella. E;(S); i=1,2.3, es la base fija de referencia (material) de la misma seccién tal
que se cumple que t;(S,0) = E4(S). {e;} ; i=1.2.3 , es la base espacial fija. La orientacién de
{t:} es representada por la transformacién ortogonal A(S,7) = Ay(S, 7)ei®@E;%: i=1.2,3. tal que:

ti(S.7) = A(S,7)Ei = A;i(S.t)e; ;i=1,2.3 (1)
El origen de {t;} se denomina posicién xg € R* del centroide de la seccién. definida por el

mapeo Xg = 89(S5,7) = D0;(S, 7)es, asi. el conjunto C de todas las posibles configuraciones de
la barra queda definido como:

C={®=(®0,A)|®0:(0,L) — R A:(0,L)— 50(3)} (2)

con SO(3) siendo un grupo ortogonal (Lie) no conmutativo tal que: SO(3) = {A : R* —
R? lineal | ATA = 1y detA = 1}. Sea 50(3) = {@ : ®3 — R° lineal | © + OT = 0}. que
se denomina conjunto de todos los tensores anti-simétricos. s0(3) y R® estan relacionados por
el isomorfismo del algebra de Lie™: ®% — s50(3), definido por la relacién @h = ® A h ?, para
cualquier h € R3. Aqui, ©® € R es el vector axial de @ € so(3) . Fisicamente, A € SO(3)
representa una rotacién finita. Las rotaciones infinitesimales son rotaciones linealizadas respecto
a la identidad. Geométricamente se habla de 50(3) como el espacio tangente en la identidad
1€ 50(3) y se emplea la notacién so(3) = T;SO(3).

Descripcién cinemadtica de la viga. Definimos el movimiento de la barra COmMo una curva
de configuracién parametrizada por el tiempo, esto es:

2
T B, =PBg(S,7) + inti(SyT) 3)

i=1

Esfuerzos internos. Denotando por:
P=T;@E;=T|(X,5)QE; +TAX,9® Eo+T3(X,5)® E; (4)

al tensor esfuerzo no-simétrico de Piola-Kirchhoff, vemos que T3(X, S) = P(X, S)E; es el vector
esfuerzos por unidad de 4rea de referencia actuando sobre la seccién transversal 4, ¢ ®2. El
esfuerzo resultante espacial por unidad de arco de referencia n(S,7) = nse; y la cupla de esfuerzos
espaciales m = m;e;, sobre la seccién transversal en su configuracién actualizada estan dadas
por:

n=/ P(X, S)Ead X = / T3(X, S)dX ;m:/[x—éo(s,r)]/\Tg(X,S)dA (5)
A A A
Medida de las deformaciones. Potencia interna. Mediciones de deformacién apropi-

adas, conjugadas a los correspondientes esfuerzos v cuplas, se obtiene a través de la equivalencia
le la potencia del esfuerzo. A partir de (3), el gradiente de la deformacién se puede escribir:

2 0%
F:Zti®Ei+[—ﬁ+n/\(x-%)]®E3 (6)
3=1

2% denota el producto tensorial estandart
*A ¢ producto vectorial




G. E. Barrientos, R. Sampaio 727

Para escribir la potencia interna debemos obtener el producto P : F. Usando 4). (3) . v (&)
y despues de algunas operatorias algebraicas obtenemos la expresion reducida de la poteucia
interna en componentes espaciales y materiales respectivamente segiin 4. . 5;

/ P;FdAdS:/ {n-‘y+m»f2|d5=/ N-T'+ M- K|dS (7)
Qx[0,£) {0,L) Jio,L)

Leyes de balance. Para expresar las ecuaciones del movimiento en términos de las fuerzas
n(S,7) y momentos m(S.7) resultantes usamos la teoria tri-dimensional de los principios de
balance lineal y angular, que se expresa como:

AP+ pob = pod. ; FPT = PFT (8)

donde (X, S} — b(X, S, 7) es el campo de fuerzas de cuerpo y AP = 9T ;/9X . A partir de (4).
(5) . (8) y aplicando el teorema de divergencia, se obtiene la ecuacion de balance de momento
lineal™:

a . ..
SEn(S.7) +8(S,7) =L, = 4,80(5.7) , Sel 9
Anélogamente usando (5) y (8) se obtiene el balance de momento angular:
a d®y _ . .
-a—gm(S,T)+ S5 Aot m(S,7)=H, =W+ WA (I,W) (10)

Ley constitutiva. Para comportamiento elastico, en su descripcién material, podemos definir
la funcién de energia almacenada ¥(S, T', K), tal que:

_8¥(5,IK) _ 9¥(5,TK)
N=—7— i M=——g — (1)

La funcién ¥ esta sujeta a los requerimientos de invarianza bajo la suposicién de movimiento
de cuerpo rigido. Tomando la derivada material con respecto al tiempo de (11), obtenemos:

v ey
' aTaT 3ToK | [ t '
[N}z {P]EC(S,F,K){F] (12)
M A K K

K 8KoK

donde C representa al tensor de elasticidad material y en el desarrollo de este trabajo se asume
es constante y diagonal, y estéd dado como C = diag|GA|, GAs, EA, Ely, El>, G J|, donde (GA),
y (GA)2 denotan la rigidez al corte a lo largo de los ejes t; y to, EA es la rigidez axial, E1, y
EI5 son las rigideces flectoras principales relativas a los ejes t; y to, y GJ es la rigidez torsional
de la barra.

Variaciones admisibles. Nuestro objetivo es linealizar la ecuacién variacional del sis-
tema. Consideraremos una configuracién arbitraria de la barra especificada por la posicién
de su linea de centroides y la orientacién del marco mévil dada por (2), esto es. ®(S) =
(®0(S). A(S)) € C. Construimos una configuracién perturbada relativa a ®(S), denotada
por ®.(S). Si ny(S) = noi(S)ei es un vector de campo. interpretado para un ¢ > 0, como
un desplazamiento infinitesimal superpuesto a la linea de centroides definida por ®0(S) v adi-
cionalmente. tomamos ©(S) al tensor de campo antisimétrico. interpretado para € > 0 como
nna rotacion infinitesimal superpuesta al marco mévil definido por A{S) con un vector axial
©(S). La configuracién ®.(S) = (e(S), Ae(S)) € C perturbada se obtiene segin &g () =

*( ") denota la diferenciacion en el tiempo .
5(?) = (9/0t)(-) ~ W A (-) denota la razdn corateada medida por un observador fijo al marco mévil

o®
55 (5,7) — ta(8.7)

5+ es el vector espacial de la deformacién definido segtin v(8,7) =
"h y th representan las fuerzas y momentos distribuidos aplicados
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Bo(S) + enp(S) .y AdS) = exple®(S)|A(S). Aqui, por construccién ®, € C Ve £ R.
El par n(S) = (ny(5), ©(S)) € R* x R® lo llamaremos variacidn admisible. El conjuuto de
variaciones cinematicamente admisibles (en la identidad) lo denotaremos por T3C' dado por:

TeC = {n(S) = (no(S), ©(S)) € ®* x ®|myy. = Olseqo,r) = 0} (13)

Forma débil de las ecuaciones de balance. Counsideremos cualquier variacién admisible
n(S) = (1o(8), O(S)) € To»C. Multiplicando la forma local espacial de las ecuaciones de balance
(9) y (10), por n(S) , se obtiene:

Gotin. (@, 1) = /O (Apdomy £ LW+ WALW) ©)ds +G(@m =0 (14)
Vs
donde: J J iB
n _ m 0 _ -
G(®.m)= =,O.L]{(I;“Jrﬂ)'770*1*(11—5:‘4‘F/\H‘Fm)'@}fls (18)

ALGORITMO TEMPORAL IMPLICITO.

Se usa el sub-indice n para indicar la aproximacién discreta en el tiempo de cualquier varia-
ble variando en el tiempo 7, , asi, usamos la siguiente notacién: dn(S) = ®o(S, ™), va(S) =
éo(S, Tn), an(S) ~ <'I.>O(S, Ta), ¥ para el campo rtotacional : Ap = A(S, 1), Wa(S) = w(S. 7).
an(S) = w(S, 7). Usamos un algoritmo implicito de integracién de la ecuacién (14). El pro-
cedimiento serd: Dada una configuracién &, = (dn, An) € C, asociado a la velocidad lineal
y angular (Vs, Wn) y las aceleraciones lineal y angular (an, an), se obtiene una configuracién
ajustada ®,,) = (dn+1, Ans1) € C, asociadas a las velocidades lineal y angular ajustadas
(Vn+1, Wni1) ¥ a las aceleraciones lineal y angular ajustadas (an4+1, @n+1) de una forma consis-
tente y estable a (14).

Configuracién ajustada. Se asume que ij_),,l = (dffq),_l, AE:L
®

forma débil linealizada respecto a ®, ., se obtiene un campo incremental AQEZLI = (Au

) es conocida. Resolviendo la

()

n+1:

AHE:_L). Asi, dado un A@Sfl_l, ajustar @534 € C hasta @Ef:ll) € C. Los algoritmos de ajuste
se resumen de la forma 8, %
Traslacién Rotacién
Gin =i e aul, A - exp[ﬁéifldlAﬁfl(%H; exploy™) = explad, L lexs(d])
I N = SN A I
A T A, t+ F:(BAun-r—l A=A+ W(@n - ©57]

(16)
En la parametrizacién de las rotaciones se utiliza el algebra de los "cuaterniones” [7], el cual
evita puntos de singularidad en (2n + 1)7, 0=0,1,2,3,.... El procedimiento practico usado para
la computacion de la matriz de rotacién y el vector rotacién asociado se presenta en [8].
Linealizacién del algoritmo. Denotamos por L[G4in(®,n)| la parte lineal del funcional
Gain.(®, 1) dado por (14) en la configuracién ® = &. Por definicién se tiene:

LGuin (B, 1)) = Cuain (B0 M) + DCain (80),, 1) - A® (17)

donde Gdi,,'('i:ll, 1) representa la carga de desbalanceamiento dinamica en la configuracton

decCy DGdin‘(Qm 7) se obtiene usando los procedimientos de linealizacién descritos en |3):

n+1

1 (@) / (@) ()
S ALA ds + T —AY (LAY +
hig A).Ll up - ApQUp,, 0.1} AL (LAY

DGain (85, m) = DG ) +

8h = 1ot — 74 es el intervalo de tiempo.
W, A representan la velocidad y aceleracién angular en su forma material.
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wi AW ) - +—-—A Lo = LW+ W LYATT(00)A0 s (18)

n-1

donde T : T, SO(3) — T4,50(3) es un mapeo lineal definido como:

1

_ 1812 K
T(O)*e®e+mn-/—2—)[l—e®e| 3 (10)

con e = 8/[8]| y donde A® = (ug, ¥) € T3C es una variacién admisible y DG(@SL, 77) Tepre-
senta el operador de rigidez tangente y el operador asociado a las cargas de tipo no-conservativas.
Los otros términos de (18) generan la matriz de inercia tangente la cual es no-simétrica v
dependiente de la configuracién. Esta falta de simetria concierne sélo a los grados de libertad
rotacionales.

DISCRETIZACION ESPACIAL. ELEMENTOS FINITOS

Matriz tangente dindmica. En cada configuracién Qflil € C introducimos un subespacio

de aproximacién finita V* C T o C. tal que el campo de desplazamientos y rotaciones dado

nw—l

por A@S‘)_I(S) = (A n+1 Aem_l) € Tém C es interpolado segiin:

il ( ZNI Lo A8 (s) ~ Zws a6l (20)

w(Au(nij_lJ.ABEH)_l ) son los valores de (Au‘z ABELE_I) en el nodo /. Usando el método de

Galerkin estandar asociado a los elementos ﬁmtos una variacién admisible n(.8) = (n4(S), ¥(S))

es aproximada en V* Ty C de la misma forma que en (20). Asi. se considera la signiente
n+1

interpolacién: i

N
XS = NS ¢ ALLS) = expli (L (9)] 2U)
con )(n,1 ;= Xn+1(51 En la iteracién (i) la sustitucién de las aproximaciones (20) y (21) en la

L 4 I . o
forma débil linealizada respecto a la configuracién égz-}—x nos conduce a la siguiente discretizacién

espacial de la forma débil linealizada (18), LGSy, (. 1) = LiGun (2. 7)),

N
) ’
LGS, many = 2 1 Pr(@8) + Krs(An, 20 ) A0 1al=0 (22)
1,7=1
para cualquier 7;, donde:
K1s(An, ®0L)) = M1s(An, n-1)+511(‘§n+1 )+ Gl ) + LAl ) (23)

donde P[(tbgfj_l), representa la fuerza residual de desbalanceamiento en la iteracién (¢) del
esquema de Newton-Raphson. La matriz tangente dinamica discreta K 7(A,, Q(niz_l), acoplan-
do los grados de libertad del nodo I y del nodo J es la suma de: (i) la matriz de inercia
tangente My /(An, An-—l) (i1) la rigidez tangente material S”(@"H) (iii) la rigidez tangente

i .
geometrica Gp (Al Ez) 1) ¥ (iv) la matriz de rigidez tangente debido a las cargas no conservati-

vas Ly, ,(A\n)ﬂ) El desplazamiento incremental y la rotacion en el nodo J esta denotada por
AQSLI ;= (A‘lill1.J=AB(nl)+1 ;). Las expresiones de las matrices de rigidez, de inercia y carga
de desbalanceo se presentan en detalle en {8].

YN((8): funciones de forma globales correspoudientes al node I del elemento
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Propiedade s matenal:
4 EA =GA = 1000000
EI = 1000
3 Ap=1
2 I,=10
- W coef. de amortiguanuento
1
(c)

(d)

Figura 2: (a) Viga empotrada sometida a una carga variable en su extremo libre. (b} Historia
de la carga. (c) Propiedades del material de la viga. (c) Animacién hasta la maxima deflexién
(t=2.25)

Cargas no-conservativas y amortiguamiento interno. En presencia de cargas no
conservativas n™, la matriz de rigidez asociada a los elementos finitos toma la forma !l:

L”:/ l:g *NI(S):‘;J(S)Y_I < §5%6 (24)
[0,L}

Considererando amortiguamiento interno proporcional a la velocidad lineal, la ecuacién (22)
queda modificada por la matriz de amortiguamiento dada por 1%:

d 0 pA, 0 0
D,J={ - ]ewﬁxﬁ dpy = 0 u4, 0| er>d (25)
0 o
0 0 ur

asi, a la matriz de rigidez dinamica (23) deberd agregarsele el término:ﬂZ;D 1J v al vector de

desbalanceamiento de las cargas el término —DIJVS:_)HJ.

APLICACIONES

La programacién de estos algoritmos se realiza en ambiente MATLAB, utilizando basicamente
operaciones matriciales. Esto favorece la programacién ya que los elementos finitos pueden
tratarse en general como matrices a nivel de cada elemento. Los ejemplos que a continuacién se
presentan permiten visualizar el comportamiento del programa en presencia de grandes deforma-
ciones y de grandes rotaciones. En la integracién de la ecuacién del movimiento. los parametros
vy G de la familia de los algoritmos de Newmark, se consideraron en todos los casos como 0.5y
0.25 respectivamente, lo que representa un esquema de integracion del tipo "regla trapezoidal”.
Respecto a [8] se incluye ejemplos con presencia de cargas seguidoras y amortignamiento interno.

Problema 1. Amortiguamiento interno. Este ejemplo es presentado por Simo [3]. y
permite visualizar el comportamiento de una viga empotrada que sufre grandes deformaciones
y dounde se ha considerado un amortiguamiento interno proporcional a la velocidad lineal. La
viga es cargada en su extremo libre y luego se retira la carga para producir una vibracién li-
bre amortiguada. La figura 2(a) muestra la geometria del problema y la forma de aplicacién

A" = (explR(S)])iyA™(S)ei ;A™ : antisimétrica de A"

9 . . . .
l'uz coeficiente de amortiguamiento interno




G. E. Barrientos, R. Sampaio 731

8 T

= O a

£ 4 ---d

= .

S 2 -

= :

5 O -

g-2}- '

= :
il i e R M e N N U Tt N
5 : : :

tiempo (s)

Figura 3: (a)Desplazamiento transversal del extremo libre. Paso de tiempo h=0.05.
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Figura 4: (a) Velocidad transversal del extremo libre. (b) Aceleracién transversal del extremo
libre para un paso h==0.05. (c) Aceleracién transversal del extremo libre para un paso h =0.25

de la carga en su extremo libre. La figura 2(b) presenta la forma de variacién en el tiempo
de la carga variable aplicada y los rangos de amortiguacién. La figura 2(c) entrega los datos
generales del material de la viga y la figura 2(d) muestra una animacién del instante inicial
del movimiento hasta la amplitud maxima. La viga fue discretizada en 10 elementos lineales.
La figura 3, representa el desplazamiento transversal del extremo libre y muestra claramente el
efecto del amortiguamiento interno. El resultado es claramente comparable con [3]. La figura
4(a), muestra la velocidad lineal tranversal del extremo libre para el caso de un paso de inte-
gracién de 0.05 (s). La figura 4(b), muestra el comportamiento de la aceleracién transversal
del extremo libre de la viga para un paso de 0.05 s. y la figura 4(c) para un paso de 0.25 s.
Los graficos para el desplazamiento y la velocidad lineal transversal no varian para estos dos
valores de paso de integracién. Es por ello que a futuro se variaré el algoritmo de calculo para
las aceleraciones ya que es ella la que se hace inestable con mayor facilidad cuando el paso de
integracién no es lo suficientemente pequefio. Los resultados presentados por (3] se obtuvieron
con una versidn adaptada a esta teoria del programa FEAP. desarrollado por Taylor y que se
encuentra documentado por Zienkiewics (12|,

Problema 2. Grandes rotaciones y gran flexibilidad. El presente ejemplo permite vi-
sualizar el comportamiento del programa respecto a las rotaciones finitas en una viga altamente
flexible y donde debemos usar un paso pequeno de integracion debido a su pequesio primer pe-
riodo natural de vibracién. La figura 5(a) muestra la geometria de una viga que gira y esta fija
por su extremo izquierdo, los datos generales del problema y Ia distribucién de cargas aplicadas.
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Figura 53: (a) Viga que simula un brazo de robot girando con un momento aplicado en el
extremo de apoyo. Datos generales del material e historia de la distribucién de carga aplicada.
(b) Animacién

F(e)

@ F (‘C)T
®)

Figura 6: (a) Viga en voladizo con carga seguidora en su extremo libre. (b) Viga en voladizo
con carga vertical en su extremo libre. (¢} Desplazamiento vertical extremo libre: linea continua
(carga vertical); linea discontinua (carga seguidora).

desplazamiento vertical {m)

Este ejemplo es presentado por Simo-Vu-Quoc [3] , y tambien resuelto con una versién extendida
a esta teoria aplicada al programa computacional FEAP. La solucién presentada con nuestro
programa, trabaja con 5 elementos cuadraticos (de tres nodos), y el paso de integracién usado
es de 5e-3 s.. La figura 5(b) muestra la animacién del brazo durante la primera revolucién. Los
resultados son analogos a los presentados en [3-9].

Problema 3. Cargas seguidoras.. Se presenta un ejemplo de cargas no-conservativas de
tipo seguidoras. Se utiliza el ejemplo presentado por Campos [9] v analizada en [8]. Una viga
empotrada en voladizo, con una carga transversal F(r) = Fgsin{27) en su extremo libre. Los
datos generales del problema son: L=10 m. (longitud de la viga);EA = GA = 1.57x 10° N EJ =
9.82 x 105Nm2;Ap = 61.7kg/m.;I, = 3.86 x 10~>K gm ; Fy = 10000 lo que permite obtener
grandes deformaciones. La figura 6(a) representa la viga con la carga segnidora v la figura
6(b) con la carga vertical (Campos {9]). La figura 6(c) muestra el desplazamiento vertical del
extremo libre para el caso de carga vertical (linea continua) y para el caso de carga seguidora
(linea discontinua). En el caso de carga vertical, los resultados son andlogos a los obtenidos por
Campos [9] basado en la teoria presentada por Antman [10] e implementada por Rochinha {11].
La figura 7 representa la historia de la posicién horizontal del extremo de la viga tambien para
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bempo (£)

posicion horizontal extremo (m)

Figura 7: Posicién horizontal del extremo libre: linea continua (carga vertical): linea discontinua
(carga seguidora).

Datos Generales:

L =10 T FA =GA = 10.000
El =500,
30. Ay =1,
I 1, = 10.
0 i T(s) § =atan(ss6)
2.5 F(r)=T(r)/10.
F(n) o)

Figura 8: Viga libre con movimiento en el plano. Fuerza y momento aplicado en el extremo.
Datos generales del problema

ambos casos. Como era de esperarse, los desplazamientos horizontales son mayores cuando la
carga es seguidora especialmente cuando existen grandes deformaciones.

Problema 4. Viga en vuelo libre. Este ejemplo fue presentado por Simo y Vu-Quoc [3] v
tambien resuelto por el programa FEAP. La figura 8 representa los datos del problema y su con-
figuracién inicial. En nuestro trabajo, la viga fue discretizada en 5 elementos finitos cuadraticos.
con un paso de integracion de 0.1 s.. La figura 9 est4 girada un angulo 8 respecto a los resultados
presentados en (3]. La figura 9(a) muestra la animacién para cada 0.5 s. de tiempo, tal como
se presenta en [3-9] (el paso de integracién usado fue de 0.1 s). El movimiento se muestra en
escala real, sin ningin tipo de magnificacién de la posicién ni de las deformaciones. En general.
los resultados son analogos a los obtenidos por [9]. Un buen ejemplo de prueba lo representa el
mismo problema, pero disminuyendo la rigidez EI, para producir deformaciones exageradas. La
figura 9(b), muestra el movimiento para el caso en que la rigidez se ha disminuido a la mitad,
esto es, El = 250 donde se usé un paso de integracion de 0.5 s.

CONCLUSIONES

Se presenta un modelo de vigas de simple implementacién computacional en ambiente MAT-
LAB. ya que se usa principalmente operaciones matriciales. Los ejemplos presentados permiten
asegurar que el programa esta funcionando bien. La facilidad de programacién y la versatilidad
del modelo de vigas permitira a futuro hacer modificaciones e incluir otros efectos tales como:
nuevos algoritmos de integracidn, control y aplicaciones a la robética en sistemas multicuerpos
principalmente con movimientos tridimensionales.
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