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Resumen

Se considera un problema estacionario de conduccién del calor en un material que ocupa un
dominio poligonal bidimensional acotado. La frontera del dominio esta compuesta de dos
porciones I'; y I's de interiores disjuntos. En la porcion de frontera I'y se mantiene un flujo
de calor saliente, en tanto que en la frontera I'; el flujo de calor verifica una ley de tipo
Newton con coeficiente de transferencia positivo. En el presente trabajo se obtiene un método
numérico que permite resolver el problema de minimizar el flujo total impuesto sobre T'y de
manera que todo el material se encuentre en la fase sélida. Para ello se utiliza el método de
los elementos finitos y se transforma el problema de optimizacion en un problema de
programacion lineal que se resuelve a través de un programa construido en MATLAB, el cual
permite obtener el valor del flujo 6ptimo, en cada nodo de la correspondiente porcién de
frontera I's.
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I.- INTRODUCCION

Se considera un problema estacionario de conduccion del calor en un material Q2 que ocupa
un dominio poligonal acotado en R", con frontera regular I". Se supone una temperatura de
cambio de fase de 0°C . La frontera del dominio estd compuesta de dos porciones de
interiores disjuntos, I'; y 'y, de medida (n-1) dimensional positiva. En la porcion de frontera
I'; se mantiene un flujo de calor g mientras que sobre I'; se tiene una condicion convectiva de
tipo Newton con coeficiente de transferencia o« > 0y temperatura del entorno b > 0.

En un trabajo de E.D. Tabacman y D.A. Tarzia' se estudié este problema y se establecié
que se trata de un problema de Stefan estacionario a dos fases, si el flujo constante g sobre I's
se encuentra entre un flujo minimo q,, y un flujo maximo qu, los que dependen del
coeficiente a y de la temperatura exterior b, es decir si q verifica: q,,(o,b) < q < gm(a,b)

En el trabajo de R.L.V. Gonzélez y D.A. Tarzia® se resolvié el problema de optimizar el
flujo total impuesto sobre la frontera I'y, para el caso en que sobre I'; se imponga una
condicion de temperatura positiva, con la restriccion de que la temperatura sea toda positiva
en el dominio €2 (es decir que el material esté en su fase liquida).

Por otra parte, en el trabajo de R.L.V. Gonzélez y D.A. Tarzia® se encontrd el flujo total
maximo a imponer sobre la frontera I'y, de manera que todo el material se encuentre en la fase
liquida, para el problema con condicion convectiva de tipo Newton sobre T';.

Siguiendo la idea de los trabajos mencionados, el objetivo del presente es disponer de un
método numérico que permita minimizar el flujo impuesto sobre la frontera I'y de manera que
todo el material se encuentre en la fase sdlida, para el caso particular  C R2,

Para ello se utiliza el método de los elementos finitos y se lleva el problema de
optimizacion a un problema de programacion lineal, el que se resuelve a través de un
programa construido en MATLAB, el cual permite obtener el valor del flujo éptimo, en cada
nodo de la frontera I's.

Los resultados obtenidos siguen siendo validos si la frontera I' de 2 es la unién de tres
porciones I'y, I'y y I'; tales que, sobre I'y y I'y las condiciones que se imponen son las ya
enunciadas, en tanto que I's es una frontera impermeable al calor, es decir que sobre I'; se
impone una condicidn de flujo nula.

I1.- MODELIZACION DEL PROBLEMA

Si 6 representa la temperatura en €2 y se hace la sustitucion u = k; 67 — k6= *° (k; y Kk
son los coeficientes de conductividad térmica de las fases liquida y sélida respectivamente),
entonces las siguientes ecuaciones modelan el problema:

Au=0 en Q)
0

—a—l; . a(u— B) (1)
ou .
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donde B =k;by b > 0 es la temperatura exterior.
Se desea minimizar el flujo total de calor sobre I'y con la restriccion que la totalidad del
material se encuentre en la fase sélida, es decir, el problema a resolver consiste en

Hallar g* € L?(I';) tal que J(g*) J(q) 2)

= Inf
u<0inQ
donde

Ja)= [fqdy ,q €L*(Ty).

Ty

La formulacion variacional del problema (1) viene dada por

u ev: a,(uVv)=L,(Vv), Vv €V, 3
con
a.(uv) =a(uyv) + afuvdy ; La(v) = L(v) + aB[vdy
Iy Iy
a(uyv) = [VuVvvdx ; L(v) = — [qvdy ;V = HY(Q).
Q Ty

A continuacion, discretizando el dominio 2 mediante elementos finitos de primer orden, se
transforma el problema de optimizacién (2) en un problema de programacion lineal.

I11.- EL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

A fin de obtener un problema discreto, se realiza una triangulacion regular 7, del dominio
poligonal € con triangulos de Lagrange de tipo 1, constituida por elementos finitos afin
equivalentes de clase C°, y se aproxima al espacio V por ¢ :

Vh :{Vh S CO(Q)/VMT e Py(T),VT € Th}y

donde P, es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1.
El problema variacional aproximado consiste en hallar u,, € Vy de manera que

a0 (Una,Vh) = La(Vh) , YVh € Vi (4)
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Se designa con IV a la cantidad total de nodos de la triangulacion, con r a la cantidad de
nodos sobre la frontera I'; y con p a la cantidad de nodos sobre la frontera I';. Sea {wi}fvzl
una base del espacio V. Puede pensarse a esta base como

1 Q 21N
{wihit = {wi}io, U{w; }1 Ao UAwi i
donde se ha indicado con wgi a la funcién base que vale 1 en el nodo N;, de la frontera I'; si

j=1, de la frontera I'; si j = 2 o del interior de €2 si j = Q, y cero en los otros nodos. Entonces
el elemento un, € Vy puede expresarse de la siguiente manera

Z ulw! + Z uftw® + Z uiw? (5)
i=r+1 i=N—p+1
donde los coeficientes ul (i=1,...,r),ul (i=r+1,.. , N—-pyuw (i=N-p+1,...,

N) son los valores de la incognita en los nodos correspondientes.
Teniendo en cuenta la expresion (5) y considerando vy,= w] en la ecuacion variacional (4),
paracadai,j=1,..., N, se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:
A1u1 + IA\QUQ"'/A\;),U2 = b,
Aul + Asu®+Agu? = 0 (6)
/A\7U1 + IA\glJQ"'/A\gU2 = b(q)
dondeu! € R", u? € RP, u® € RN —(P*+") | |as matrices Ay, ..., Ay vienen dadas por:
Ai=(aj;) € R™", aj= aa(w), wi); Ar=(a}) € RT*N-*D  aZ=a(wf, w});
Asz=(a} ) e RTXP a%: a(w},wj); As=(af;) € RN-(+nxr aj;= a(w%,w?);
_ _ _ — Al 2, 2
A6: (a?j ) c RN—(p+ r)Xp , a?j: a(wg’w?)’ A7: (aZj ) (= Rp Xr ’ aZj: a(w}’w?)’

As=(af;) € RPX" af= a(w, wd); Ag=(a; ) € RP*P, a) = a(w], w});

y las componentes de los vectores be= (b?)7_, € R", b(q) = (b:(g))¥.»_ o+1 € RPestan
dadas por las expresiones siguientes:

by = anw,} dv, bi(q) = — qu% dy.
Iy

Iy
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El sistema de ecuaciones lineales (6) puede ser expresado en forma matricial por

Au = b, (7)

donde u=(u',u® u?) € RN, b=(b%, 0, b(q)) € RN y A € RN*Nes la matriz de
Al A Ag
elementos finitos, A= A, A; As
Ar As Ay

Los elementos by y b;(g) se obtienen a través del calculo numérico de las
correspondientes integrales, por ejemplo usando la regla del trapecio. Para ello se considera
que lacurval'; (i = 1,2) puede decomponerse en la forma

cons=p—1siI; esabierta0 s = psiT;es cerrada,
con lo cual se tiene la integracion aproximada dada por:
S S

> [ oy = [T (V) + f(NGe)),

J=lri J=

Jfdy =
T

donde se ha llamado F{f a la porcion de la curva I'; cuyos extremos son los nodos N y Njt1
y se ha indicado con |FZ| a la medida de esa porcion de curva.

De esta forma el sistema de ecuaciones lineales (7) se transforma en
AU=MTG +b
donde :
e ’q =( qi) € RPy Gq; esel valor del flujo g en el nodo Ny _p+i ;

o5 =(b;)cRN, b; aproximaal valordeb® (i=1,....r)y & =0(i=r+l, ..., N);

1
. M:(%2> e RN>*P M1 e RIN-P) xPeg |g matriz nula,

M? = (m;;)Ly_,+1 € RP*P es una matriz diagonal, con

sii=N—p+10i= N,

1) sii=N—p+2,...,N—1,

si I'y es una curva abierta, 0
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m; = — 3(|05 + [T3)) coni=N—p+1,...,N,

si I', es una curva cerrada, (en este caso se ha considerado Fév_p: Y ), vy lai-ésima

componente del vector M ‘g aproxima al valor de b;(q), es decir (MG ); ~ b;(q).
Después de estas consideraciones, el problema de optimizacion (2) se transforma en el

siguiente problema de programacion lineal:

- - - A ~ ~Y
l\/||n|m|6are 7 F(qd)= <Tr, § >re (8)
donde

LT, (i 4 13D, (TS TR, TR ) si I'y es abierta,
Tp=

2

(|08 |+[T2]), (T3] + 73D, - .5 + [T5)) si Iy es cerrada,

1
2

< ., . > reesel producto escalar usual en RP y el conjunto U se define de la siguiente
manera

U={q €RP:CqF <d ,CeRV*¥P decRN}

conC=A'My d=—A'7D.
AN
Teniendo en cuenta que F( ‘g ) >0,V ‘g > 0 resulta que el problema de programacion
lineal (8) admite al menos una solucién’.

111 RESULTADOS NUMERICOS

Se realiza una implementacion en MATLAB del método de elementos finitos® para
obtener las matrices y los vectores que aparecen en el problema de programacion lineal (8) y
luego se resuelve dicho problema de programacién lineal con las correspondientes rutinas de
MATLAB.

A continuacion se muestran dos ejemplos considerando dominios bidimensionales.

Ejemplo 1: Se consideran los siguientes datos:
n=2, Q=10,4]x[O0,4],
'y ={0}x [0, 4], Ty = {4}x [0, 4], I's = [0, 4] x {0} U [0, 4] x {4}.

Se realiza un mallado del dominio consistente en 64 triangulos y 45 nodos.Se obtienen los
valores del flujo 6ptimo que se muestran en la Fig. 1, para diferentes valores del coeficiente
de transferencia « y diferentes valores de la temperatura ambiente B.
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Fig. 1: Flujo éptimo vs. o y B para el caso de un dominio rectangular (Ej. 1)

Ejemplo 2:
El dominio €2 es un anillo bidimensional (n = 2), cuyas fronteras interior y exterior son

respectivamente I'; (un dodecdgono regular inscripto en una circunferencia C; de radio
r1 = 1) y I'y (un dodecédgono regular inscripto en una circunferencia C, de radio ro = 2,
concentrica con C,). Se realiza un mallado del dominio consistente en 48 triangulos y 36
nodos. Se obtienen los valores del flujo 6ptimo que se muestran en la Fig. 2 para diferentes
valores del coeficiente de transferencia « y diferentes valores de la temperatura ambiente B.
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Fig. 2: Flujo dptimo vs. « y B para el caso de un dominio anillo bidimensional (Ej.2)

IV CONCLUSIONES

En los ejemplos numéricos que se han presentado en la seccion precedente se observa que,
si se llama ug- a la temperatura que se obtiene como solucion del problema (1) para el flujo
optimo g* hallado en cada caso, se verifica que

A partir de estos resultados se puede intuir que el flujo 6ptimo minimo est4d dado por
* ou*

==l donde u* es la solucién del siguiente problema eliptico.
2
Au*=0 in Q
©)
ou*
u*l =0 =—| = aB.
r, on |p,
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Para el Ejemplo 1 se dispone de solucidn exacta del problema (9), la cual viene dada por

U*(le) = — BOéX
y se observa en este caso que los valores del flujo 6ptimo hallado numéricamente son los
correspondientes al flujo ¢*=B « obtenido como ¢*= — %Un g
2

Para el Ejemplo 2 se muestran en la tabla de la Figura 3, los valores del flujo ¢;; hallados

numéricamente y los de ¢*obtenidos como ¢* = — % - siendo u*(r) = — Barllog(ﬁ) la
2

solucion exacta del problema (9) cuando se considera como dominio al anillo circular

Q={(xy):1<r=02+y?): <2},

siendo en este caso las fronteras: I'; = {(X,y):r =1}, To={(X, y) : r =2}

B | & q"
1 |0.49825110 | 0.50
6 | 2.98950662 | 3.00
11 | 5.48076213 | 5.50
16 | 7.97202361 | 8.00
21| 10.46327526 | 10.50
1 | 1.49475326 | 1.50
6 | 8.96851986 | 9.00
11 | 16.44228640 | 16.50
16 | 23.91605209 | 24.00
31.38981922 | 31.50
1 | 249125552 | 2.50
6 | 14.94753270 | 15.00
11 | 27.40381067 | 27.50
16 | 39.86008818 | 40.00
21 | 52.31636573 | 52.50
1 |3.48775773 |3.50
6 | 20.92654633 | 21.00
11 | 38.36533494 | 38.50
16 | 55.80412355 | 56.00
21| 73.24291224 | 7350

NN AN AN OO WO W W W WP RFPIRPDO
N
[

Figura 3: Flujos ¢; Y ¢* vs. a'y B para el caso de un dominio anillo bidimensional (Ej.2)
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