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RESUMEN
Se presenta un metodo de ajuste de modelos basado en la mininnzaciOnde los errores en
las ecuaciones constitutivas. El error puede ser interpretado como una energia de
deformaciOnresidual provocada por el desbalanceamiento que ocurre en la ecuaciOn de
equilibrio del modelo. El algoritmo se inscribe dentro del grupo de metodos de ajuste
locales basados en la sensibilidad. Esui estrechamente ligado a una tecnica de ajuste
previamente presentada, y considera el acoplamiento existente entre expansion y ajuste del
modelo. El algoritmo es validado a traves de ejemplos numericos y experimentales
demostrando ser eficiente en los tres pasos asociados a un ajuste de modele : expansion,
localizaciOnde error, correccion.

ABSTRACT
A model updating method based on the minimization of errors on the constitutive law is

presented. The error can be understood as a residual strain energy result of the unbalance
in the FE model equilibrium equation. The algorithm can be classified into the sensitivity
based group of model updating methods. It is closely related to an updating technique
previously published by considering the coupling between the expansion of the
measurements and the model correction step. The method is tested trough numerical and
experimental examples. It shows to be efficient in the three steps related to the updating of
a FE model: expansion, error localisation, model correction.

Un esfuerzo significativo de investigacion en el area de dinannca de estructuras se ha centrado en
correlacionar los modelos de elementos finitos con los parametros modales identificados utilizando
analisis modal experimental. Basicamente, dos tipos de solucion se han propuesto : los metodos globales
y los metodos locales.
Los metodos globales buscan corregir en un solo paso las matrices de masa y rigidez completas. Un
ejemplo de tal enfoque se puede encontrar en [1]. El resultado es un modelo matematico, que reduce la
distancia entre el modelo y las medidas experimentales, pero que no es comprensible en terrninos de
parametros « fisicos » de diseiio estructural tales como inercias, areas, densidad, etc.
Un enfoque fundamentalmente distinto considera la identificacion de tales parametros. Hay una lista de
ventajas de los metodos locales sobre los globales. Primero, se preserva la formulacion del modelo



inicial: la coneetividad y la simetria. Segundo, las correcciones se entienden en terminos fisicos, que son
asociables alas hipOtesis basicas del modelo. Finalmente, el modelo ajustado puede ser direetamente
usado a efeetos de optimizacion, 10que no es el caso si se considera el uso de merodos globales.
Es importante remarcar que el exito de un ajuste depende fuertemente de la seleccion de los parametros
de diseiio (localizacion de error). Dtros faetores importantes son la cantidad de grados de libertad
medidos, la cantidad de modos excitados en las mediciones, el ruido, las violaciones alas hipOtesis de
elasticidad, linealidad yamortiguacion.
Los merodos locales asumen que las correcciones a las matrices del modelo se pueden escribir como
sigue; para la matriz de rigidez :

np

[M']= l>dK,]
1=1

La primera clase de correcciones se denominara «metodos de correcciones adimensionafes », (AF)
Un ejemplo se presenta en [2]. EI segundo grupo se denominara «merodos basados en fa
sensibilidad », (SB), presentados en [3], [4], [5] entre otros. Los merodos AF son fiiciles de
implementar, y los faetores pueden interpretarse fisicamente como correcciones relativas en el mOdulo
de Young, 0 en la densidad de una substructura. EI enfoque SB da direetamente una correcion fisica, y
puede ser aplicado cuando las matrices de rigidez 0 masa son funciones no lineales de los parametros.
Por supuesto, la implementacioo es mas dificil, debido a la evaluacion y manejo de las sensibilidades.
EI presente articulo considera la correccioo del modelo gracias a la minimizacion de un error en las

ecuaciones constitutivas (MECE) [6], y aplica el concepto de acoplamiento expansionlajuste [5]. El
merodo no recurre al apareamiento entre los modos experimentales y analiticos, 10 que ahorra un
esfuerzo no despreciable.

el vector expandido descompuesto en la parte medida y la no medida, tP"" y tPo., respeetivamente. EI

objetivo es buscar t/JE, solucioo del problema variacional propuesto por Veubeke [7]:

Tmox es la energia cinerica asociada a tPE.'
V•••, corresponde a la energia potencial, y

D es un potencial de dislocacion que relaja las condiciones de compatibilidad y las condiciones de
borde (de los desplazamientos medidos)



Si se consideran las funciones respuesta en frecuencia, en vez de los modos propios, entonces (5) debe
ser substituida por

f corresponde al vector de fuerza arm6nica a la frecuencia OJ, ,

t/JEi Y if> correspondenm a los vectores FRF experimental y ficticio respectivamente.

Al usar (7), se sobreentiende que los efectos de amortiguamiento han side despreciados. Ello puede
evaluarse utilizando el Frequency Response Scale Factor [8].

R, = Zit/JE, es la fuerza residual para el modo i-esimo,

y K'" corresponde a una inversa generalizada de la matriz de rigidez, para tomar en cuenta la presencia
de modos rigidos

SBEBE (- )T 2(- ) SB £BE ( )T( )J, = t/J,-t/JEi Ko t/Ji-t/JEi 0 J, = Zt/JEi Zt/JEi
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J,SB-EBf;; '" aiLJ" ' a, = t/J;iMt/JEi
J

donde j varia para todos los modos del modelo, y

EI segundo factor en (12) corresponde al MAC (Modal Assurance Criterion) en la metrica de la matriz
de masa. Si debido a los errores del modelo, existe algUn nivel de correlacioo entre el modo
experimental expandido y los modos en la banda aita del espectro, ello llevar:i a tales modos a dominar
la funcioo objetivo gracias al primer factor en (13) produciendo discontinuidades en la funcion
J,SB-EBE . Como un alivio a tal situacion, Alvin muestra que

(
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la cual normaliza el aporte de cada modo.

por 10 que esta mejor balanceada que (12), pero menos que (13). Puede verse que MECE minirniza la
energia de deformacion residual, SB-EBE la norma de la fuerza residual, y MSB-EBE la norma de un
pseudo-desplazamiento residual.

Dado que la ecuacioo (7) DO es correcta para un modelo erroneo, deformaciones residuales aparecernn
en las subestrueturas mal modeladas. Ello es evaluado usando el siguiente indicador local de error:

EI indicador esta estrechamente ligado a la teoria MECE ; sin embargo otros metodos de expansiOn
tambien pueden utilizarlo.

Tal como se presenta el problema (4), los vectores expandidos solo pueden ser considerados como una
aproximaciOn, dado que el operador de expansiOnes una funcion de un modelo que presenta errores.
Siguiendo el trabajo de Alvin, se propone utilizar el acoplamiento que existe entre la expansion y el
ajuste con el siguente algoritmo :



Las correcciones a los panimetros op, y O¢, seran encontrados usando la energia residual del
proximo modelo, calculada con la matriz de flexibilidad estatica del presente :

min .J:~I= R,htT K~ R,k't = ([ Z + ~ c:OP}¢E' + 6¢,)JK{ [z + ~ c:OP,) ¢E,+ O¢,)J

(18)
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simp lificando se llega a

LB,Trs, c, c, c, op - LB/K"R,

C' Z~K-3Zo' 0 0 OtPol 0
I

cT 0 Z:zKeZoz 0 otPoz 0 (25)z
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13es un factor introducido por Alvin, para controlar que la solucion sea un minimo. Si {3= 0, el ajuste
(27) no considera el acoplamiento expansion/ajuste 10 que reduce la tasa de convergencia pero asegura
que la soluci6n es un minimo. Para {3= I, el acoplamiento es considerado completamente, pero la
matriz Hessiana puede perder su positividad, produciendo soluciones erroneas.

Este ejemplo sencillo consiste de una viga cantilever discretizada por 15 elementos Euler-Bernoulli. La
estructura « experimental» difiere del modelo EF inicial en la rigidez en flexion del elemento 8 que ha
side doblada. Se han « medido » 15 traslaciones transversales equidistantes.
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Los resultados de la expansion se muestran en Fig. 1 . Como referencia se presenta la localizaciOn de
error usando el vector medido en todos los gdls. SB-EBE muestra casi exactamente la misma
distribucion, MECE logra valores mas bajos. EI elemento en error es mostrado claramente. MECE
muestra una dispersiOn a 109 elementos cercanos.

La comparaciOn entre los 4 metodos se muestra en Figs. 3a-3d, donde se aprecia la evoluciOn de los
parimtetros para cada iteracion. Solo el primer modo es utilizado. Un amllisis de la distribucion de
energia indica que el e1emento a corregir contiene suficiente energia de deformaciOn en flexion por 10
que el ajuste del patimetro erroneo es posible. Si el error estuviese en la rigidez axial EA, tal modo
seria inutil pues no muestra energia en tal direccion. La solucion del sistema de ecuaciones es la misma
para todos los metodos. La tecnica Right Filtered-Singular Value Decomposition (RF-SVD) es
utilizada [9].
La baja tasa de convergencia del algoritmo SB-EBE basico y del MECE (13=0) pueder ser explicada
por la pobre estimacion de la curvatura del espacio de parametros [5], a consecuencia de no considerar
el acoplamiento expansion/ajuste. EI problema es resuelto por MSB-EBE y MECE con 13=0.95, 10 que
acelera la convergencia.

EI objetivo de la experiencia es validar la tecnica de ajuste
propuesta. Para ello se construyo una estructura
tridimensional de vigas (figura 3) y se removio una de
ellas (N°18). EI modelo de elementos finitos mantiene
todas las vigas intactas, asi pues se espera que el indicador
de energia residual muestre los valores mas altos en esa
subestructura. Las caracteristicas generales del ensayo se
clan en Tabla I.
EI modelo se considera aceptablemente bueno pues la base

modal analitica esta cercana a la experimental segim se ve en la figura 6a. Es de notar la ausencia del
primer modo experimental.

La localizaciOn de error MECE muestra la viga 18 con la energia residual mas alta, asi pues su rigidez
en flexiOn es seleccionada como parametro a ajustar (figura 4).

Estructura
longitud
N° nodos instrumentados
W grados de libertad medidos
rango de frecuencias excitado
N° frecuencias
excitaciOn
ModeioEF
Caracteristicas
Analisis modal

2.82 m
45 (en el centro y en los extremos de cada viga)
135 (acelerometros triaxiales)
0-200 Hz
1024
monoexcitacion en nodo nOI, direcciOn v
SAMCEF flOl
192 elementos, 1044 I1:radosde libertad
LMS-Cada-x



ii
"II
ii
II
Ii
I'Ii
ilII

I r I,
egme'ltrn..ll~~r

Fig. oJ. Localizacion MECE para el l" modo

1.4

~12
Iii,. ,
;j
mo.s -
rc

J.6

4 a
Ite'adon;

Fig. 5. Ajllste MECE lIsando el 1er modo

5/427

t 4135
~
~ 3125,5

~w

La evoluciOn del ajuste se muestra en figura 5. La matriz MAC del modelo ajustado muestra mejoras
ostencibles (figura 5b). La correlaci6n entre los resultados experimental y analiticos ha sido mejorada y
el primer modo es pred.icho por el modelo.

Se ha presentado un metodo de ajuste de modelos. El algoritmo se basa en la modificaci6n de una
tecnica de expansi6n/localizaci6n de error, y a un metodo de ajuste ya presentado anteriorrnente.

EI metodo incluye de manera consistente el acoplamiento entre la expansiOn y el ajuste de modelos. La
capacidad del metodo ha sido probada con ejemplos numericos yexperimentales.

Los autores agradecen a Fran~ois Hemez y a Kenneth Alvin su valiosa cooperaci6n para el desarrollo
del presente trabajo. Tambien se agradece a FONDECYT, ya que el trabajo se inscribe en el marco del
desarrollo del proyecto 1960586.
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