
Mecanica Computacional, Volumen XVIII- pp. 195·204
Compilado por: E. Dari, C. Padra y R. Saliba

San Carlos de Bariloche, noviembre de 1997

SIMULACION DE PROCESOS MULTIDISIPATIVOS A TRAVES DE LA TEORIA DE
MEZCLAS

Bibiana M. Luccioni, Pablo E. Martin
Laboratorio de Estructuras - Universidad Nacional de Tucuman

CC 134 - Correo Central- (4000) Tucuman - Argentina

RESUMEN
La mayoria de los materiales, en particular los geomateriales, presentan un
comportamiento no lineal que genera Imente es el resultado de multiples fuentes de
disipaci6n. Muchos de estos materiales exhiben, a su vez. una marcada direccionalidad
en la respuesta.

En este trabajo se estudia la aplicaci6n de la teoria de mezclas a la simulacion numerica
del comportamiento mecanico de materiales anis6tropos multidisipativos. La teoria de
mezclas. normalmente restringida a la modelacion de materiales compuestos, se aplica,
en este caso, a materiales monofasicos, para combinar distintas formas de disipaci6n de
energia y modelar la anisotropia. De esta manera, a partir de modelos elasticos
anisotropos. de plasticidad is6tropa pura 0 daiio is6tropo puro., se puede simular una
gran cantidad de comportamientos sin necesidad de recurrir a modelos c0":lplejos.

ABSTRACT
The greater part of the materials, in particular geomaterials, presents a non linear
behaviour which is usually the consequence of multiple sources of energy dissipation.
Most of them also presents a strongly directional response.

In this paper, the application of the mixture theory to the simulation of the mechanical
behaviour of multidisipative anisotropic materials is presented. Mixture theory, normally
restricted to model multiphase composites, is applied, in this case, to combined different
types of energy dissipation and to model anisotropy. In this way, a great range of
behaviours can be simulated starting from elastic anisotropic models, pure isotropic
plasticity models or pure isotropic damage models.

En general, la mayor parte de los materiales estructurales presenta un comportamiento sumamente
complejo que se caracteriza, por un lado, por la respuesta diferenciada segim la direcci6n de la carga
y, en segundo lugar, por la no linealidad acompaiiada de deformaciones permanentes y degradacion de
rigidez.

En los geomateriales las deformaciones permanentes son causadas por la microfisuracion. La teoria de
plasticidad puede ser utilizada como un marco matematico para describir estas deformaciones
permanentes si se supone que las mismas se asemejan alas deformaciones plasticas en los metales
[1,2].

EI daiio 0 degradacion de rigidez esta relacionado con la iniciacion. crecimiento e interconexion de
microporos y microfisuras. Se han propuesto muchos enfoques para simular este fenomeno, ver [3,4]
Existe alguna e\'idencia experimental de que el daiio esta ligado alas deformaciones permanentes [3].
pero los mecanismos fisicos de interacci6n entre daiio y deformaciones permanentes son de naturaleza



complicada y no se pueden simular mediante un unico enfoque. Se ha realizado un gran esfuerzo para
reproducir el acoplamiento entre danG y plasticidad [4,5,6]. Estos modelos, en general, resultan
bastante mas complejos en su formulaci6n y programaci6n que los modelos plasticos puros 0 de dano
puro. [6]. Por otro lado, la mayoria de ellos [6] conservan la hip6tesis de descarga elastica, com un a la
teoria de la plasticidad y a la teoria de dano.

Por otro lado. muchos de los materiales estructurales exhiben un comportamiento marcadamente
direccional. La simulaci6n de la anisotropia aumenta considerablemente la complejidad de los
model os de plasticidad y dano. Existen basicamente dos tipos de enfoques para simular el
comportamiento elastoplastico danado de este tipo de materiales: formular funciones de fluencia para
s61idos anisotropos [7.8] 0 simular el comportamiento del s61ido anis6tropo real mediante un s61ido
ficticio is6tropo [9,10.5,11,12,13].

En este trabajo se presenta la aplicacion de la teoria de mezclas [14,15] a la simulaci6n del
comportamiento de materiales con comportamientos elastoplastico danado anis6tropo. La teoria de
mezclas ha side utilizada particulannente para la simulaci6n del comportamiento de materiales
compuestos [14,15,16,17,5,18]. En este caso se la utiliza para acoplar distintas fonnas de
comportamiento y disipaci6n de energia en materiales simples logrando reproducir respuestas
complejas a partir de componentes hipoteticas cuyo comportamiento responde a modelos clasicos,
relativamente sencillos.

En primer lugar se presentan las hip6tesis y ecuaciones basicas de la teoria de mezclas, en segundo
lugar se describen sinteticamente los modelos elasto-plastico y elastico danado utilizados para las
supuestas componentes del material. A continuacion se resume el esquema de calculo en un programa
de elementos finitos no lineal y, finalmente, se presenta un conjunto de ejemplos de aplicaci6n en los
que se muestra la capacidad de la teoria de mezclas para reproducir formas complejas de
comportamiento a partir de componentes con modelos simples.

La teoria de mezclas fue introducida por primera vez por Truesdell y Toupin [14] y utilizada, ailos
mas tarde, por otros autores [15],[ 16],[ 17],(18] para simular el comportamiento de materiales
compuestos. Esta teoria tiene en cuenta la interdependencia entre cada una de las sustancias
componentes que pueden tener modelos constitutivos distintos

La teoria de mezclas se basa en las siguientes hip6tesis:
a) Cada volumen infinitesimal de mezcla esta compuesto por un numero finito de materiales

componentes.
b) Cada material componente esta presente en cada punto del compuesto en la misma proporci6n del

volumen total.
c) En ausencia de difusion atomica, se satisface la compatibilidad de defonnacion entre las

componentes: (£ij)/ = = (£y1 = -. = (£ij t = £ij (I)

d) EI volumen ocupado por cada uno de los materiales componentes es menor que el volumen total
del compuesto.

La segunda hipotesis implica una distribuci6n homogenea de todas las sustancias en una cierta region
del compuesto y es estrictamellte valida en compuestos volumetricos. Supone que en todos los puntos
del solido coexisten todas las componentes en una dada proporcion de volumen.



Como resultado de la interaccion entre las distintas sllstancias constituyentes se obtiene un
comportamiento global que depende del volumen ocupado por cada una de las componentes y su
distribucion en el compuesto.

n

mn'l'(cy, p) = L ke mnc 'l'e(cy ,Pc)
c=l

dV ,
dV

un conjunto de variables internas correspondieme a dicha componente.

Al igual que en el caso de materiales simples. la ecuacion constitutiva secante del compuesto puede
obtenerse como sigue:

donde (Ju es la tension en el compllesto y (CT ij t las tensiones en cada una de las componentes

obtenidas de las ecuaciones constitlltivas correspondientes que se describen en el punto siguiente.

La teoria de mezclas ha sido lItilizada con bllenos resultados para simular el comportamiento de
algunos tipos de materiales compuestos [5.15,16,17,18]. Sin embargo, debido a la hipotesis de partida
de igualdad de las deformaciones de las componentes. solo conduce a buenos resultados en
compuestos cuya estructura responde a sistemas en paralelo. Debido a ello, el rango de aplicacion de

. la teoria de mezclas a la simulacion del comportamiento de materiales compuestos es bastante
limitado.

En este trabajo se propone utilizar la teoria de mezclas para simular el comportamiento de sustancias
simples pero de comportamiento complejo. Se supone que la sustancia simple esta formada por
componentes ficticias, que coexisten en cada punto de acuerdo a una proporci6n de volumen, cada
una de ellas con un comportamiento sencillo, facil de describir a traves teorias chisicas. Mediante la
teoria de mezclas, se tiene en cuenta la interaccion entre las componentes y se obtiene una respuesta
de conjunto mas compleja que logra reproducir una serie de fen6menos mecanicos que no logran
simular cada uno de los modelos componentes por separado.

A continuaci6n se describen los modelos constitutivos utilizados para las componentes. Se trata de
modelos elastoplastico y modelos de daiio en los que el unico tipo de anisotropia que se tiene en
cuenta es la ortotropia elastica a traves de una adecuada definicion del tensor de rigidez



EI modele elastopilistico surge de una generalizaci6n de la teoria cilisica de la plasticidad [I9].La
ecuaci6n constitutiva secante y la disipaci6n se obtienen en forma estandar [19, 1,5,6], verificando el
cumplimiento de la desigualdad de Clasills-Planck, para problemas termicamente estables, adiabaticos
e isentr6picos:

En esta ultima ecuaci6n c~ es el tensor de deformaciones elastico adoptado como variable libre del

problema y ayes el tensor de tensiones de Cauchy.

Para el caso particular que aqui se presenta, se escribe la energia libre como la suma de una parte
correspondiente al fen6meno elastico mas otra independiente, correspondiente al fen6meno plastico,
utilizando el concepto de eiasticidad desacoplada:

EI umbral de comportamiento elastico se define mediante una funci6n de fluencia expresada como
funci6n homogenea de primer grado en tensiones (como las funciones de Tresca 0 de Von Mises para
metales y de Mohr-Coulomb 0 Drucker-Prager para geomateriales):

Para la deforrnaci6n plastica c; y las variables internas plasticas ak se utilizan las siguientes reglas

de evoluci6n:

donde A. es el factor de consistencia plastica, G la funci6n de potencial y (hk)y un tensor a ser

definido para cada variable interna [I, 2].

Las condiciones carga/descarga plastica se derivan de las condiciones de Kuhn-Tucker
forrnuladas para problemas con restricciones lInilaterales:



Para describir la degradacion de rigidez se utiliza un modelo de daiio escalar [20] que surge de una
analogia con la teoria de plasticidad [5]. La energia libre se escribe en este caso como:

dondeC;;kl (f3) es el tensor constitutivo secante afectado por la evolucion de las variables intemas de

daiio p. La forma mas simple para este tensor es aqllella coincidente con la teoria de dailo isotropo de
Kachanov [20]:

donde des la variable de daiio interno que varia entre 0 y I para el material virgen y completamente
daiiado respectivamente.

done a(aij) es la tension de daiio equivalente, Ira'I'~) es el umbral de daiio equivalente y ~ la
variable de degradacion.

Las condiciones cargaldescarga se derivan de las relaciones de Khlln-Tu.cker y son anlilogas alas
correspondientes al proceso pl<istico:

La integraci6n del modelo constitutivo basado en la teoria de mezclas es muy simple, Las ecuaciones
constitutivas de cada una de las componentes ficticias se integran por separado. Para obtener el
comportamiento global del conjllnto 5610 son necesarias una descomposici6n previa y una
recomposici6n posterior adicionales del tensor de tensiones. El procedimiento se describe
esquematicamente en la Fig.l, Los subindices m - 1 y m corresponden ados incrementos
consecutivos de la carga y n-l y n ados iteraciones conseclitivas dentro del incremento m,



Evaluacion del incremento de deformacion: (.::1e)m,n = '\7' (.::1U)m.n

Actualizacion de la deformacion total: (e)m,n = (e)m-l + (L1e)m.n

~
~

En este ejemplo se simula un material con plasticidad y dano acoplados a traves de un material
compuesto por una componente elastophistica y otra con dano, Las propiedades mecanicas de cada
una de las componentes se han resumido en la Tabla L Se realiza un ensayo de traccion en una barra
como la de la Fig.2 con 4 elementos isoparametricos de 4 nodos. En la misma figura. se han
representado las curvas tension deformacion correspondientes a la teoria de mezclas y a un modelo de
daiio y plasticidad acoplada [13], En el modelo de dano y plasticidad acoplada la descarga del
material es elastica por hipotesis,AI utilizar la teoria de mezclas, en cambio, si bien la descarga de
cada una de las componentes es elastica, la descarga del conjunto no siempre implica descarga de
todas las componentes y por tanto pllede no ser elastica, Esto pllede verse c1aramente en la Fig.3 en la
que se han representado las curvas de carga-descarga para el conjunto y cada una de las componentes
correspondientes al mismo ejemplo,

Las curvas de las Figs 2 y 3 mllestran que a traves de la teoria de mezclas es posible simular
materiales que presentan lazos de histeresis en la descarga y posterior recarga, partiendo de modelos
de daiio y plasticidad convencionales, Mas atm. reglilando las proporciones de cada una de las
componentes es posible ajustar el tamaiio de lazos de histeresis e incluso eliminarlos.



Componente elastophistica (k,;0.25) Componente elasticodanada (k2=0.75)
Modulo ehistico E - 72400 Mpa Modulo ehistico E = 72400 Mpa
Coeficiente de Poisson y= 0.33 Coeficiente de Poisson y= 0.33
Tension de fluencia 0;,; 360 Mpa Tension de umbral de dano 0;, ; 360 Mpa
Criterio de fluencia de Von Mises Criterio de dano de Von Mises
Flujo asociado Curva de endurecimiento en dano: bilineal con
Plasticidad perfecta pelldiente nula a partir del umbral de daiio
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A continuacion, se resuelve mismo ejemplo considerando que la componentes phistica tiene una curva
de respuesta con ablalldamiento y la componellte danada endurecimiento lineal. La curva obtenidas se



muestran en la Fig.4 en la que puede verse c1aramente el efecto '"ratcheting" [21,22,23], es decir
aumento de las deformaciones plasticas con los ciclos de carga .. EI efecto '"ratcheting" es bastante
complejo de simular y generalmente se recurre a modelos elastoplasticos en los que se introduce una
serie de coeficientes ajustados experimentalmente para modelar la forma en que el aumento de las
deformaciones plasticas varia con elnllmero de ciclos de carga. con la tension media de los ciclos y el
camino de tensiones de los ciclos de carga [21,22,23]. En este trabajo se resueve un caso muy simple
a modo de ilustracion de la capacidad de la teoria de mezclas para reproducir distintos fenomenos
mecanicos.

En este ejemplo se simula un material elastoplastico anisotropo mediante un material compuesto por
dos componentes elastoplasticas (kj=O.5, k2=0.5), una de ellas con anisotropia elastica, pero ambas
plasticamente isotropas. Las propiedades meca.nicas de las componentes son identicas a las de la
componente plastica de Tabla 1. con la excepcion de que el modulo elastico de una de las
componentes ha sido amplificado 5 veces en la direccion principal 2 de ortotropia y el coeficiente de
Poisson de ambas componentes ha sido considerado nulo por simplificacion. En las Figs 5 y 6 se han
representado las variaciones de la tension de fluencia y del modulo elastico para distintas
inclinaciones del material respecto de la carga. Puede verse claramente que el compuesto resulta con
anisotropia plastica.
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Fig.5 Variac ion de la tension de fluencia

con lainclinacion del material
Fig.6 Variacion del modulo elastico

con la inclinacion del material

En la Fig.7 se han representado las curvas de fluencia obtenidas para un material isotropo y para un
material anisotropo mediante mapeo de tensiones [13] Y los puntos correspondientes al compuesto
descripto. En la misma figura se ha representadola direccion del flujo plastico para el compuesto en
tres puntos de la curva de fluenc ia. Se puede demostrar que, para el caso resuelto (coeficiente de
Poisson nulo), los resultados son identicos a los del metoda de mapeo de tensiones [13] obteniendose
una deformacion proporcional de la superficie en una de las direcciones, que puede encontrarse

multiplicando las ordenadas de la curva por el factor: (kl + k2 (£2
) I ), y un flujo plastico orientado

(£2 )2

hacia la direcci6n de menor re~i~tencia. En resumen, clebido a la hip6tesis de igualdad de
deformaciones, la anisotropia elastica de una de las componentes produce anisotropia plastica.

A continuacion se resuelve el mismo ejemplo anterior pero considerando que la componente isotropa

responde a un criterio de fluencia de Mohr Coulomb con un angulo de friccion intema qJ = 37" . En



la Fig.8 se han representado las curvas de tluencia correspondientes al material isotropo, al material
anisotropo utilizando un mapeo dc tensiones con tensor de transformacion dependiente del estado
tensional [24] y los puntos correspondientes al modelo de compuesto propuesto. Puede observarse
que, ajustando adecuadamente las relaciones entre 105 modulos ehisticos y las tensiones de
compresion y traccion en el criterio de Mohr Coulomb. se logra un efecto identico al del modelo
propuesto en Ref. [24]. En otras palabras. este model a permite tener en cuenta, no solo la
diferencia de resistencias en las direcciones principales de anisotropia sino tambien que dicha
diferencia puede variar segim se trate de procesos de traccion 0 compresion 0 cualquier otra
combinacion de tensiones.

---Von Mises
Isotropo

...... Von Mises
Anisotropo

Fig.7 Curvas de Fluencia obtenidas con la teoria de mezclas y con el metoda
de mapeo de tensiones [13] para el criterio de Von Mises
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Fig.8 Curvas de Fluencia obtenidas can la teoria de mezclas y con el metodo
de mapeo de tcnsiones [24] para el criterio de Mohr Coulomb

En este trabajo se ha presentado un metodo alternativo para la simulacion del comportamiento
mecanico de materiales anisotropos Illultidisipativos. EI mismo tiene la ventaja de que, partiendo de
modelos relativamente sencillos. pennite reproducir comportamientos muy complejos. Con este
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modelo se puede simular plasticiJaci y dano acoplados, descargas inelasticas, ciclos de histeresis,
efecto ratcheting, anisotropia plastica, utilizando modelos elasticos anisotropos y de dano y
plasticidad isotropos puros.
La implementacion numerica de la r,mTIulacion propuesta en un programa de elementos finitos no
lineal es directa. Se requieren solo lIllOSpocos cillclilos adicionales. La mayor dificultad del metodo
propuesto reside en el ajuste de las pmpiedades mecanicas de las componentes ficticias a partir de las
propiedades mecanicas que se quiere lograr en el compuesto. Los ejemplos presentados son ejemplos
muy sencillos que corresponde a los primeros casos estudiados, la aplicacion a casos mas complejos
requiere desarrollos mas profundos.
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