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Este trabajo presenta un modelo matematico bidimensional basado en la teoria de Biot (1955)[11.

[4) que permite el analisis del equilibrio de las tensiones totaies (Efectiva + Poros) y la
compatibilidad de deformaci6n durante el proceso de consolidaci6n. acoplando los efectos de las
tensiones con el fluJo de agua. Se ha tenido en cuenta en el trabajo la no linealidad fisica del suelo
a lraves de un modelo elastoplaSlico basado en la Teoria de Estados Criticos!!] con algunas
modificaciones[6]. [i6ITambien se ha incorporado el efecto de la no linealidad geometrica El
problema es resuelto por el metodo de los elementos finitos con funciones dc interpolacion
diferentes para los desplazarnientos y para la presi6n de poros.

A bidimensional mathematical model based on Biot's theory (1955)[3].[4].which allows to analyze
the total stress equilibrium (effective + pore) and the strain compatibility during the consolidation
process by coupling the effects· of stress and flow. is presented in this work. It is taken into
account. physical non linear behavior of soils by means of an elastoplastic model based on the
Critical State Theory[i] with some modifications[6],[i6j It is also considered. geometric non linear
effects. The Finite Element Method with different shape functions for displacements and pore
pressure. is used to solve this problem.

EI problema de la consolidaci6n presenta gran interes en las zonas donde el suelo es fundamental mente
arcilloso y de baja permeabilidad en general. Tal es el caso de la ciudad de Resistencia (CHACO-
ARGENTINA) donde este tipo de suelo se encuentra generalmente creando grandes incertidumbres a la hora
del proyeclo de grandes fundaciones de tipo directo. Tambien es bastante comim encontrar. en la mencionada
ciudad y area de influencia. altos indices de humedad (cercanos a la saturaci6n) debido a la poca profundidad a
la que se ballan las napas freaticas. Otto tipo de construccion muy difundido en la zona es la presa de tierra 0

de materiales sueltos. Esta. se usa fundamental mente como elemento de contenci6n de las aguas de los rios
Parana y Negro habida cuenta que la situaci6n geogrMica de la ciudad propicia inundaciones en las epocas de
lluvias intensas sobre la cuenca del Parana.
EI objetivo del presente trabajo. es peder representar en forma adecuada el estado tensi6n • deformaci6n de una
masa de suelo considerada saturada bajo las cargas trasrnitidas por una fundaci6n direeta. asi como otros
problemas geotecmcos tipicos. EI problema sera resuelto por el metoda de los elementos finitos con funciones
de interpolacion de elementos de ocho nodos para los desplazarnientos y cuatro para la presi6n de poros.
En cuanto al modelo elastoplastico para suelo. puede decirse que los Ultimos 25 aDos ban presenciado la
aparici6n de muchos de este tipo (un resumen es presentado por Viladkar etal.!"I), generalmente restringidos a
casos de endurecirniento is6tropo y plasticidad asociada. basados en la teoria de estados criticos. EI uso de dicha
teoria. con diversas modificaciones. ha mostrado adaptarse muy bien a casos reales (en zonas semejantes a la
descripta al comienzo). segUn se puede percibir a partir de diversas ex-periencias. Este tipo de modelo fue el
adoptado.
Es menester indicar que si bien se esper<l poder dar un <Impliouso a la herramienta obtenida. se pretende
extender el campo de aplicaci6n del presente programa a casos donde la naturaleza bif:isica (Suelo • Agua) sea
insuficiente. incorporando al aire y constituyendo de ese modo un sistema no saturado de tipo trif:isico



En notacion matricial. las ecuaciones constitutivas para un material el;istico lineal pueden escribirse de la
siguiente forma:

cr= (2,uI+.-lmm T) &= D&
- - - --

j.J y .-l son los coeficientes de Lame y cumplen las siguientes relaciones:

E • E" ., 2
,u-G- 2(1+>-} ; .-l (1+>')(1-2") ; K=.-l+3,u

donde E y G son los mOdulos de elasticidad longitudinal y transversal respectivamente V es el coeficiente de
Poisson y K es el coeficiente de compresibilidad volumetrica 0 de "bulk".

Las tensiones en materiales geologicos. pueden ser descompuestas en efectivas y neutras 0 presion de
los poros, de forma que se puede escribir que:

originadas por las deformaciones debida a la presion de poros. Aqui. p tiene signo (+) Ycr tiene signo (-), si

hay compresion.
En notacion indicia!, la expresion (3) puede ser escrita de la siguiente manera .

crij = crij - po ij - cr~' (i,j = 1,2,3)

Las tensiones efectivas pueden escribirse de la siguiente forma:

crij = [c(Oii 0 jl +oi/o ji) +.-lo ijo iI]& iI = Dijkl &iI (i,j,k,k = 1,2,3)

dondeog es el delta de Kroenecker"&g =~(ClI, + ClIj] (i,j=I,Z,3)son las componentes de las
2 '*j '*,

deformaciones especificas infinitesimales y. ui son 1ascomponentes de los desplazamientos
Las principales caraeterishcas de un medio poroso saturado es su natura1eza bifasica en la cuaI las particulas
(sean ellas sueltas 0 cementadas) estan rodeadas por un fluido que ejerce una presion sobre la fase salida. Como
se mencionara, es usua1 dividir la tasa de tensiones total en una tasa de tension efectiva y una tasa de presion de
poros, que puede ser escrita en forma similar a (2):

• • Pr
(F = a'- mp- (F

donde el punto de arriba de la letra significa derivacion en relacion al tiempo (tasa).
La tasa de tension esta relaclonada con la tasa de deformaciones por medio de la expresion:

o (0 oIN] 0 P' oP'
cr'=D &-& y cr =D&- - - - ._-

.[N

donde & indica el vector de tasas de deformaciones especificas inelasticas (que pueden ser tratadas con una

o P'
formulacion elastoplastica 6 elasto • viscoplastica) y c es el vector de tasas de deformaci6n provocada por la



• pr

6' =-111~ 0
3k,

donde k, es el modulo de comprcsibilidad de 105granos del suelo.
Puede obseryarse que la presion hidrostatica de 105 poros es responsable por una tasa de deformacion
volumetrica isotroplca, Usando (6), (7) y (8), se puede escribir que:

~~ ,( T) ,• • .1:-';: .pr •• 1 m DOl ••

0'=0(£-£ ) -0£ -l11p=O' -- mT
01---,-' I11p=O' -amp

-, " 3, , 3k,

mTOm
es la constante de Biot v viene dada por a = 1--'--'-- ,

, 9k,

La expresion (9) representa la ecuacion constitutiva correspondiente, recordando que para tasa de deformacion
y desplazamientos mfinitesimales, se puede expresar la relacion entre ambos de la siguiente forma (en notacion
indicial):

donde /Ii son las componentes de la tasa de desplazamiento Y vi son las componcntes de la velocidad ambas

en las direcciones '\ (i = 1,2.3) Deben tambien ser satisfechas las ecuaciones de equilibrio correspondientes,
que pueden escribirse de la siguiente forma:

er:Y;j •
--+bi=O (i,/=1,2,3)enn
Oxj

donde bi son las tasas de las componentes de las fuerzas de volumen en las direcciones xi (i = 1.2,3) y n es
el dominio en eSlUdio,
Acompailan a (II) la ecuacion constitutiva (9) y las relaciones de deformaciones especificas - desplazamientos
(10), junto a las condiciones de contomo correspondientes, que son:

,0
Ylas condiciones iniciales /Ii (n,l = 0) = /Ii (i = 1,2,3) en n (13)
EI movimiento de un fluido en un medio poroso es gobemado por la ecuacion de Darcy, que puede ser
expresada de la slguiente forma

donde v es un v'ector que contiene las componentes de la velocidad del fluido, k es un tensor de segundo

orden que contiene la permeabilidad del suelo en las diferentes direcciones, r es el peso especifico del agua, Z

es la altura gcocteslca en relacion al sistema de referencia yVes un vector que contiene las componentes del

vector gradiente
La ecuacion de continuidad del fluido viene dada por:



b) La tasa de acumulacion debida a la \'ariacion de \'olumen de los gramos del suelo producida por la Yariacion
de presion, y que \iene dada por:

• • pr p
X, =(I-n),o'ol =-(I-n)k,

c) La tasa de acumulacion debida a la compresibilidad del fluido, y que viene dado por:

donde kf es el modulo de compresibilidad del fluido.

d) La tasa de acumulacion debida a la compreslbilidad de 10s granos del suelo producida por las \'ariaciones de
o pr

0-'+0- . La compresion hidrosuitica media actuando sobre el volumen (l-n) del solido \iene dado por

Recordandos la expresion (9), se tiene que

o 1 [( 0 or"J 1 oJX. =-m TO ,o-b' +-mp
3k . . .. 3k·, ,

Introduciendo (16), (17), (18) y (20) en (15), teniendo en cuenta la expresion (14). se obtiene la siguiente
ecuacion:

[
~+~ __ l_Z (mTDm)lJ~-V'TkV'p+lm T _ 111 Tr:>];=+V'TkV'(r_Zl_ mT O,oIN (21)

k, kf (3k,) . - - - - - - 3k, - - - - 3k,

a)p=p en rp

y condiciones iniciales del tipo

En definitiva, el sistema de ecuaciones formado por (11) y (21) es un sistema acoplado. con 1/ y P como

incognitas mas el modelo constitutivo. descripto por (9).

Los problemas de mecanica de los suelos deben ser tratados en el campo de la plasticidad. EI modelo de falla
propuesto por Zienkiewicz et. al. [16] y adoptado para el presente trabajo es el siguiente :

F(p', q, B)j~rl-I-q' +1]-1' =0
2 (p Cg¢)' '0

, )" ,donde 1"--J1 /3 (presion media), q=(3J; '. siendo J1 yJ, el primer y segundo invariante del tensor

desviador efectivo. l' C" es la mitad de la presion inicial de preconsolidacion, l' = 1"+0 Y siendo



II = jgt/J con c siendo es simbolo de cohesion y t/Jel angulo de friccion intema del suelo. La evolucion de la

superficie de lluencia a traves del parametro p '0 vtene dado por:

En (26) (0 es la relacion de vados inicial. }, es la pendiente de la curva virgen del ensayo de consolidacion. K la
curva de expansion (detenninados a traves de ensayos odometricos) y j3 es un parametro propuesto por los
autores. que debe ser ajustado segim ensayos de laboratorio[61 Aplicando logaritmos a ambos miembros de (25).
diferenciando y e:\l'resando como incremento. puede obtenerse

L1P CI) = -P~(lX L1&~·~1

EI parametro de enduredmiento A rU[ \iene dado por:

A=-~~dp =~X{l-[ q r1
A q) '0 ',) 2 (p + oj tg¢> J I

tomando valor nulo sobre la linea de estados criticos.
Octalles de la derivacion del modele . pueden verse en la ref [6] .

APLlCACION DE ELEMENTOS FINITOS.
La aplicacion del principio de los trabajos \irtuales conduce a una expresion del tipo

.T. •T. •T.
f iiG O'dil= fOil bdil+ fOil rdr
n n ~

que es la condicion necesaria y suficiente para que se satisfagan las expresiones (II) a (13).
Tomando (9) pero usando la relacion constitutiva elastoplastica se tiene

. • I( mTomJ • .' _ •
'" T.. .0'=0 li-- m m---- mp=O' -amp

- . . 3· . 3k, . . .

Aplicando (30) en (29). se puede escribir que'

•T. •T 1 ( mTomJ' •T • •T•
fOli 0 lidil- fOli - mT m--=--:=---:- mpdil=foll bdil+ fOil rdr

. • EP . • 3 . 3k· . . .n n s n TO'

En el contexto del metodo de los elementos finitos. las incognitas del problema II y p son interpolados en

terminos de 10svalores nodules de esas incognitas. usando funciones de interpolacion N" y :\,P respecti-

vamente. con las primeras siendo bicuadraticas y las segundas bilineales. obleniendose:

donde B" es la matriz que relaciona deformaciones especificas con desplazamienlos y el subindice (e) indica

que la interpolacion este siendo efecluado a nivel del elemento (e) .
Inlroduciendo (32) en (31) se obliene. a nivel de elemento.la expresion matricial siguiente:



[

T )
T T m Dm

K"'= f B" 0 B"dQ; L"'= f B" 1---.- mNPdQ
11" EP - ,i" 9k,

• (t') T • T.

P = f N" ~dQ+ f :-IN tdT
!to' r;'

Siendo ll'} es el dominio del elemento (e) y !") la parte del contomo del elemento (e) con la carga de superficie
t .La aplicacion del metodo de Galerkin a la expresion (21) con un factor de "peso" t5p conduce a la siguiente

ecuacion integral:

• &ip 'P 1 [ mTom) .f q, s pdQ+ f -~ ~dQ+ f q, - mmT--' -'-' mT tidQ=
ni" ni" dc, t dc, al" 3 3k,

T .1:'

=_ f C'Opk0'zdQ_ f q, III ~ti dQ- f q,[kC(p+rZ)]dQ
ni" dc, -, a, ft." 3k, r" - in

Utilizando las mismas funciones de interpolacion de la expresion (32). se obtiene la siguiente ecuacion
matricial:

.Ie) T • (o"l (t'\ .!..(r)

S"'p +L'" l' +H"'p =-P-, -

siendo

s=~+"::""--_I-m TOm
k, kf (3k,)2 - --



En la anterior. para eliminar la asimetria. cambiamos el slgno de la ultima ecuacion exccptuando
- LlrH" I P ", porque el SlgnO10dara la incognita del tiempo anterior.- -,
Los valores para el tiempo siguiente . se obtienen

pit') = p(1"l+Llp(t'l

- f--1t

La expresion incremental (~O) debe ser montada para todo el dominio en estudio y la correspondientes
condiciones de contomo esenciales 0 forzadas deben ser incluidas. obteniendose un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineal. Una vez resuelto el sistema se aplica la expresion (~l) hasta la cOllvergencia.

Cualldo se considera desplazamientos firulOs se tiene. ademas de la no linealidad fisica debida al
comportamiento elasto - plasllco del suelo. otra fuente de no linealidad. Hamada de no linealidad geometrica.
En estos casos es necesario usar un tensor de tasas de tensiones objetivo 0 indiferente del sistema de referencia
en las ecuaciones constitutivas. Aunque existan varias definiciones que dan una medida obJetiva de las tasas de
tensiones. en el presente trabaJo se adoptara aquella dada por Jaumannfl21 y que puede escnbirse de la siguiente
forma:

J
aij =aij-a'i 'fJ.'..'kj-(j " OC'fi

o 0

donde a ij son las componentes del tensor de tasa de tensiones de Cauchy y W ij son las componentes del tensor

de tasas de rotacion rigida ("spin tensor"). Las componentes del tensor de tasas de rotacion y del tensor de
deforrnaciones finitas. vienen dadas por:

donde las coordenadas se refieren a la configuracion actualizada yves velocidad.
Durante el siguiente desarrollo. se considera siempre tensiones efectivas. por 10que se omite la comilla.
EI principio de los trabaJos virtuales para el estado en I ~1- Llr. referido al estado en I .puede escribirse .

T J

f 0& (~+.1:")d.Q= f OLluT(~,+.1~)d.Q+ f 0LlJJT(~,+J.~)dT (~~)

ill il, rT
.] .J

donde a es tensor de Cauchy en eltiempo I . (a+ J. a) caracteriza alas tensiones en I-Llr (con J. a slendo el

incremento del tensor de tasas de Jaumann). b +J.b Y r +Llr son las cargas el tiempo 1- Llr.
-r -,

Considerando (43). se obtiene a partir de (~4) :

f T oj f T f T ojOb' .1ad.Q+ 0.11] a, dfl+ 017 .1ad.Q=
fl, [J/ [2, -

= f oLluT ~hll d.Q+ fOLluT ~,,'" dT- J OET a, dJ2
~ ~ ~

Eliminando la tercera integral del miembro izquierdo de (~5) por ser de orden supenor y te!lielldo en cuenta
que.



oj (om],10-=0 ,1E- m-~ ,1p
, 'EP ,3k,

fOE TO ,1Edil+ - f OET(m- 0,"-'] ,1pdil + f t5,17/To- dil=
EP - , 3k "n, n,' n, - (.n)

=ft5LluTb dil+fOLluTf dr-foETo-dil
- -'-.1/ - -(+.11 "r

~ ~ flt

siendo la anterior semejante a la expresion (31) pero tomada en forma incremental con el agregado del termillo
de fuerzas descompensadas (Ultimo del miembro derecho) . En forma matricial :

(K("+K ('»,1Uk'_Lk' ,1pk' =&>("
-G

La expresion (48) es semejante a (33). pero en forma incremental y con el agregado de la matriz geometrica .

K' = fBT Ci B dil (49)
-c n-c -, -G

Donde B es derivada de las funciones de inteIpOlacion de desplazamientos y 0- es tensor de Cauchy en-c -,
la configuracion t . Cabe adarar. que la ecuacion de flujo no sufre alteraciones por el agregado de la no
linealidad geometrica
Las tensiolles de Cauchy en cada punto de integracioll en t+ L1t. pueden obtenerse :

0- =0- +(D-,1E + ,1wT-o- + ,1w-o-T), (50)
- r-,1r - r - •..• •..• •..• _ •..•

oj

En la expresion (50). (0-+ ,1 (7) fue transformado en (<7+ ,10-) • Y las tensiones asi obtenidas se usaran en el

proximo paso.

Se analiza el comportamiento de una zapata corrida de a=6m de ancho cuyas caracteristicas geometricas y
discretizacion espacial se muestran a continuaci6n en la figura I. Los datos son los siguientes :

A =0.174; K=0.08; ,=0.1745; eo =1.08; ,£1=1.08; E=1248Kpa; c=8Kpa,; Xc =20,; Pro =40Kpa

kx=ky=O.Olmldia; ks=300000Kpa; kF=600000Kpa; ,1t=O.Oldias

Es menester indicar que los datos fueron elegidos de modo que no hubiera ablandamiento y aunque el valor
mAximo de la carga fue fijado en ISO KN .. el mismo no fue alcanzado.
La trayectoria de tensiones y los desplazamientos, corresponden al elemento marcado con A en la figura I.
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