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RESUMEN

Este trabajo presenta un modelo matematico bidimensional basado en la teoria de Biot (1955)1*

! que permite el anilisis del equilibrio de las tensiones totales (Efectiva + Poros) vy la
compatibilidad de deformacién durante el proceso de consolidacion, acoplando los efectos de las
tensiones con el flujo de agua. Se ha tenido en cuenta en el trabajo la no linealidad fisica del suelo
a través de un modelo elastoplastico basado en la Teoria de Estados Criticos''! con algunas
modificaciones™" !'“. También se ha incorporado el efecto de la no linealidad geométrica. El
problema es resuelto por el método de los elementos finitos con funciones de interpolacion
diferentes para los desplazamientos ¥ para la presion de poros.

ABSTRACT

A bidimensional mathematical model based on Biot's theory (1955)PH4 which allows to analyze
the total stress equilibrium (effective + pore) and the strain compatibility during the consolidation
process by coupling the effects- of stress and flow. is presented in this work. It is taken into
account. physical non linear behavior of soils by means of an elastoplastic model based on the
Critical State Theory'"! with some modifications®™ "' It is also considered. ‘geometric non linear
effects. The Finite Element Method with different shape functions for displacements and pore
pressure, 1s used to solve this problem.

INTRODUCCION

El problema de la consolidacién presenta gran interés en las zonas donde el suelo es fundamentalmente
arcilloso y de baja permeabilidad en general. Tal es el caso de la ciudad de Resistencia (CHACO-
ARGENTINA) donde este tipo de suelo se encuentra generalmente creando grandes incertidumbres a la hora
del provecto de grandes fundaciones de tipo directo. También es bastante comiin encontrar. en la mencionada
ciudad y drea de influencia. altos indices de humedad (cercanos a la saturacion) debido a la poca profundidad a
la que se hallan las napas fredticas. Otro tipo de construccién muy difundido en la zona es la presa de tierra o
de materiales sueltos. Esta, se usa fundamentalmente como elemento de contencién de las aguas de los rios
Parané y Negro habida cuenta que la situacion geogrifica de la ciudad propicia inundaciones en las épocas de
lluvias intensas sobre la cuenca del Parana.

El objetivo del presente trabajo. es poder representar en forma adecuada el estado tensién - deformacion de una
masa de suelo considerada saturada bajo las cargas trasmitidas por una fundacién directa, asi como otros
problemas geotécnicos tipicos. El problema serd resuelto por el método de los elementos finitos con funciones
de interpolacion de elementos de ocho nodos para los desplazamientos y cuatro para la presion de poros.

En cuanto al modelo elastoplastico para suelo. puede decirse que los ultimos 25 afios han presenciado la
aparicion de muchos de este tipo (un resumen es presentado por Viladkar et.al.!'*)), generalmente restringidos a
casos de endurecimiento isotropo y plasticidad asociada. basados en la teoria de estados criticos. El uso de dicha
teoria, con diversas modificaciones. ha mostrado adaptarse muy bien a casos reales (en zonas semejantes a la
descripta al comienzo). segiin se puede percibir a partir de diversas experiencias. Este tipo de modelo fue el
adoptado.

Es menester indicar que si bicn sc espera poder dar un amplio uso a la herramienta obtenida. se pretende
extender el campo de aplicacion del presente programa a casos donde la naturaleza bifésica (Suelo - Agua) sea
insuficiente. incorporando al aire y constituyendo de ese modo un sistema no saturado de tipo trifésico.
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FORMULACION GENERAL DEL MODELO

En notacion matricial. las ecuaciones constitutivas para un material elastico lineal pueden escribirse de la
siguiente forma:

a’=(2;11+/1mmT)£=Ds H
donde o y ¢ son las tensiones y deformaciones especificas v m’ = [1. 1,1.0,0, 0]. En la expresion anterior,

My 2 son los coeficientes de Lamé y cumplen las siguientes relaciones:
P C R SRS L —
2At+v) (1+v)t-2v)

]A(=j,+§/1 2)

donde E v G son los modulos de elasticidad longitudinal y transversal respectivamente V es el coeficiente de
Poisson y K es el coeficiente de compresibilidad volumétrica o de “bulk”.

Las tensiones en materiales geologicos. pueden ser descompuestas en efectivas y neutras o presion de
los poros, de forma que se puede escribir que :

a=0"—mp-0'p' 3)

Pr

.
donde o contiene las tensiones efectivas y p es la presion de los poros y o contienen las tensiones

originadas por las deformaciones debida a la presion de poros. Aqui. p tiene signo (+) y o tiene signo (-). si

hay compresion.
En notacion indicial, la expresion (3) puede ser escrita de la siguiente manera :

< Pr ..
oy =0;=pd, -0, (h/=123) )]
Las tensiones efectivas pueden escribirse de la siguiente forma:

o} =[G(5,,.o‘j, +6,0 ,)+26,0, e, =Dye,  (ijkb=123) ®)

. N
donded, es el delta de Kmenecker.,ei=%(dc—’+a—-’—] (f./=123)son las componentes de las

1
deformaciones especificas infinitesimales y. #, son las componentes de los desplazamientos
Las principales caracteristicas de un medio poroso saturado es su naturaleza bifasica en la cual las particulas
(sean ellas sucltas o cementadas) estan rodeadas por un fluido que ejerce una presion sobre la fase sélida. Como
se mencionara, es usual dividir la tasa de tensiones total en una tasa de tension efectiva y una tasa de presion de
poros. que puede ser escrita en forma similar a (2):

« e « oPr

o=0'-mp~-0 %)

donde ¢l punto de arriba de la letra significa derivacion en relacién al tiempo (tasa).
La tasa de tension esta relacionada con la tasa de deformaciones por medio de la expresion:

. e oIN o Pr o Pr
o'=Dle-¢ y o =De¢ (@)
JIN
donde ¢ indica el vector de tasas de deformaciones especificas inelasticas (que pueden ser tratadas con una

oPr
formulacion elastopldstica ¢ elasto - viscopldstica) v ¢ es el vector de tasas de deformacion provocada por la

oPr
presion de poros. La tasa de deformacion especifica ¢ viene dada por:
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R N N =
€ ——mI 0 & ——oly.m (/,/—1,2,3) (8)
donde k; es el modulo de compresibilidad de los granos del suelo.
Puede observarse que la presion hidrostatica de los poros es responsable por una tasa de deformacion
volumétrica isotropica. Usando (6). (7) y (8). se puede escribir que:

- o
—_—— e

. o W o pr o oy m'Dm) , .0 .
c=D|e~-¢ |-D& -mp=0 -~/ m m-—= " mp=0 —-amp )
- - .- . - 30 - 3k, - -
— - mT Dm
donde a esla constante de Biot y viene dada por a=1—T

S
La expresion (9) representa la ecuacién constitutiva correspondiente. recordando que para tasa de deformacion
y desplazamientos infinitesimales, se puede expresar la relacion entre ambos de la siguiente forma (en notacion
indicial):

. i s E-'
E,)'Zl ﬁ‘_+f°ll/ _I R ARarS (j=123) (10)
&, &) & a
donde #; son las componentes de Ia tasa de desplazamiento v o, son las componentes de la velocidad. ambas
en las direcciones x, (i = ,1.2.3) - Deben también ser satisfechas las ecuaciones de equilibrio correspondientes,
que pueden escribirse de la siguiente forma:
do, .
—L+bi=0  (.j=123) en 2 (1
&,
7
donde & son las tasas de las componentes de las fuerzas de volumen en las direcciones x, (i = 1.2,3) v {2es

¢l dominio en estudio. .
Acompatian a (11) la ecuacién constitutiva (9) y las relaciones de deformaciones especificas - desplazamientos
(10). junto a las condiciones de contorno correspondientes. que son:

Dui=ui  (i=123) enl, Boyn, =t (ij=123) enl, 12)
. IO
¥ las condiciones iniciales #; (2/=0)=w; (i=12 3) enn2 (13)

El movimiento de un fluido en un medio poroso es gobernado por la ecuacién de Darcy. que puede ser
expresada de la siguiente forma

v=-kV(yz+p) 14

donde v es un vector que contiene las componentes de la velocidad del fluido. k es un tensor de segundo

orden que contiene la permeabilidad del suelo en las diferentes direcciones. y es el peso especifico del agua. =z
es la altura geodésica en relacion al sistema de referencia ¥ V es un vector que contiene las componentes del

vector gradiente
La ecuacién de continuidad del fluido viene dada por:

V' - y=0 (15)

donde y es latasa de acumulacion del fluido.

.
Los factores que ticnen influencia sobre 7 son los siguientes:
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a) La tasa de acumulacién debido a la deformacion especifica volumétrica y que viene dada por
X == Evl =-m'¢ (16)
b) La tasa de acumulacién debida a la variacién de volumen de los gramos del suelo producida por la variacion
de presion, v que viene dada por:

.Pr p

7 =(1-n)sw =—(1-n)> an

¢) La tasa de acumulacién debida a la compresibilidad del fluido. y que viene dado por:
m
LS 18
X3 k. P (18)
donde Kk, es el modulo de compresibilidad del fluido.
d) La tasa de acumulacion debida a la compresibilidad de los granos del suelo producida por las variaciones de

. oo
o'+o . La compresién hidrostatica media actuando sobre ¢l volumen (1 —n) del sdlido viene dado por

o« el
mTc'+o ).lo que resulta en una tasa de acumulacion.
« e
. mT(o+o )
= T 19
X4 Ik 19)
s
Recordandos la expresion (9). se tiene que

; :LmTD 5.—;[N]+ ! mp (20)
LA T | R E -

s

Introduciendo (16). (17), (18) ¥ (20) en (15), teniendo en cuenta la expresion (14). se obtiene la siguiente
ecuacion:

1 mTD mT DN
l-n n 1 T " T R g T " N
——+—-———{m Dmj}ip—-V kVp+|m - e=+V kV(y*z)-——— (2D
L e I G S 3k,
Esta ecuacion, que es valida en el dominio (2, tiene como condiciones de contorno:
a)p=p en FP b)kVp=v en I, 22)
v condiciones iniciales del tipo
p(62 0)=p° 23)

L]
En definitiva, el sistema de ecuaciones formado por (11) v (21) es un sistema acoplado. con # y p como

incognitas mas el modelo constitutivo, descripto por (9).

Los problemas de mecdnica de los suelos deben ser tratados en el campo de la plasticidad. E1 modelo de falla
propuesto por Zienkiewicz et. al. '®' y adoptado para el presente trabajo s el siguiente :

=£{—1« Z4tj-p, =0 (e2))]
Yowy

' 1 ' ’
donde p’=-J, /3 (presion media). q=(3J z') *. siendo J, yJ, el primer y segundo invariante del tensor

Fp'.a, 6)

desviador efectivo. p_ ¢s la mitad de la presion inicial de preconsolidacién. p=p'+a ¥ siendo
»
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a= % - con ¢ siendo es simbolo de cohesion v ¢ el dngulo de friccion interna del suelo. La evolucion de la

superficie de fluencia a través del parametro  p,_ viene dado por:
o

—p0 2 5
p"u _p‘nl I 23

donde %' es la deformacion volumétrica plésticay y es un coeficiente dado por

l+e¢,

A-K
En (26) ¢, ¢s la relacion de vacios inicial. A es la pendiente de la curva virgen del ensayo de consolidacién. K la
curva de expansion (determinados a través de ensavos odométricos) v B es un parametro propuesto por los

- autores. que debe ser ajustado segin ensayos de laboratorio®. Aplicando logaritmos a ambos miembros de (25).
diferenciando y expresando como incremento . puede obtenerse :

x=p

(26)

Ap[{] :—p?o,y.depl

vol

27

El pardmetro de endurecimiento A "'*! viene dado por:
pa po

A=l & dp, Lo z{ { ] f (28)

A d) v 2 (p+a)egy ;

tomando valor nulo sobre 1a linea de estados criticos.
Detalles de la derivacion del modelo . pueden verse en la ref

APLICACION DE ELEMENTOS FINITOS.

La aplicacion del principio de los trabajos virtuales conduce a una expresion del tipo:

.Tc .TC DTI
J'o‘a adfz:j&u bd2+ J'a‘u rdr 29
r- 2 a T

que es la condicién necesaria v suficiente para que se satisfagan las expresiones (11) a (13).
Tomando (9) pero usando la relacién constitutiva elastoplastica se tiene :
. . 1 T mT Dm « s e
o=D?e——|m m--—z =0 -a 30
A T T A G0
Aplicando (30) en (29). se puede escribir que
T T m'Dm) T, .T.
fos D _cda-fos |mTm-——= mpdQ=[su baQ+ [6u rdr 3
~ - EP- - 31 - - 3k - ~ - S

- 2] £2 s n Iy

En el contexto del método de los elementos finitos. las incognitas del problema # y p son interpolados en

términos de los valores nodales de esas incognitas. usando funciones de interpolacién N* y NP respecti-
Tpo N pe

vamente. con las primeras siendo bicuadraticas v las segundas bilineales. obteniéndose:

(32)

donde B es la matriz que relaciona deformaciones especificas con desplazamientos v el subindice (¢) indica

que la interpolacion este siendo efectuado a nivel del elemento (e) .
Introduciendo (32) en (31) se obtiene. a nivel de elemento. la expresion matricial siguiente:
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o (e} ole) o)
Km [‘. _me -p (33)
donde
. mT Dm
K= jB D B 42 ; L= [B"|1- mN® 40
N g . o
34)

e
T2 - e

Po= [N*"bao+ [N rar

h ”e» " - 1—:;\ - -

Siendo (2 es el dominio del elemento (e) y 7* la parte del contorno del elemento (e) con la carga de superficie

+ . La aplicacion del método de Galerkin a la expresion (21) con un factor de “peso” Jp conduce a la siguiente

ecuacion integral:
mT Dm

IOpS pdQ2+ 'f d)p ‘:b !/.(2+ “‘ 5p mmT—; mT £d2=
Pl & 3ks -
(3%
&sp oz TD‘:: c‘(p +yz)
=—j' ZEia- jap———m—jap k7 0
(, ;i K, ~
G [4')
Utilizando las mismas funciones de mterpolacnon de la expresion (32). se obtiene la siguiente ecuacion
matricial: )
o (6) T o le 143 L(’)
$9p 4L T +H"‘p =-P (36)
donde
¢ N 7
s" j\ﬂ’ sNP4Q ; Hj = _[—k 240
, a&
fe it m
mT
ole) L oT D N
A, o o D T3
P = ,dc—,k’”’dc 40+ J' NP s d+ j)@ Ond(2 37
@ s r
siendo
N B T AN asc iy
Juntando (33) v (36) se tiene. a nivel de elemento. la siguiente expresion:
o (&) tal
K(f\ _L(t) U 0 0 U(e) P
N - - + 0 ) =<" (38)
L(,;T S o (2} 0 Hm (e ot
- p -P

-1 -~ -

Aplicando el método del parametro a a (38) se obtiene la siguiente formula de recurrencia. a nivel de elemento

K(r) _L(t) L.(,\ Kt() _L(z\ U{,)
L (Sl(l+wl{trl) ‘;(" = L’ (S"‘—(l—a)al—l"‘) l;m *
- -1 - ~ - Lo -1 - - '
. . 39
a(P) +(l—a)(Pj
+A RV o

a(-P )+(I—a)(—f_’ )
- -r
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(con 0<a <1)que también puede ser expresada en forma incremental de la siguiente

K"‘ _1e A(-m} 0 0 [4/;] Ifdpu'.
o 1= o 40
et —[s"‘+mn“‘) Ap”f 0 ~wH"] P"‘f \[JP“J( G0

En la anterior. para eliminar la asimetria. cambiamos el signo de la ultima ecuacion exceptuando
-AHp porque el signo lo dara la incognita del tiempo anterior.
T~y
Los valores para el tiempo siguiente . se obtienen
U UL 409 e _ €At <D
rvAr r - ° P fedAr P ’ P
La expresion incremental (40) debe ser montada para todo el dominio en estudio v la correspondientes

condiciones de contorno esenciales o forzadas deben ser incluidas. obteniéndose un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineal. Una vez resuelto el sistema se aplica la expresion (41) hasta la convergencia.

INTRODUCCION DE LA NO LINEALIDAD GEOMETRICA

Cuando se considera desplazamientos finitos se tiene. ademds de la no linealidad fisica debida al
comportamiento ¢lasto - plastico del suelo. otra fuente de no linealidad. ltamada de no linealidad geométrica.
En estos casos es necesario usar un tensor de tasas de tensiones objetivo ¢ indiferente del sistema de referencia
en las ecuaciones constitutivas. Aunque existan varias definiciones que dan una medida objetiva de las tasas de
tensiones. en el presente trabajo se adoptard aquella dada por Jaumann'™y que puede escribirse de Ia siguiente
forma :

J . . .

C;=0,-0, wy-0 wu (i /h=123) (42)

donde o ; son las componentes del tensor de tasa de tensiones de C auchy y wj; son las componentes del tensor

de tasas de rotacion rigida (“spin tensor’). Las componentes del tensor de tasas de rotacién y del tensor de
deformaciones finitas. vienen dadas por:

- A, &) s e, @ e, - .

L& & L, @y 10, . ,
W= — L L Cjjm—— p — =+ ———— =i+ 1].. =123 43
Tl A, Tia, e Tra A, T (=123 69

donde las coordenadas s refieren a la configuracion actualizada ¥ v es velocidad.
Durante ¢l siguiente desarrollo. se considera siempre tensiones efectivas. por lo que se omite 1a comilla.
El principio de los trabajos virtuales para el estado en ¢ = - Ar. referido al estado en ¢ . puede escribirse :

Iy

T
o
joa (o+40)d0= 54T (b +a0)d2+ [ 64 +andr 34
PR A e s +ar

o] o]
donde o es tensor de Cauchy en el tiempo ¢ . (6+ A o) caracteriza a las tensiones en - Ar (con 4o siendo el

incremento del tensor de tasas de Jaumann), & + 44 Yy 7 +4r son lascargas el tiempo /- Ar.
- = - =

Considerando (43) . se obtiene a partir de (44) :

o7 o

J',ssTAa(/fnja‘AnTo 0+ j o' Acda=

2, ’ a, e a - .

= jamﬁ/» d_Q+_[o‘Aqu dr—J'o‘.sTa a0
o ~r-A r - ~t-A 0 r

Eliminando la tercera integral del miembro izquicrdo de (45) por ser de orden superior v teniendo en cuenta
que
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Dm
Ao' D Ag— m——-— 4 (46)
- EP - 3k, P
donde fue usada la aproximacion ¢ = . se obtiene la siguiente expresion

Dm
65 D Asd.()-i- jog (ln—i—)Apd.(l+j6Ar7 o dQ2=
, 7
dl'—J.OS o dn
Q =

]
2,
=‘,‘.; ~ ~re A/d.o+1'[o4” ~rrdr

'

siendo la anterior semejante a la expresion (31) pero tomada en forma incremental con el agregado del término
de fuerzas descompensadas (iiltimo del miembro derecho) . En forma matricial

(K(:\+K te))AU(e)_L(t) (e} AP(:) (48)
~ -G ~ ~

La expresion (48) es semejante a (33). pero en forma incremental y con ¢l agregado de la matriz geométrica
K =[87 5 B da (49)
-G

{2~ G ~t ~G
Donde B es derivada de las funciones de interpolacion de desplazamientosy o es tensor de Cauchy en
~C ~t

la configuracion ¢ . Cabe aclarar. que la ecuacion de flujo no sufre alteraciones por el agregado de la no
linealidad geométrica.
Las tensiones de Cauchy en cada punto de integracion en ¢+ At pueden obtenerse

o =0 +(D*4s + do"*o + do*c"), (50)
~r-N -7 ~ ~ o~
o
En la expresion (50), (o+40) fue transformado en (o+ 40), y las tensiones asi obtenidas se usaran en el
proximo paso.
EJEMPLO DE APLICACION

Se analiza el comportamiento de una zapata corrida de a=6m de ancho cuyas caracteristicas geométricas y
discretizacion espacial se¢ muestran a continuacion en la figura 1. Los datos son los siguientes :

A=0174; K=0.08; ¢=0.1745; e, =108, u=1.08; E=1248Kpa; c=8Kpa, xc=20; P =40Kpa
by =k, =00lm/ dia; kg =300000Kpa; #, =600000Kpa; Av=0.01 dias
Es menester indicar que los datos fueron elegidos de modo que no hubiera ablandamiento y aunque el valor

méximo de la carga fue fijado en 150 KN. . el mismo no fue alcanzado.
La trayectoria de tensiones y los desplazamientos, corresponden al elemento marcado con A en la figura 1.

-3—1

A

p 2 —=

Fig. 1 Zapata corrida. Caracteristicas geométricas y discretizacion espacial.
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