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RESUMEN

Este trabajo presenta un estudio del mezclado en las cdmaras de los rotores de
compresores axiales multitlujo, problema bdsicamente convectivo. Debido a la
complejidad del problema se utiliza un modelo simplificado, el cual considera al
sistema como un canal bidimensional con flujo plano (slug flow), con condiciones
de entrada periédica y bordes aislados. Dada la simplicidad del modelo es posible
obtener una solucién analitica para la funcién de transferencia entre la entrada yla
salida. Los resultados obtenidos son utilizados para validar diferentes esquemas
numéricos, encontrindose que para geometrias simples y problemas convectivos,
el método de diferencias finitas resulta mds preciso y rdpido que el método de
elementos finitos empleado. '

ABSTRACT

This paper present a study of the axial multiflow compressors rotor chambers
mixing, which is basically a convective problem. Due to the problem complexity a
simplified model is used, which considers the system as a channel (bidimensional)
with slug flow, periodic inlet conditions and isolated edges. The model simplicity
allows an analytical solution for the transference function among the inlet and the
outlet. The results obtained are used to validate different numerical schemes. It
was found that for simples geometries in convective problems, the finite
difference method is more accurate and faster than the finite volume method.

INTRODUCCION

De acuerdo al caudal a impulsar, las diferentes clases de compresores tienen un rango de
aplicacién en donde por cuestiones de eficiencia predomina un disefio sobre los otros. Los de
mayor eficiencia son los axiales, pudiéndose alcanzar eficiencias entre el 80 al 85 %,
siguiéndoles los centrifugos con una eficiencia entre el 70 al 75 %, y por debajo de estos los
de desplazamiento positivo (lobulares). Los compresores axiales se emplean para caudales
altos, mientras que los lobulares para caudales muy bajos y los centrifugos en la region
intermedia [1][2].

Las plantas de enriquecimiento de uranio por difusion gaseosa, requieren de una gran cantidad
de compresores para mantener la diferencia de presidn necesaria del proceso, consumiendo
una gran cantidad de energfa para tal fin [3]. Por dicho motivo un buen disefio de las mismas.
emplea como elemento impulsor a los compresores axiales, pero estos debido a su rango de
aplicacién, sélo pueden ser utilizados en grandes plantas de produccién [4].
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El nuevo concepto de planta de difusién gaseosa SIGMA [5], se basa en el impluso de varias
corrientes de diferente concentracion por un mismo compresor (multiflujo), consiguiendo
reducir el tamafio m{nimo de la planta econémicamente competitiva.

El empleo de compresores axiales con corrientes de diferente concentracién tiene como
limitante el mezclado entre las mismas [6]. Para determinar el mezclado se deben conocer las
caracteristicas geométricas, las condiciones fluido-dindmicas y las propiedades del gas [7].

Un compresor cuenta con filas de dlabes méviles (rotores) y fijos (estatores) que delimitan las
camaras por donde pasa el fluido. Debido a ello, el problema se puede dividir en el estudio de
la dispersion en las cdmaras de los rotores y de los estatores. Las primeras tienen como
condicion de ingreso una concentracién de entrada periédica en el tiempo, mientras que para
las segundas puede considerarse como buena aproximacién una entrada estacionaria [8].

Este trabajo se concentra en la resolucién del mezclado en las cdmaras de los rotores. Como
primera aproximacién se desarrolla un modelo simple el cual considera un canal con
condiciones de entrada periédicas y bordes aislados. Este modelo permite analizar otros
problemas como la dispersién de contaminantes en cursos de agua. Se busca generar los
criterios para que la resolucién numérica sea computacionalmente econémica debido a la
magnitud del cdlculo necesario para la resolucién integra de un compresor.

RESOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DE CONVECCION-DIFUSION

En la resolucién de problemas por métodos numéricos es conveniente poseer alguna solucién
conocida con la cual poder estimar el error numérico del esquema empleado. Por ello, en este
trabajo se obtiene en forma analitica, por el método de separacién de variables, la funcién de
transferencia para el problema de conveccién-difusién anisotrépica en un recinto rectangular
con condicion de borde arménica en la cara de entrada del flujo, en las caras laterales se
considera nula la derivada de la concentracién en la direccién normal a las mismas, yenla
cara de salida que la derivada de la concentracién en la direccién del flujo es nula.

Esta solucién puede utilizarse para analizar situaciones con distintas condiciones periddicas,
las cuales pueden representar en forma simplificada el comportamiento del rotor de un
compresor axial multiflujo, en donde las condiciones de contorno de las caras laterales
representan la existencia de los 4labes, y en la cara de salida puede considerarse que el rotor
debido a su giro se encuentra aislado del estator siguiente.

La ecuacién diferencial del problema de conveccién-difusién anisotrépica de un escalar C
(concentracién) en un recinto rectangular con velocidad uniforme U es:

D 9*C D—azc—Ua—C+a—(: 1
52 T2 TV R ot (M

donde D,y D, son los coeficientes de difusion para cada una de las componentes, y las
condiciones de contorno para el recinto que compone la cdmara (ver figura 1) pueden
escribirse de la siguiente forma:

d0.yt)=C, &' = ¢, &%(codQy) + i ser{Qy)) )
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ac aC aC
'(E()co.t):Ty(x‘Ly.t)zﬂ(Lx,y.t)zo (3)
donde C, es la amplitud de la oscilacién, i es la unidad imaginaria, s representa la frecuencia
temporal, Q es la frecuencia espacial, L, y L, son las dimensiones del recinto.
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Figura 1: Recinto rectangular.

Adimensionalizando la expresion (1) surgen los siguientes pardmetros:

y+ =v/L, Posicidn tangencial adimensional, x* = x /L, Posicién axial adimensional,
F=st Tiempo adimensional. Cct=c/, Concentracién adimensional,
D=0 L, Frecuencia espacial adimensional, Pe=U L, /D, Numero de Peclet [9],

S" =5 D, /U?  Frecuencia temporal adimensional, DL =D, L,, 2 Parimetro de anisotropia,

D, =D, /D, Cociente de difusividades, Ly =Ly /L, Solidez [10].
Reemplazando en la expresion (1) se obtiene:

1 9%C" DL, 52c* 1 dCct acC*

SPEgx? SP2yy? S Peax | ar @
y las condiciones de contorno:
C*(O,y*,t"):ei"(oos{Q'y")nLisa‘(Q'y")) (5
9C" 0 9C o aC
8y+(x ’O‘t)_8y+(x 'l’t)_ax+ (Ly Wt )_O (6)

La expresion (4) se resuelve por separacién de variables, obteniéndose a la salida x'=Dla
funcién temporal C*(1,y",t"), que dividiéndola por la condicidn de borde a la entrada, dada
por la expresién (5), se obtiene la siguiente funcidn de transferencia

( 75[1_(06.1/0'542)]/2 .3 7;{1‘(6;1/0;2)]005(my) W
(1 wloei) o ot el —oi]  eet-ai) (ot /ot oo

Y (ooda” )+ ot ) "
donde
) {(mm'lsaﬁm-ﬂ')+(m—(i\syim+§i)]+ﬂ(m+d)a#m—ﬁ)—(m—ﬁ)m&m+d)—:n']
= b) (8
" 2 d]

0;1=%e[1+\/1+4{DL_y(m/Pe92+is‘)J 9
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« Pe .
onzzg(l—\/1+4(DLy‘(m/Pe)2+iS)J (10)
Soluciones analiticas

A modo de ejemplo se muestran en las figuras 2 ¥ 3 el médulo y la fase a la salida para los
pardmetros adimensionales Pe = 10, DLy = I, $* = 0.10 y para tres condiciones de borde

diferentes donde la frecuencia espacial adimensionalizada Q" Yesde m/2,my2m.

Para el médulo se observa (ver figura 2) una asimetria entre los bordes, en el de ingreso de la
onda (y*= 1) tiene un menor valor que para el otro (y'=0). Ante un aumento del valor de la
frecuencia espacial adimensionalizada disminuye el médulo y se genera un valle en la zona
central debido al mayor gradiente tangencial que tiene la entrada.

En cuanto a la fase se observa (ver figura 3) que en las cercanias del borde de ataque, la fase
presenta un atraso debido a que por la condicién de borde sélo intercambia con regiones
donde la onda llega con posterioridad, produciéndose el efecto contrario en el borde de salida
(y"=0), ambas pendientes son negativas. Esto genera diferentes “tiempos de vuelo” de la
concentracién, que induce la asimetria del médulo entre ambas caras laterales. Al aumentar la
frecuencia espacial, aumenta por un lado la diferencia de las fases entre los dos bordes. Un
efecto mas marcado es el de Ia disminucién de las pendientes (pendientes mds negativas) en la
zona cercana a los mismos. Debido a esto iiltimo, en la zona central se observa que al ir
aumentando la frecuencia espacial se van incrementando los fenémenos de interferencia entre
las condiciones de borde, llegando a producirse un cambio de signo en la pendiente en la zona
central.
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Figura 2: Mddulo de la funcién transferencia Figura 3: Fase de la funcién transferencia

Del anilisis realizado para estos casos se observan los siguientes comportamientos ante la
variacién de un sélo pardmetro:

* Pe: Ante un aumento del valor del mismo, para la fase se disminuye la diferencia entre
ambas caras a la vez que se aplana en la zona central, presentando un médulo mas

homogeneo a lo largo de la coordenada tangencial, pero con un valor menor para Q= w2
y uno mayorparaQ =2 .

® DL, Ante una disminucién del valor del mismo, para la fase se disminuye la diferencia
entre ambas caras a la vez que se aplana la zona central, el médulo presenta un aumento
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con la diferencia que para Q"= n/2 aparece un valle central, en cambio para Q=2 = hay
una mayor homogeneidad a lo largo de la coordenada tangencial

s . .
¢ §: Ante un aumento del valor del mismo la fase sélo presenta un retrazo constante para
todo el rango de la coordenada tangencial, mientras que el médulo disminuye acentuando

la diferencia entre ambas caras para el caso de Q"= n/2 , y aplananado la relacién pico a
valle para Q"= 2 .

Casos utilizados para la comparacién numeérica (benchmark)

Para analizar las ventajas y desventajas de los diferentes esquemas de resolucién numérica
(tiempo de cdlculo y precision del resultado) se elijieron los siguientes casos (ver Tabla I).

Tabla I Pardmetros adimensionales de los casos utilizados como benchmark

Pardmetro Caso 1 Caso 2 Caso 3
Pe 1 1 100
DL, 1 | 15
Q' r/2 2n 2n
s’ n/2 n/2 0.05
RESOLUCION NUMERICA

Para la resolucién numérica del problema se emplearon dos métodos diferentes, uno
utilizando un esquema en diferencias finitas y otro empleando elementos finitos.

Diferencias Finitas

Este esquema de resolucién numérica se basa en la aproximacién de la derivadas parciales de
primer y segundo orden por diferencias que surgen al desarrollar por series de Taylor la
funcién en un punto [11]. El esquema numérico empleado para la resolucién de la ecuacién de
conveccidn-difusién no estacionaria fue de diferencias centradas para la dependencia espacial
tanto para los términos de segundo orden (términos difusivos) como para el término de primer
orden (término convectivo), y para la dependencia temporal un esquema explicito de primer
orden.

Empleando una discretizacién del espacio mediante nodos equiespaciados en la direccién

axial (Ax") y en la direccién tangencial (Ay") se genera una grilla, donde la posicién para la

coordenada axial x* se identifica con “i" y a la posicién para la coordenada tangencial “y*”
“)”. De esta manera los t€rminos de la expresion (4) pueden escribirse como:

con
: C(i+ 1)) -2C (Lj.f) + Cli- Ly SN
ixg e A;Jz 1100 -Afz e Hoaeh) an
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9%CT _ [Clij+18)-2C (i).t) + C (ij-Le)) ay? dic

o4

oy Ay Sl Gy T (2
J C'(i+ 1) t') = C (i-1J,¢ 22 53

; ? _ lerury 2)AX+ t-1)0) _A); i?;+O(Ax*4) (13)
p e X

9 C C(i.j.t"+)~-C"(i,j.t) At 93C
ot :( : At - )_2 ahz’“o(‘“*z’ (14)

donde dada la cantidad de segmentos deseados en cada direccién N, y N, se obtienen:

1 1
i Ayt =—— 15
Ax N, Y %Y N, s

y At" esel paso temporal adimensionalizado.

El trmino de segundo orden temporal de la expresién (14) luego de reemplazos y
reagrupamientos, introduce por un lado una difusividad numérica axial negativa. Para eliminar
este efecto debe sumarse al primer miembro de la expresion (4) el término:

At 32ct

T T (16)
- 2 2

2(S" Pg” ax

Por otra parte el término temporal mencionado junto con las derivadas de orden superior

descriptas en las expresiones (11), (12) y (13) pueden reagruparse, obteniéndose que si:

*

S
Ny = Pe "
6DL)y At

a7

se elimina el término de derivada parcial de cuarto orden con respecto a ¥", y tomando:

S - 05A¢

N_=Pe
* 6AL*

(18)
se disminuyen los efectos de las restantes derivadas de tercer y cuarto orden espacial que estin
afectadas por un factor At*.

La estabilidad del esquema numérico impone una restriccién en el paso de avance temporal
dada por:

At ( 28 (19)

Para poder describir el problema sélo faltan incorporar las condiciones de contorno.
Considerando que los nodos llegan a los limites del recinto, a la entrada se tiene:

C(0y.t") =codQ’ y +t*), (20
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a la salida
22Ct  2C(i-14.£)-C(ij.t") on
ax? ax? '

y en las caras faterales " =0 ; y* =1

9*C _2AC(ij+Llf)-Cgt)) 92c  2CTj-LE)-C(i).t)
p) 2 . z = 2 (22)
ay Ay’ Iy Ay

Segin las expresiones (17) y (18) dado un At" se tiene determinada la discretizacién del
espacio. Para poder elegir un At* apropiado se propone tomar el minimo At* entre los tres
siguientes dados por:

a) condicién por el limite de estabilidad:
At =2fS (23)
donde f'es un factor menor que 1.
b) condicién para una buena descripcién de la oscilacién espacial:
2z Pe} S |
At == - (24)
Q Npg ) 6DL,

donde Npg es el nimero de nodos minimos que se desea para describir un ciclo espacial,
habiéndose utilizado en este trabajo un valor de 20.

¢) condicién por una buena descripcién de la oscilacién temporal:
AtF =—— (25)

donde Npr es el nimero de pasos minimos que se desea para describir un ciclo temporal,
habiéndose empleado en este trabajo un valor de 20.

Ademds se debe verificar que la cantidad de nodos en cada direccién sea mayor que un cierto
valor (11 en estos casos) para que los términos de orden superior sean despreciables, 1o cual si
en alguna de ellas no llega a este valor se debe recalcular el At* mediante las expresiones (17)
y (18) para que lo satisfaga. y recalcular la cantidad de nodos para la otra direccién.

Elementos finitos

Este método conocido como Elementos Finitos por Volumenes de Control se basa en una
discretizacién en elementos finitos triangulares de tres nodos. Un volumen de control es
definido alrededor de cada nodo de la malla. estando éste limitado por las lineas que unen los
centroides de los elementos con los puntos medios de sus lados.

El sistema discreto de ecuaciones surge de balances entre la fuente interna y los flujos que
cruzan las superficies de cada volumen de control. Para calcular estas dltimas es necesario
utilizar funciones de forma, habiéndose empleado en este trabajo las propuestas en [12].
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RESULTADOS

Entre los casos analizados debido a sus pardmetros adimensionales pueden diferenciarse que,
los casos 1 y 2 son difusivos, siendo el segundo mds difusivo que el primero por su condicién

de contorno (Q* =2 1), mientras que el caso 3 es convectivo.

Para el esquema en diferencias finitas el paso temporal y la malla necesaria surgen: en el
primer caso por una buena discretizacidn espacial def recinto (11x11), en el segundo caso por
una buena representacién espacial de la condicién de entrada, mientras que en el tercer caso
estd dada por condicién limitante de estabilidad. En este dltimo caso se evaluaron dos
condiciones una con un factor f= 0.6 (caso 3 A) y otra con un factor f = 0.1 (caso 3 B).

Para el esquema en elementos finitos se tomé una malla de 21x21 nodos, refinindose a 33x33
para el caso 3 debido a los resultados obtenidos.

En la tabla II se detailan las mallas y los pasos temporales empleados para cada caso para
ambos métodos, junto con el tiempo de cdlculo requerido. Los resultados se muestran en las
figuras 4 a 9, en donde se observan el médulo y la fase obtenidos analiticamente comparados
con los resultados numéricos.

Tabla II: Descripcion de la malla empleada, el paso temporal adimensionalizado y el tiempo
de cdiculo requerido para los diferentes casos y esquemas numéricos analizados.

Diferencia finitas Elementos finitos
Caso || Malla [x-y] At* Tiempo de |} Malla [x-y] At* Tiempo de
cdlculo [s) célculo [s]
1 11 x11 2,618 107 49,04 21 x21 1,571 107 918,25
2 21 x21 6,545 10 384,31 21 x21 1,571 1072 868,65
3A 25 x 32 591107 6.92 21x21 50107 661,53
3B 88 x 76 9,918 107 288,79 33x33 5,0 107 1781,62
=31

De las figuras se observa que el esquema en diferencias finitas presenta una mejor precisién
que el esquema en elementos finitos. Este tltimo esquemna presenta un buen comportamiento
para los casos en donde son dominantes los efectos difusivos (Pe moderado), no asi para el
caso en donde es importante el término convectivo (Pe alto).

De los resultados numéricos para el esquema en diferencias finitas surge como valor adecuado

para el paso temporal adimensionalizado de la condicién de estabilidad la eleccidn de 0,1 para
el factor f.

Para el esquema de elementos finitos en el caso 3 se observé que variaciones en el tamafio de
la maila resultaron mds significativos que el refinamiento temporal.
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CONCLUSIONES

La funcién de transferencia del modelo simple utilizado, permite observar algunas
Caracteristicas importantes de este tipo de sistemas. La principal de ellas es la asimetria
presente a la salida tanto en el médulo como en la fase. En algunos casos la condicién de
entrada periédica y las condiciones laterales producen cerca de los bordes mayores amplitudes
y defasajes apreciables. Los resultados numéricos muestran que el esquema en diferencias
finitas es mis preciso y ripido que el método de elementos finitos empleado, principalmente
para problemas con condiciones convectivas.

Los métodos numéricos que intentan resolver este tipo de problemas complejos, los cuales son
esencialmente convectivos, deberfan verificar este tipo de soluciones simples que representan
algunos de los principales fenémenos intervinientes.
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