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Se presenta un estimador de error para triangulos lineales basado en recuperaci6n
superconvergente de las derivadas en puntos medios dd 10s lados. Se muestra Ia
aplicaci6n del estimador para el amilisis adaptativo de problemas de tensiones. Este
estimador est! basado en promediar las fuerzas resultantes de integrar las tensibnes
que actuan en el lado comun de dos elementos adyacentes. Esto facilita la
consideraci6n de fuerzas impuestas en el contomo y de discontinuidades de material
entre elementos.
La interpolaci6n lineal en cada elemento de los valores promediados nos permite
obtener un campo mejorado de tensiones discontinuo entre elementos. Esta
discontinuidad puede ser usada como un indicador visual de la calidad de la soluci6n.
Se presenta ademas una comparaci6n con algunos estimadores de error bien
conocidos.

An error estimator for linear triangles based on superconvergent recovery of
derivatives at mid-side locations is presented. We show the application of this error
estimator to the adaptive analysis of stress problems. This estimator is based on the
averaging of the resultant forces obtained by integration of the stresses acting on the
common side of adjacent elements. This facilitates the consideration of prescribed
forces on the boundary and material discontinuities between elements.
The linear interpolation in each element of the averaged quantities gives an enhanced
stress field, which is discontinuous between elements. This discontinuity can be used
as a visual indicator of the quality of the solution. Also, a comparison with some well-
known error estimator is presented.

Para obtener la respuesta de un modelo matematico de un problema fisico mediante el metodo de
elementos finitos debemos utilizar una discretizaci6n caracterizada por una malla de elementos finitos
y el tipo de elemento utilizado. La respuesta numerica presenta tres tipos de errores: I) los errores de
modelizaci6n debidos alas simplificaciones asumidas en el modelo matematico, 2) los errores de
discretizaci6n debidos a la aproximaci6n del modelo matematico continuo por un modelo discreto y
3) los errores numericos debidos a calculos aproximados en el modelo discreto.
EI objetivo de un anaIisis adaptativo es controlar el error de discretizaci6n incrementandoel numero
de grados de libertad en las regiones donde un modelo previo de elementos finitos no alcanz6 una
precisi6n especificada. Luego, es esencial tener una medida cuantitativa de la calidad de la soluci6n
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aproximada y del refinamiento necesario de cada elemento. Por 10 tanto un metodo adaptativo debe
contar un esquema robusto de estimaci6n de error que de una buena indicaci6n del error, aIm en
mallas gruesas 6 poco densificadas, y ademas debe proveer una estimaci6n asint6ticamente exacta del
error, esto es, la estimativa del error debe converger al valor verdadero del error a medida que los
grados de libertad se incrementan adaptativamente.
Se presentara en este trabajo un estimador de error para problemas de tensiones basado en el
postprocesamiento de los campos de deformaciones obtenidos de la soluci6n original de elementos
finitos. Estos campos de deformaciones, los cuales se esperan que sean mas precisos que aquellos
obtenidos por derivaci6n directa de los campos de desplazamientos de cada elemento, pueden ser
usados para aproximar a los campos de deformaciones exactos. La diferencia, medida en una norma
adecuada entre estos dos campos, el original y el mejorado, nos servira como indicador del error de
discretizaci6n.

Para problemas pianos de elasticidad las ecuaciones diferenciales de equilibrio definidas sobre un
dominio n son

donde b es un vector de fuerzas de volumen y S es un operador diferencial de primer orden que define
las deformaciones I: como

siendo u el campo de desplazamientos. EI vector de tensiones (J se puede expresar como

G=D&=DSu
donde D es la matriz de constantes elasticas.
Las condiciones de contorno son

siendo D el vector unitario normal al contorno y fb fu son porciones del contorno donde se encuentran
prescriptas las tensiones 6 los desplazamientos, respectivamente.
Consideremos una aproximaci6n por elementos finitos Uh a la soluci6n U de este problema. EI error de
discretizaci6n e se define como la diferencia

La especificaci6ndel error local en esta manera no es conveniente para identificar la calidad general
de la soluci6n aproximada. Por esta raz6n se introducen varias normas para medir el error. Una
medida muy comun para problemas de eJasticidad es la norma de energia definida como
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Se puede demostrar que si las soluciones discretas son interpoladas por funciones de forma
conformes [1,2] se cumple que

donde nel es el numero total de elementos.
EI error relativo en la norma de energia se define como

I
Y un valor maximo de este error relativo es generalmente especificado como criterio limite del proceso
adaptativo.

Las recnicas de postprocesamiento permiten construir campos suavizados de tensiones cr* 6 de
deformaciones E* mas precisos y cercanos a los exactos que los obtenidos por derivaci6n directa de la
soluci6n original de elementos finitos. Luego podemos reemplazar los campos exactos por estos
campos suavizados en las expresiones del error para obtener estimadores de error en la norma de
energia como

Asumiendo que se hayan utilizado elementos finitos conformes, se puede obtener una estimativa de la
norma en energia de la soluci6n exacta como

~e*1111* = c·----Ilu*1

EI estimador de error se dice asintoticamente exacto si e converge a la unidad cuando el error exacto
converge a cero.

Experimentos numericosmuestran que para algunas clases de problemas los desplazamientos nodales
son mas precisos que en otros puntos de la malla, pudiendo incluso ser exactos. Esta propiedad suele
designarse como superconvergencia nodal de los desplazamientos [3]. Usando expansiones en series



de Taylor es posible encontrar puntos de superconvergencia para (as tensiones en el interior 0 en los
contomos del elemento [3,4]. Luego es posible obtener un campo superconvergente de tensiones
mediante una interpolacion de los valores en los puntos de superconvergencia.
En particular para elementos lineales las derivadas promediadas en los puntos medios de los lados son
superconvergentes [5], por 10 tanto es posible esperar un buen comportamiento de un estimador de
error basado en Ja interpolacion de valores promediados en los puntos medios de los lados.
Luego se propone como estimador del error una aproximacion lineal 1:* de los campos de
deformaciones obtenidos por interpolacion de los valores promediados 1:/* en los puntos medios de
cada lado i, como
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Notese que para problemas de estados pianos deben promediarse tres componentes por lado Ex *,
Ey* ,Yxy * entre elementos adyacentes, y para los lados de contorno adoptamos directamente los valores
del elemento I:h. A este estimador 10 lJamaremosestimador por promedio simple de lado.
Este estimador presenta dos dificultades, por un lado no puede contemplar la discontinuidad de las
deformaciones entre dos elementos que presenten cambios abruptos de las propiedades de los
materiales 0 del espesor, y por otro lade no permite considerar condiciones naturales de contomo
donde existan valores impuestos de las tensiones.
Para solucionar estos problemas es conveniente usar un sistema de coordenadas local en cada lado,
definiendo tensiones segun las direcciones normal y tangencial de cada lado.
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Notese que los desplazamientos tangenciales u., son continuos en cada lado del elemento y por 10tanto
deben ser continuas las derivadas tangenciales de los desplazamientos tangentes, esto es

donde eJ, e2 son elementos adyacentes. Notando por la ec.(19) que estas derivadas son las
deformaciones longitudinales del lado, esto implica que para elementos adyacentes deben ser
continuas las deformaciones &s. Usando una aproximaci6n por elementos finitos, los desplazamientos
tangenciales u/ tambien son continuos entre elementos por 10 que la deformaci6n &/ tambien es
continua. Luego adoptamos como valor en el punto medio del lado
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Observese, que siendo este valor igual en cada elemento no es necesario realizar ningim promedio.
Las fuerzas resultantes de las tensiones normales y tangenciales actuando en cada lado del elemento
son •

F,,/ = I,Un Ids,

siendo FN, Fs1 las fuerzas totales normal y tangencial actuando en cada lado i, y t es el espesor del
elemento. Si hubiera un cambio brusco de las propiedades del material 6 del espesor entre elementos
adyacentes las tensiones normales y tangenciales dejan de ser continuas entre elementos, pero por
equilibrio deben ser iguales las fuerzas resultantes de las tensiones actuando en cada lado, esto es

Si aproximamos las integrales en (21) mediante un punta de integraci6n, 10 cual es exacto para una
variaci6n lineal del integrando, tenemos

*Ie, _ hie,F,,; - L; u
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donde 0':;, X':Si son los valores en los puntos medios de los lados de la soluci6n de elementos finitos.
Luego es posible obtener una aproximaci6n equilibrada en los lados promediando las fuerzas como

'F.-.le, +F*le,) 'F*I" +F*I") (24)F* = _\_m_l~__ ~ F* = ~ S_' ~
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Si el lado del elemento estuviera sobre el contorno entonces obtenemos las fuerzas integrando las
tensiones tno t. impuestas en el contorno, esto es
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~i*' YII.fi* en los puntos medias de los lados y junto con c.i* podemos definir el tensor de tensiones en
el punto medio de cada lado. Interpolando estas defonnaciones en cada elemento obtenemos el campo
de defonnaciones suavizado que nos permitira estimar el error. A este estimador 10 lIamaremos
estimador por jlujo promedio de /ado.

Si existieran cargas concentradas en los nodos del contorno el procedimiento anterior no las tendria en
cuenta ya que solamente se consideran las cargas distribuidas sobre los lados de contorno. Para
mejorar la representaci6n del campo de .tensiones en las proximidades de las cargas concentradas,
substituimos dicha carga por una carga distribuida triangular equivalente sobre los lados adyacentes a
la carga

En las regiones del contorno donde los desplazamientos estAnftjados utilizamos una distribucion de
tensiones equivalentes para las fuerzas de reacci6n concentradas en los nodos. Estas fuerzas
concentradas son tratadas en forma similar al casu anterior. En algunas situaciones flsicas estas cargas
equivalentes deben ser consideradas actuando sobre un solo lado debido a las condiciones de contorno
impuestas. Luego es necesario definir direcciones normales y tangenciales al contorno en el nodo,
para ello usamos un procedimiento simpliftcado del propuesto por Carey et al.[5] y Mizukami [6].

Para estudiar el comportamiento del estimador durante su empleo en el analisis adaptativo de
problemas de estados pianos de tensiones consideramos una mensula corta, con modulos de Poisson y
Young de OJ y 1.0, respectivamente, cuya geometria, dimensiones, cargas y malla inicial se muestran
en la fig. 3.

Se ha tornado como soluci6n de referencia la dada por Ainsworth et. a1.[7] y se ha impuesto una
tolerancia del 5% para el error relativo estimado en la norma de energia. Se comparan tres



estimadores de error usados para guiar el refinamiento adaptativo: 1) estimador por j/ujo promedio de
lado (SF A), 2) estimador por promedio simple de lado (SSA) y 3) estimador por recuperacion
superconvergente en una parce/a (SPR) en la version original propuesta por Zienkiewicz y Zhu [8].
En la figura 4 se observan las mall as finales alcanzadas mediante el uso de los tres estimadores.

Flujos promedios Promedios simples Recuperaci6n superconvgente
de lado (SFA) de lado (SSA) en una parcela (SPR)

Figura 4: Mallas adaptativas finales para error relativo 71* ='5% en norma de energia.

Se puede observar que todos los estimadores concentran mas elementos en las esquinas donde existe
un fuerte gradiente de tensiones, pero los estimadores por promedio simple de lado y por recuperacion
superconvergente tambien concentran elementos cerca del contomo innecesariamente. En la tabla I se
muestran los grados de Iibertad (GDL), los errores finales alcanzados y los indices de efectividad para
los tres estimadores de error.

Estimador GDL IIuhl1
2

11e*1
2 I~,J e 11* % 11•• %

SFA 2358 1.89856 0.004618 0.005135 0.95 4.93 5.19
SPR 3156 1.89965 0.003376 0.004047 0.91 421 4.61
SSA 3098 1.89422 0.002696 0.009475 0.53 3.77 7.05

podemos observar en la tabla Ique el estimador por promedios de flujo (SFA) alcanza el error relativo
buscado con el menor numero de grados de Iibertad. Tambien este estimador da el mejor indice de
efectividad y podemos observar que para el estimador por promedio simple (SSA) este indice esta
bastante lejos de la unidad. Si analizamos la evoJucion del indice de efectividad con los refinamientos
sucesivos de la malla 'se obtiene el grafico de la figura 5.
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Figura 5: Comparaci6n de la evoluci6n del (ndice de efectividad.



Se puedo observar que el estimador por promedio simple de lado pierde su exactitud asint6tica y
diverge con el aumento de refinamiento. Este mismo fen6meno ha side notado en algunas maHas por
Babuska y Rodriguez [9] para un estimador basado en proyecci6n de tensiones desarroJladp por .
Zienkiewicz y Zhu (10). Puede notarse, sin embargo, que no hay gran diferencia en la malla fimil en
comparaci6n con la obtenida usando el estimador por recuperaci6n superconvergente.
Por otro lade, el estimador por flujo promedio de lado predice una mejor distribuci6n de los errores
locales 10 cual resulta en una reducci6n del numero de elementos necesarios para aJcanzar la precision
deseada. Esto se debe, fundamentalmente, ala consideracion de las tensiones extemas en el estimador.

Se ha presentado un estimador de error para tr""()S basado en el promedio de los flujos de lado.
Este estimador no requiere ningun tratamiento especial enros casos de discontinuidad de propiedades
entre elementos y ademas permite incorporar de manera simple las tensiones impuestas en el
contorno. Como surge de la comparacion con otros estimadores, la consideracion de estas tensiones
extemas parece ser un factor indispensable para obtener un estimador robusto y de precision.
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