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RESUMEN

Se estudia Ia toma de nutrientes por raices de cultives mediante un modelo de
frontera mévil. Se obtienen soluciones mediante la aplicacién del método del
balance integral. También se encuentra una solucion mediante el método de
inmovilizacién de dominio y la subsecuente aplicacién del método de diferencias
finitas en sus versiones explicita up wind e implicito full. Ambas soluciones se
implementan en algoritmos Fortran los cuales se aplican al cilculo de toma de K,
Mg y P por raices de plantines de pino. Se comparan los resultados obtenidos por
ambos métodos con resultades experimentales asi como con predicciones de otros
modelos basados en dominios fijos.

ABSTRACT

The nutrient uptake by roots of crops through a moving boundary model is studied.
Solutions through the integral balance method are obtained. Also, a solution through the
fromt-fixing method and the application of finite difference method in his versions
explicit up wind and full implicit is obtained. Both solutions are implemented in Fortran
algorithms which are applied for to compute the K, Mg and P uptake by seedlings pine.
The results of both calculus are compared with experimental results as with predictions
of other models based in fixed domains

INTRODUCCION

La toma de nutrientes ha sido evaluada a través de modelos de difusion y de flujo masal los cuales se
basan en aproximaciones numéricas en dominios fijos de ecuaciones diferenciales de transporte en suclo
acopladas con cinéticas de absorcion por raices [1,2). Estos modelos estiman la concentracion de
nutriente en la interfase raiz-suelo y la toma de nutriente resultante. Otros modelos suponen la superficie
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de la raiz comportandose como un sumidero, por consiguiente la toma de nutriente se determina por la
taga de nutriente suplida en la superficie de la raiz por flujo masal y difusion. En estos modelos, el
radio del volumen de suelo cilindrico finito asignado a cada raiz disminuye cuando la densidad de raices
se incrementa [3]. En otros modelos, se usaron soluciones analiticas [4] para calcular el volumen de
suelo asignado a cada raiz y Ja concentracion en la superficie de la raiz incluyendo una zona de
deplexion que aumenta con el tiempo salvo que sea alcanzado el limite de no-transferencia [5].
Recientemente, s¢ han formulado modelos de frontera libre para crecimiento de raices [6,7,8], esto es,
modelos analiticos a través de los cudles es posible medir la concentracion de nutriente en la interfase
raiz-suelo y estimar cualitativamente la ley de crecimiento de la raiz (una funcién del tiempo, a priori,
desconocida). Este hecho permite postular un nuevo modelo de toma de nutriente debido al transporte y
absorcion de iones desde un punto de vista mas dindmico Este modelo difiere de los previos, en que el
ritmo de crecimiento de la raiz, ahora s¢ introduce como una funcién conocida del tiempo, lo mismo que
en ¢l modelo de Barber-Cushman. Asi, el objetivo de este trabajo es evaluar un modelo de frontera movil
para la toma de nutriente, ¢l cual tiene en cuenta la competencia creciente de las raices. S¢ considera un
modelo unidimensional, esto es, una sola raiz cilindrica en un suelo donde se supone que las condiciones
de humedad, luz y temperatura estan controladas (como en una cimara de siembra). Con estas hipétesis,
se propone el siguiente modelo de toma de nutriente a través de un modelo de frontera mévil a una fase
(¢l suelo) en coordenadas cilindricas {9,10]:

Z
DaarZC+D(l+eo)%%%=%, s, <r<R(f), 0<i<T (1-a)
C(r,0) = (), s, <r<R, (1-b)
—Dbgr—C(R(t),t) +v,CR(1),1)=0, 0<t<T (1)

k, [C(so,t)—C,,]
1+ ka [C(sc,t)—C“] ’

L
R(t)=R°\/iz_t—)’ 0<t<T (1-e)

donde r es la distancia radial desde ¢l eje de la raiz [m]; t es el tiempo [s]; T es ¢l tiempo méaximo para el
cual existe solucién [s]; C, es la concentracién umbral fmol m }; v, es la velocidad efectiva del flujo
solucién sobre la raiz [m s™]; bes el poder buffer; D es el cocficiente de difusion efectivo [m’ s™]; k, (=
Ju/ Ku) es el poder de absorcion de nutriente [m s™}; J,, es el influjo maximo [mol m” s']; Kmes la
concentracion a la cual el influjo es J./2 [mol m?}; R(®) ¢ la semidistancia entre ejes de raices [m]: ¢
es el perfil de concentraciones inicial en [s,, Ro} [mol m ], R, es la semidistancia inicial entre ejes de
raices [m}; s, es el radio inicial de la raiz [m}; I(t) longitud de raiz al tiempo t {m]; I es la longitud
inicial de la raiz [m]. €, =vs, /Db [parametro adimensional]. La ecuacion (1-a) es la ecuacion de
transporte de iones en suelo y la condicion (1-b) corresponde al perfil de concentraciones iniciales. La
condicion (1-c) representa flujo nulo sobre R(t). La condicion (1-d) representa el balance de masa sobre
la raiz y la condicion (1-¢) representa la frontera mévil R(t) en funcion de la longitud de raiz instantanea
1(t), 1a cual es conocida a priori. El modelo se resuelve aplicando el método del balance integral [8,11])
con lo cual la ecuacién diferencial (1-a) se integra en la variable r sobre €l dominio (s,R(t)). Usando
una metodologia andloga a aquelia usada en procesos de cambio de fase, sc propone la siguiente
expresion para C(r, t):

Db g;C(so,t) +v C(s,,t) = 0<t<T (1-d)



Dzioba Marfa A., Reginato Juan C., Tarzia Domingo A. 595

et =pm| 1+ 1-—_| @
(r,t) cp(r)l: +ﬁ(t)(l R(t))}
con.

H=Cpe ™™, m=me=e ©)

o

donde Cy es la concentracion inicial de i6n en solucién suclo en r = R, [mol m™]. La expresion (2) para
la concentracion verifica la condicion inicial (1-b) tomando B(0)=0 y la condicién de contorno (1-c).
Después de manipulaciones algebraicas elementales y teniendo en cuenta ¢l caso particular de un
crecimiento longitudinal de raiz lineal, dado por I(t)= 1_+ kt, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

para p(t)"™:

dB(t) _ F(R(,H() B(0)=0
i ER@W)
. @

1, +kt

0

R(H)=R,

donde las funciones reales F,y F, estan dadas en [12].

El sistema [4] se resuelve mediante el método de Runge-Kutta para ecuaciones diferenciales ordinarias,
el cual fue implementado en un programa FORTRAN. La toma total de nutriente se puede obtener a
partir de la siguiente formula, la cual puede ser considerada como una version modificada de la formula

de Cushman [1,13].
U=2ms, r 1,(t)dt+2ms, :r[ r 5, (t)dt]i(t)dt
=0

=0 t=t

kn [C(So,t) - C‘l ]
klC60-C. ©)

Jm=
1

donde J.(t) es el influjo, i(t) es el ritmo de crecimiento longitudinal y U es calculada desde t=0at=
[

El método de inmovilizacion de dominio y diferencias finitas

Otro método para obtener la solucién del modelo matematico (1) es el de la inmovilizacion del dominio y
Ia subsiguiente aplicacion de diferencias finitas en su version explicita. Para inmovilizar el dominio
[so,R(t)] llevandolo al intervalo {0,1] se realiza la siguiente transformacion:

” r—§,
Y RO)-s,
Wy, t)=C(r,t)

obteniéndose para el problema (1) 1a ecuacion y las condiciones siguientes:
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DE,6 | D(+5,)+5, ROy +{RO -, [ ROy’
[RO-s.] [RO-s,] y+5,[RO-8,]

Y =W, 0<y<], 0<t<T (6-a)

¥1.0)=¢(IR, -5,]+5,),  0<y<l (6-b)

P @ aHevLY=0, 0<t<T 6

[R(t)—so] ¥ o ] ( )
Db _ K [POH-¥,]

————[R(t)_SO]‘I’Y(O,t)+v‘,‘l’(0,t)———————-—————]+ K [PO,D- m’ 0<t<T (6-d)

R@®=R, | 6-¢)

TN 4kt (6

donde ¥, =C, y I.{(t) representa la derivada de R respecto de t.

La ecuacion y condiciones (6) resultantes se aproximan por diferencias finitas [15], hacia adelante en el
tiempo, centradas en el espacio para la derivada segunda y hacia adelante y atrds, para la derivada
primera. Para ello se propone:

__D __A®
A= Rw-s, > MO R,

D, +s, Ri(t)y + R, () Ru(t)y’

B0 = = R Gy 5., (0

donde D, =D(1+¢,),R,(t) =R(t)-s, . Se considera una malla uniforme en el espacio y en el tiempo del
dominio rectangular [0,1] x [0t ], donde t < T, con pasos Ay en el espacio y con paso At en el
tiempo respectivamente. Sc nota con:

y;=jdy, j=0,..M con MAy=1
t"=nAt, n=0,.,N con NAt=t(,,
W(y;,t") ="F]: valor de ¥ en el punto y; al tiempo t"

donde los puntos (y,,t*) son los nodos del dominio discretizado. Aplicando diferencias finitas explicitas
se obtiene una ecuacitn en diferencias y de ésta las correspondientes formulas iterativas para los puntos
interiores del dominio. Cuando B} <0 (B}: valor de B(y,t) en el nodo (j,n)) la primera derivada se
aproxima con diferencias hacia atras y la ecuacion (6-a) resulta:

. &

%”z[q‘%—wg;ﬂ]‘?;‘{é\ 2l g, (-a)
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2
At S——“A—yu—— vn
2A] -BjAy

donde A}=Ay(t").

Cuando B} >0 la derivada primera se aproxima con diferencias hacia adelante y por ello de la ecuacion
(6-a) resulta:

A A o A n A ..
\I;M :[_B;A_y~ EH]LP; +[Al E]‘I’J; +[A1 §+Bj‘&:l‘l‘)‘,, (7-a-ii)
2
A<D
2AT +B'Ay

El perfil de concentracion inicial dado por la condicion (6-b) se transforma en:
F(y;. 00 = oy;IR, ~s,1+5.), V] (7-b)

Los valores B} para los distintos nutrientes considerados pueden ser positivos y/o negativos segin sea
¢l punto y el tiempo considerados. Por ello, en cada caso se aplica una u otra formula iterativa.

La condicion en el borde y = 1 se aproxima con diferencias hacia atras y por lo tanto la condicion (2-c)
resulta:

Db¥(1-Ay,t")

Y(,t") =
@9 Db-v Ay R,(t")

(7-0)
Db

Ay < oo ———
YSV.R, s,

a los efectos de garantizar ‘¥(1,t") >0, para todo n.

La condicién en el borde y = 0 se aproxima con diferencias hacia delante de la cual resulta una ccuacion
de segundo grado en ¥(0,1"). Se comprucba que el discriminante y el término independiente son
positivos v que el coeficiente del término de mayor grado ¢s negativo; por lo tanto, el producto de las
dos raices es negativo, y en consecuencia las raices tienen distinto signo. Debido a que se trabaja con
concentraciones, se toma la tinica raiz que resulta positiva. De la condicion (6-d) resulta:

a(t")P7(0,t") + B(A"YF (0, ")+ y(t*) = 0 (7-d)
donde los coeficientes o, B y y estan dados por:

a(t")=v, ~é£t~—)—ti<(), Vn
Ay

A(tb
Ay

A(t)b
Ay

Bt =

W(Ay,t"){vo— )(Km-wu)-xm
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A" )b

10)=(K, ‘l’) Py, Y,

La tinica raiz positiva de la ecuacion (7-d) viene dada por la expresion siguiente:

B+yB +4y(-a)]

W(0,t") = 2%

Ia cual resulta positiva cualquiera sea el valor de B.

Por ultimo, la ecuacion de la frontera movil (6-€) discretizada resulta:

R(t") =R, ’ lkt“’ Vn. (7€)

Fl problema (6) también es resuelto por ¢l método de diferencias finita en su version mplicita full. Asi
la ecuacién y condiciones (6) resultantes se aproximan por diferencias finitas hacia atras en el tiempo,
centradas en el espacio para la derivada segunda y hacia adelante y atras segiin el signo de B(y,t) para
la derivada primera, resuitando las siguientes ecuaciones para los nodos interiores:

B;H,At mndt}lp,{lﬂAl BMA‘}W{A, i paraBl<0  (3-a)

W= AN — A’;]W +{1+ +1§’+‘ “] {A,‘”‘ Ay]w;‘ para B} >0 (8-b)

y las ecuaciones de contorno ahora resultan:

£
1!

ll

Db

—_— e W(1- Ay, ™) =0 = 8
Db v_Ay K () 1-Ay,t™") enelbordey =1 (8-c)

‘{’(l, tnlrl ) -

K, [wO,e)-¥, ]

y ¥

PO,M) 4 (L) = enel borde y =0 8-d)

]
w1
A"™'b

Las ecuaciones del problcrria (8) constituyen un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz de
cocficientes resulta ser una matriz tridiagonal.

Las ecuaciones en diferencias para los problemas (7) y (8) son resueltas mediante sendos algoritmos en
lenguaje FORTRAN [17].

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En la Tabla 1 se comparan las predicciones de toma de nutriente obtenidas para toma de nutrientes
como K, Py Mg por plantines de pino™® obtenidas por el modelo de Barber-Cushman asi como por el
modelo de frontera mdvil en sus dos soluciones numéricas: el balance integral y el método de diferencias
finitas en su versién explicita. El método de diferencias finitas en su version implicita full se encuentra
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en la ctapa de depuracion del algoritmo Fortran y presumimos que los resultados a obtener por este
método mejoren los obtenidos hasta ahora por la version explicita debido a la estabilidad v a su
independencia del paso de tiempo.

TABLA 1. Comparacion de predicciones del modelo de frontera mévil respecto al

modelo de Barber-Cushman
Toma predicha (mmol/maceta)
Ion Toma Modelo de Modelo Frontera Modelo Frontera
Medida Barber-Cushman Movil Movil
(mmol/ (Balance Integral) (Inm..Dom./
maceta) Dif. Finitas Expl.)
Error Error Error
Mg 1.617 0.625 613 0.680 57.1 0.181 88.9
K 6.663 6.285 5.6 6.653 0.15 7.372 10.6
P 1.332 1.185 11 1.302 225 1.371 29

Los resultados muestran que el método del balance integral produce mejores resultados para Ky P que
el modelo de Barber-Cushman aunque para Mg ambos modelos producen una pobre prediccion debido
probablemente al uso de altos valores para J,, obtenidos mediante determinaciones experimentales del
mismo en soluciones nutritivas y no en suelo'®: El método de diferencias finitas produce resultados
similares al método de balance integral para K y P. Los resultados mostrados en la Tabla 1 pueden

apreciarse en la Figura 1.
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Figura 1. Grafico comparativos de tomas de nutriente observada y predicha por los
modelos de Barber-Cushman, de frontera movil con balance integral y frontera moévil

con diferencias finitas
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