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Se estudia la toma de Dutrientes por rakes de cultivos mediante un modelo de
frontera m6viL Se obtienen soluciones mediante la aplicaci6D del metodo del
balance integral. Tambien se encuentra una soluci6n mediante el metodo de
inmovilizaci6n de dominio y la subsecuente aplicaci6n del metodo de diferencias
finitas en sus versiones explicita up wind e implicito run. Ambas soluciones se
implementan en algoritmos Fortran los cusles se aplican aI c81culode toma de K,
Mg y P por ruces de plantines de pino. Se comparan los resultados obtenidos por
ambos metodos con resultados experimentales asf como con predicciones de otros
modelos basados en dominios fijos.

The nutrient uptake by roots of crops through a moving boundary model is studied.
Solutions through the integral balance method are obtained. Also, a solution through the
front-fixing method and the application of finite difference method in his versions
explicit up wind and full implicit is obtained. Both solutions are implemented in Fortran
algorithms which are applied for to compute the K, Mg and P uptake by seedlings pine.
The results of both calculus are compared with ex:perimental results as with predictions
of other models based in fixed domains

La toma de nutrientes Ita sido evaluada a traves de modelos de difusi6n y de flujo masal 105 cuMes se
basan en aproximaciones num6ricas en dominios fijos de ecuaciones diferenciales de transporte en suclo
aeopladas con cineticas de absorci6n por raices [1,2]. Estos modelos estiman la coneentraci6n de
nutriente en la interfuse raiz-suelo y la toma de nutriente resultante. Otros modelos suponen la superficie
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de 1a raiz comportimdose como un sumidero, por consiguiente 1a toma de nutriente se detennma pot la
tasa de nutriente lluplida en 1Alluperficie de 1Araiz par flujo masal y difusioo. En estos modelOll, el
radio del volumen de suelo cilindrico finito asignado a cada raiz disminuye cuando la densidad de raices
se incrementa [3]. En otros modelos, se usaron soluciones anaIiticas [4] para calcular el volumen de
suel0 asignado a cada raiz y la conceolIaci6n en la superficie de la raiz incluyendo una zona de
deplexi6n que aumenta con eI tiempo salvo que sea alcanzado el limite de no-transferencia [5].
Recientemente, se ban formulado modelos de frontera hbn: para crecimiento de raices [6,7,8], esto es,
modelos anaIiticos a traves de lOllcuaIes es posible medir la concentraciOn de nutriente en la interfase
raiz-suelo y estimar cualitativamente la ley de crecimiento de la raiz (una funcion del tiempo, a priori,
desconocida). Este hecho permite postular un nuevo modelo de toma de nutriente debido al transporte y
absorci6n de iones desde un punta de vista mas dinamico Este modelo difiere de lOllprevios, en que el
ritmo de crecimiento de la raiz, ahora se introduce como una funci6n conocida del tiempo, 10mismo que
en el modelo de Barber-Cushman. Asi, el objetivo de este ~ es evaluar un modelo de frontera movil
para la toma de nutriente, el cual tiene en cuenta la competencia creciente de \as raices. Se considera un
model0 unidimensional, esto es, una sola raiz cillndrica en un suelo donde se supone que \as condiciones
de humedad, luz y temperatura est8n controladas (como en una camara de siembra). Con estas hip6tesis,
se propone el siguiente model0 de toma de nutriente a traves de un modelo de frontera m6vil a una fase
(el suelo) en coordenadas cilindricas [9,10]:

;ic 1Be Be
0-+0(1+& )--=- s. <r<R(t), O<t<T

ar2 • rar i3t'

a
-Db OrC(R(t),t)+v.C(R(t),t) =0,

a k.[C(s.,t)-C.]
Ob-C(s.,t)+v.C(s.,t)= 1r[C( -c ]'ar 1+ ••• s.,t) •

Jm

R(t)=R [C·Vl(t)'

donde res la distancia radial desde el eje de la raiz [m]; t es el ti~ [s]; T es el tiempo maximo para el
cuaI existe solucion [s]; c.. es la concentraei6n umbral [mol m ]; v. es la velocidad efectiva del tlujo
soluci6n sobn: la raiz [m sol]; b es el poder buffer; 0 es el coeficiente de difusi6n efectivo [m2 sol]; k. (=
Jm / K",) es el poder de absorciOn de nutriente [m solJ; Jm es el intlujo maximo [mol m02 sol]; Km es la
concentraciOn a la cual el intlujo es J,J2 [mol m01; R(t) ~ la semidistancia entre ejes de raices [m]: q>
es el perfil de concentraeiones ioicial en [So,RoJ [mol m ]; Ro es la semidistancia ioicial entre ejes de
raices [m]; So es el radio ioicial de la raiz [m}; I(t) longitud de raiz al tiempo t [m}; 10 es la longitud
ioicial de la raiz [m]. &. =-v.s.JDb [par{m1etro adimensional}. La ecuacion (I-a) es la ecuaci6n de
transporte de iones en suelo y la condicioo (I-b) corresponde al perfil de coooentraciones iniciales. La
condiciOn (l-c) representa tlujo nulo sobn: R(t). La coodici6n (l-d) representa el balance de masa sobre
la raiz y la condicion (1-e) representa la frontera m6vil R(t) en funci6n de la 10ngitud de raiz instantanea
l(t), la cual es conocida a priori. El modelo se resuelve aplicando el metod<>del balance integral [8,11]
con 10 cualla ecuaciOn diferencial (I-a) se integra en la variable r sobn: el cbnioio (So,R(t». Usando
una metodologia anaIoga a aquella usada en procesos de cambio de fase, se propene la siguiente
expresiOn para C(r, t):



donde CR es Ia concentracion inicial de iOn en solucion suelo en r = Ro [mol mJI. La expresion (2) para
la concentracion verifica la condiciOn inicial (I-b) tomando (3(0)=0 y la condicion de contomo (l-e).
Despues de manipuIaciones algebraicas elementales y teniendo en cuenta el caso particular de un
crecimiento longitudinal de raiz lineal, dado por I(t)= 1

0
+ kt, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

para l3(ti12
):
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EI sistema [4] se resuclve mediante- el metodo de Runge-Kutta para ecuaciones diferenciales ordinarias,
el cual fue implementado en un programa FORTRAN. La toma total de nutriente se puede obtener a
partir de la siguiente formula. Ia cual puede ser considerada como una version modificada de la formula
de Cushman [1,13].

donde Je(t) es el influjo, let) es cl ritmo de crecimiento longitudinal y U es calculada desde t = 0 at =
!:max.

Otro metodo para obtener Ia solucion del modelo mateImitico (I) es el de la inmovilizaeion del dominio y
la subsiguiente aplicaciOn de diferencias finitas en su version explicita. Para inmovilizar el dominio
[so,R(t)] llevandolo al intervalo [0,1] se realiza la siguiente transformaciOn:

1
r-sy= __ O_, t=t

R(t)-so
'¥(y,t)= C(r,t)
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La ecuaci6n Y condiciones (6) resultantes se aproximan par diferencias finitas [15], haeia adelante en el
tiempo, centradas en el espacio para la derivada segunda Y hacia adelante Y atnis, para la derivada
primera. Para ello se propone:

A(t)=_D_ ,A,(t)= A(t)
R(t)-s. R(t)-s.

dondeD, =D(I+&.),R,(t) =R(t)-s •. Se cansidera una malIa unifonne en el espacio y en el tiempo del

dominio rectangu1aJ: [0,1] x [O,tmax], donde tmax< T, con pasos !l.y en el espacio y con paso ~t en el

tiempo respectivamente. Sc nota con:

!Yj= j~y, j = O, ,M con M!l.y = 1

tn =n&, n=O, ,N con N~t=tmax

'P(Yj, tn) = 'Pj: valor de 'II en el punto Yj at tiempo tn

donde los pwrtos (Yj't") son 108 nodos del dominio discretizado. Aplicando diferencias tinitas explicitas

se obtiene una ecuaci6n en diferencias Y de Csta las correspondientes fOrmulas iterativas para 108 puntos
interiores del dominio. Cuando Bj <0 (Bi: valor de B(y,t) en el DOdo (j,n» la primera derivada se

aproxirna con diferencias bacia atnis Yla ecuaci6n (6-a) resulta:
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Cuando B; > 0 la derivada primera se aproxima con diferencias bacia adelante y por ello de la ecuaci6n

(6-a) resulta:

11. 2
I1.t $ Y \in

2A~ +B;l1.y

Los valores B; para los distintos nutrientes considerados pueden ser positivos y/o negativos seglin sea

el punto y el tiempo considerados. Por ello, en cada caso se aplica una u otra f6rmula iterativa.

La condici6n en el borde y = 1 se aproxima con diferencias bacia ams y por 10 tanto la condici6n (2-e)
resulta:

La condici6n en el borde y = 0 se aproxima con diferencias bacia delante de la cual resulta una ccuaci6n
de segundo grado en '1'(0,tn

). Se comprueba que el discriminante y el termino independiente son
positivos y que el coeficiente del termino de mayor grado es negativo; por 10 tanto, el producto de las
dos raices es ncgativo, y en consecuencia las raices tienen distitrto signo. Debido a que se trabaja con
concentraciones, se toma la Unica raiz que resulta positiva. De la condici6n (6-d) resulta:

A(tO)b
a.(tO) = V ---<0 \in

o l1.y ,



"1'(0 to) = [p+~r: +4y(-a)]
, 2(-a)

EI problema (6) tambien es resuelto por el metodo de diferencias finita en su versiOn irnpHcita full. Asi
la ecuaci6n y condiciones (6) resultantes se aproximan por diferencias finitas bacia atras en el tiempo,
centradas en el espacio para la derivada segunda y bacia ade1aDte y atras segUn el signa de B(y,t) para
la derivada primera, resultando las siguientes ecuaciones para los nodos interiores:

1 k ['¥(o,n-'¥ ]
'P(O,tO+1)+ 'P(l,tO+1)= • U en el borde y = 0 (8-<1)

[_VaP-I --l] v _ AO+lb] [1 k. ['P(O,1") - 'PuJ]
Afi+1b a !i.y + J•.

Las ecuaciones del problema (8) constituyen un sistema de ecuaciones lineales cuya matriz de
coeficientes resulta ser una matriz tridiagonal.

Las ecuaciones en diferencias para los problemas (7) y (8) son resueltas mediante sendos algoritmos en
lenguaje FORTRAN [17].

En la Tabla 1 se comparan las predicciones de toma de nutriente obtenidas para toma de nutrientes
como K, P y Mg por plantines de pinO(14)obtenidas por el modelo de Barber-Cushman asi como por el
modelo de frontera m6vil en sus dos soluciones nUIll6ricas: el balance integral y el metod<>de diferencias
finitas en su versiOn explicita. EI metodo de diferencias finitas en su versiOn irnplicita full se encuentra



en la etapa de depuraci6n del algoritmo Fortran y presumimos que los resultados a obtener por este
metodo mejoren los obtenidos basta ahora por la versi6n explicita debido a la estabilidad y a su
independencia del paso de tiempo.

TABLA 1. Comparaci6n de predicciones del modelo de frontera m6vil respecto al
modelo de Barber-Cushman

Toma
Medida
(mmoV
maceta)

Modelo de
Barber-Cushman

Modelo Frontera
MOviI

(Balance Integral)

1.617
6.663
1.332

Error
0.625 61.3
6.285 5.6
1.185 11

Error
0.680 57.1
6.653 0.15
1.302 2.25

Modelo Frontera
M6vil

(Inm ..Dom./
Dif. Finitas Expl.)

Error
88.9
10.6
2.9

0.181
7.372
1.371

Los resultados muestran que el metodo del balance integral produce mejores resultados para K y P que
el modelo de Barber-Cusbman aunque para Mg ambos modelos produCCll una pobre predicci6n debido
probablemente al uso de altos valores para Jm obtenidos mediante determinaciones experimentales del
mismo en soluciones nutritivas y no en suelo16; EI metodo de diferencias finitas produce resultados
similares al metodo de balance integral para K y P. Los resultados mostrados en la Tabla 1 pueden
apreciarse en la Figura 1.
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Figura 1. Grafico comparativos de tomas de nutriente observada y predicha por 10s
modelos de Barber-Cushman, de frontera m6vil con balance integral y frontera movil

con diferencias finitas
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