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En este articulo se presenta una teoria din8mica general para vigas anis6tropas de
paredes del~ que considera el efecto de flexibilidad par corte en forma completa,
y uniftcado para difeI'eQtes tipos de secciones abiertaso ..cerradas. EI modelopennite
el tratamiento de diferentes problemas de estAtica, din8mica de vibraciones libres,
forzadas y con estados arbitrarios de tensiones iniciales, asf como tambien el analisis
de problemas de inestabilidad. Se desarrolla un elemento finito consistente con la
teona y con el cual se efectilan anliIisis parametricos tendientes a dilucidar las
diferentes facetas del comportamiento del miembro estructural, en 10 referente al
acoplamiento por corte y aJ acoplamiento inducido por el material, a su vez se
contrasta el modele con algunos resultados experimentales

The aim of this paper is to present a general dynamic theory of anisotropic thin. walled
beams, where the effect of shear flexibility in its whole form is .¢Onsidered. The theory
is also developed to be used for open and closed sections in a unified fashion. The_
model allows to analize many kind of problems such as $!tics, free and. forced
vibrations, vibrations with an arbitrary state of initial stRl(>s.!Wdinstability. A fmite
element solution is developed in order to accomplish the. ~ parametrical analysis,
showing in this way the behavior of the shear flexibility~l the structural member, as
well as the induced material coupling. Also it is provided a set of comparisons with
experimental results.

Diferentes tipos de estructuras esbeltas construidas con materiales compuestos refurzados porfibras
se utilizan con mayor frecueDCia en diferentes areas de ingenieria, espeeiaJmente en !as iageniarias
aerospacial, meeanica y civil, debido a que exhiben excelentes propiedades de resistenciafrente asu
bajo peso, aJta resistencia a la corrosion y baja expansion t6rmica en~,()tras [1]. Entre los difereotes
modelos estructurales, las teorias de vigas de paredes delgadas se presentan.comoUJla;~ati;va
atractiva de analisis, pues permiten modelar muchos de \os efectos no QOJlven~ionales presentes en la
mecanica de los materiales compuestos bajo la forma de un sistema de ecuaciones diferenciales
relativamente sencillo. Asi pues, diferentes modelos han sido presentados durante Ia pasada decada
para analizar varios problemas de mec8nica de vigas construidas con materialesortOtroposy
anis6tropos. Entre ellas se pueden citar los desarrollados por Song y Librescu [2], Kim y White [3] y
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Smith y Chopra [4] para analizar principalmente problemas de vibraciones libres y de estatica. En [2]
y [3] se incluyen efectos de flexibilidad por corte en el espesor y alabeo secundario. Estos modelos
contemplan solamente la flexibilidad por corte asociada a la flexi6n. Sin embargo como se ha
mostrado en [5] para vigas is6tropas, la flexibilidad por corte debida al alabeo torsional no uniforme
manifiesta una importancia sustancial en la determinaci6n de frecuencias naturales, raWn por la cual
se debe tener en cuenta este efecto ademas de los restantes.
De acuerdo al conocimiento de los autores, el trabajo de Wu y Sun [6] es uno de los primeros que
considera en forma completa la flexibilidad por corte, sin embargo no contempla el acoplamiento que
se produce entre los esfuerzos de corte y el momento flexo-torsional el cual fue incorporado en
art!culos previos de los autores [7] para problemas de diDllmica, especificamente de vibraciones Iibres
y forzadas. As! mismo no hay investigaciones que contemplen el conjunto de los efectos de corte en
problemas de inestabiJidad 0 de vibraciones con estados arbitrarios de tensiones iniciales.

En la Figura Ia se describe el elemento estructural con el sistema de referencia dextr6giro en tanto
que en la Figura lb se describe una secci6n generica con el sistema de referencia principal {C:x,y,z}
ubicado en el centro ide geomfuico de la secci6n y el sistema de referencia secundario {O:x,s,n}
solidario a la linea media de la pared de la secci6n.

00 ~
Figura I. Descripci6n del modelo estructural y de sus sistemas de referenciacion

Para reproducir los movimientos y fen6menos representativos que se presentan en una viga con
secciones de paredes delgadas, construida con materiales anis6tropos se efectuan las siguientes
hip6tesis

H. I) La secci6n es indeformable en su plano.
H.2) La secci6n se considera compuesta por una sucesi6n de placas
H.3) Se contempla la existencia de un estado arbitrario de tensiones iniciales normales: 0/
HA) La funci6n de alabeo consta de dos componentes de alabeo: primario y secundario.
H.5) Se desprecia el aporte energetico de momentos en el plano medio de la pared.
H.6) Las componentes del tensor de deformaciones: [;.u' rX.f' rxn son las mas representativas,

H.7) Se consideran solamente las siguientes componentes del tensor de tensiones O'.u' 0' xs' 0' xn

H.9) Se supone que la densidad pes la misma para todas las laminas de la secci6n.



u; (x,y,z,t) = uxc(x,t) -B.(x,t) y(s) - By(x,t) z(s) -B. (x,t) m(s,n)

u~ (x,y,z,t) = uyc(x,t) -t/J.(x,t) z(s)

u; (x,y,z, t) = U:c (x,t) + t/J.(x,t) yes)

N6tese que en (I), uxc(x,t) es el desplazamiento axial, B.(x,t) y By(x,t)son las rotaciones

flexionales, uyc(x,t) y uzc(x,t) son los desplazamientos transversales dela secci6n, t/J:Ax,t) es la

rotaci6n torsional y B.(x,t) es la variable de alabeo. La funci6n de alabeo aJ(s,n) esta nonnalizada
respecto del centro de referencia C y viene dada por la expresion (2):

w(y,z) = m(s,n) = j!.r(S)-yr}:u + nl(s) - DNC

DNC = {~!.(r(S)-yr}k ]as}j{ftb)
dY dZ

r(s)=-Z(s)~+Y(s) tb

dY dZ
/(s)=Y(s)-+ Z(s)-tb . tb

En (2) el primer tennino corresponde al alabeo principal 0 primario, el segundo tennino al alabeo
secundario y el tercer tennino es la constante de nonnalizaci6n de la funci6n de alabeo al centro de
referencia. Ademas VI representa la distribuci6n de tension de corte membranal [9], y {Y(s), Z(s)} son
las coordenadas de la linea media de la pared de la secci6n, las cuales se relacionan con las
coordenadas (y(s),z(s)} de un punto cualquiera de la secci6n

yes) = Yes) - n dZ
ds
dY

z(s) = Z(s) + n-
tb

Se debe tener presente que (2) es general y aplicable tanto a vigas con secciones abiertas como
cerradas, sin embargo en el caso de secciones abiertas VI= 0 [9] Ylas integrales de (3) no se ejecutan
sobre un circuito cerrado sino a 10 largo del perfmetro de la secci6n.

Defonnaciones
Aplicando (I) sobre las definiciones convencionales del tensor de defonnaciones lineales [10] se tiene

La defonnaci6n axial de segundo orden viene dada por

71xx = ~Uu:c -B; y-B; z -B; mY + (u;., - zt/J;Y + (u:c+ yt/J;Y ] (7)

en (7) el tennino con subrayado doble puede despreciarse frente a la magnitud de los otros dos
tenninos.



Relaciones Constitutivas
Las relaciones constitutivas basicas, atendiendo alas hip6tesis H.5)y H.6) se pueden escribir el~
tenninos de resultantes de tensiOn en el espesor Nxx, Nxs, NXN• MxxY Mxs como:

Nxx All A/6 0 Bll B/6 8xro
Nxs AJ6 A66 0 B/6 B66 rxso
NXN 0 0 Ajj 0 0 r xnO (8)

Mxx BlJ B/6 0 DlJ D16 Cssp
Mxs B/6 B66 0 D/6 D66 r xsp

siendo Euo. Yxs/hYxnOcomponentes de deformacion membranales de (5) en tanto que Cxxp, Yxspson las
componentes de deformacion transversales a! espesor en (5). Para obtener los coeficientes Aij. Bij Y Dij
en (8) se ha supuesto que Nss = Mss = O. de tal forma que se determinan E,,,, C;,,,, linnen terminos de Iixs/h
YxsIJ,YxnOcontemplando asi los tridimensionales que se generan por los acoplamientos del materia!.
Ahora bien, se defmen las siguientes resultantes de tension en el area seg(m (9), de manera que
representan: el Esjuerzo Normal (0.,), los Momentos Fleetores (M y My), el Bimomento (B), el
Momento Torsor de Saint Venant (Tsv), el Momento Flexotorsor (T w), el Momento Torsor Total (Mx),

y los Esjuerzos de Corte (Qy y Qx).

Qx= IN;ath, Qy= I(Nxs~-Nxn~}is, Qz= I(Nxs~+NXlI~}is,

Tw = I (N xs ~~+ N xn1(s)}is, Tsv = I(N xs'l/ - 2M xs)th, M x = Tw + Tsv (9)

My = I (N;aZ+ M;a ~)is,Mz = I(NxrY-M;a~)is,B= I(Nxxwp + Ms)(s)}is

De tal forma que las relaciones constitutivas pueden quedar representadas de la siguiente forma

{N} = [AHA} = QA(O)J+ lA(J) J+ lA(2) D{A}

{N}= ¥Jx,My,Mz,B,Qy,Qz,Tw,Tsv Y
{A} = kc,-8>-o;,-O~,u~c -Oz,u'.c-Oy'rP;-Ox'rP;}
[A (0) l~ [AfJkh l= I Akhg?)g;a) ds+ I Aj5 g,(b) gy) th

[A(l) l~ [AfJkh l= JBkh(gfO)gY) + gf")g;O»)th

[A (2) ] ~ [Af)klJ ]= I Dkhg,(C)g;C) ds

-(0) _ {I Z Y dY dZ }g - , , 'W/"-;j;'-;j;,r-'l/,'I/

-(b) _ { dZ dY 1 }g - 0,0,0,0,-,--,- (s),O
ds ds

-(c) _ {o dY _ dZ l( ) 0 0 1-2}g - 'th' ds' s"" .



Para obtener las ecuaciones de movimiento del modelo se recurre a la forma simplificada y linealizada
del principio de trabajos virtuales como se muestra en el siguiente expresi6n:

Asi pues reemplazando (I), (6), (7), teniendo en cuenta (8), (9) Y (10) se obtienen los siguientes
terminos (13):

I (T ijOEijdV = I (Qx&.l~ - M yoO~ - M zoo; - BOO~+Tsv0¢J~}it +

+ I[QyO(U;" -o.J+QzO(U~o -Oy)+Two(¢J~ -O~)}tt

,[T;&.l;LdA = Qx&.lxc+ QyOuyc + QzOu.cl~ +

+MxOtPz -MIlOO. -MyOOy -BOOzl~

- IX;Ou;dV =- J[qzc5Uxc+qyOuyc +q.Ouzc +m;OtP.]tix-

- J[-mzOO. -myoOy -m •.•oO.]tk

IpiijLou{-dV = H Jfl(iiyc &.lye+ ii.c &.l.c+iizc&.lxc)+Jtoijz OtP.ltk +

+ ![Jf ByoBy +JiJ BzOOz+JfJ (ByoOz+ BzoOJ}tk (18)

+ J[J~ (ByOOx +Bxc5()J+J~(Bzc5()x +BxOO.)+J~ BxOOx]tk

Donde para (18) se han definido las siguientes integrales:

J: = I p g;(O)gt) dS, J:O = Ip[g~O)g~O)+ g~O)gjO)]dS (19)

que representan la inercia de traslaci6n axial y/o lateral (J ~ ), la inercia de rotaci6n torsional (J;),

las inercias rotatorias tlexionales (J ~ y J ~) y la inen:ia rotatoria por alabeo torsional (J ~)
respectivamente, mientras que el resto son inercias de acoplamiento. As! mismo en (17) se ha
recurrido a las definiciones de las resultantes de tensi6n iniciales cuyas expresiones se dan en (9). En
(15) Qx, Qy' Qz, M x' M z ,My y B representan los esfuenos incrementales en los extremos, 105

cuales respectivamente son: el esfuerzo axial, los dos esfuerzos de corte, el momento torsor total, los
dos momentos tlectores y el bimomento. Mientras que en (16) se ban introducido las siguientes
funciones de carga distribuidas en la longitud de la viga: carga axial qx(x,t), cargas flexionales en
las direcciones y y z, qy(x,t) Y qz(x,t), momenta torsor m;(x,t), momentos flectores en las

direcciones z e y mz(x,t) y my(x,t) y bimomento distribuido mt»(x,t). Se debe notar que las
expresiones (14), (15-16), (17) Y (18) corresponden a los trabajos virtuales debidos a esfuerzos
incrementales, fuerzas extemas, esfuerzos iniciales y fuerzas inerciales respectivamente.



Las ecuaeiones diferenciales de equilibrio y condiciones de borde se pueden obtener aplicando las
reglas convencionales del calculo de variaciones a la expresi6n (13).

Para resolver numericamente las ecuaeiones formuladas se ha utilizado el elemento previamente
desarrollado por los autores para el anatisis dinamico de vigas is6tropas [5] y ort6tropas [7-8]. Se trata
de un elemento de dos nodos con 7 grados de libertad en cada uno de ellos correspondiendo a los
desplazamientos generalizados: uxc,uyc,uzc,B"By,Bx,t/lx' Las funciones de interpolaci6n del

elemento vienen dadas por

~ b b ~ b ~2 b ~3 B b %Jb3 2 b ~ 3 b ~2uxc=ao+aJx uyc= 0+ JX+ 2X + 3X· z= J+--+ 2X+ 3X
2

~ x
x=-

Ie
12A~~

XI = A66 12
55 e

12A~~
X3 = A661}

77 e

Tal como fuera explicado en [5,7-8] por los autores, las funciones de interpolaci6n (20) producen un
elemento libre de bloqueo por corte. Ademas a partir de este elemento finito, se puede obtener un
elemento tipo Bauld y Tzeng (despreciando efectos de corte) si se toman valores muy grandes para
A~~,A: y A~ en la matriz de rigidez y se eliminan en la matriz de masa las inercias rotatorias

JfJ,JfJ,J~,Jfs,.T~ y J~ .

Estatica de Secciones Rectangulares.
Para analizar el modelo matematico y su soluci6n numenca se han seleccionado dos tipos de
configuraciones de laminaci6n: (a) Cross-ply y (b) De Rigidez Circunferencial Asimetrica (RCA) [4].
En las Figuras 2 a,b se pueden apreciar las configuraciones (a) y (b) respectivamente, indicando asi
mismo la orientaci6n de cada lamina respecto del eje principal de la viga.
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Figura 2. Secci6n rectangular analizada, discriminando los laminados de cada segmento.

La diferencia entre ambos esquemas de laminaci6n radica en que, (a) no genera acoplamientos de
ninguna especie, en cambio (b) produce un acoplamiento entre los esfuerzos de corte y el esfuerzo
normal, ademas de generar un acoplamiento entre los momentos flectores y el momenta torsor, 10 cual



provoca rotaeiones torsiona1es inducidas por cargas netamente flexiona1es. Ambas vigas que poseen
de longitud L = 0.762 ill, se hallan empotradas en WI extremo y se solicitan con una carga flexional de
4.45 N en el otro extremo. La viga de eonfiguraci6n (a) tiene la solieitaci6n adieional de un momenta
torsor de 0.113 N.m en e1extremo libre. Las dimensiones de la secci6n para 1a configuraei6n (a) son h
= 0.026 m y b = 0.0523 m, en tanto que para la configuraci6n (b) h = 0.0136 m y b = 0.0242 m.
Ambas poseen un espesor de pared de 0.000762 m. Las vigas son construidas con el material
compuesto AS4/350I-6 (Resina epoxy reforzada con fibras de carbono), euyas propiedades son Ell =
141.96 GPa, E22 = 9.79 GPa, Gu = 6.00 GPa, G]j = 4.83 GPa, VI] = 0.24 Y V]j= 0.5.
Asi pues en la Figura 3 se muestra las variaciones del angulo de flexi6n a 10 largo de la viga
construida con 1aminado Cross-ply. Asi mismo en la Figura 4 se muestra Ia variaci6n del angu10 del
angulo de torsi6n indueido por 1a earga flexional en la viga de Rigidez Circunjerencia/ Asimelrica. Se
puede apreciar que poseen una buena eoneordaneia con 108 resultados experimenta1es provistos en
[II], incluso mejor que otras solueiones [4].

!
O.(X)12 f

o.OOll

0.
00081

0.0006r

0.0004,

0.0002!
~/!

•

./

AI
/

1-----·-· - .--....-...-'._---.-
1 • ExperiIrento [11]
i Kirn-White[3]
I Srnith-Chopra[4}

L__ --=--~::.____ _.:=~~~.:=En_f~':__

..-.-.- X
0.127 0.254 0.381 0.508 0.635 0.762

Figura 3. Distnbuci6n de los angulos de lingulos de flexi6n para Ia viga Cross-ply
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Figura 4. Distnbuci6n de los angulos de angulos de torsi6n inducida para Ia viga ReA

Vibraciooes Flexotorsiooales Libres de Seeciooes Semicirculares.
En la Tabla 1 se muestran las tres primeras frecuencias naturales medidas en [Hz] de una viga de
Longitud L = 0.152 m con secci6n semicircular de radio 0.127 my espesor 1.04 mm, construida con
material Graphite--Epoxy de Eli = 128 GPa, En = 11 GPa, GJ2 = 4.5 GPa, VJ2 = 0.24 Y P = 1500
kglm3• En la misma se cotejan las freeueneias obtenidas mediante el presente enfoque y mediante el
enfoque [6] con resultados experimentales [12].



Laminado Referencia y/o Soluci6n Ji h jj
Tipoformamodal Flexional Flexotorsional Flexotorsional
Wu-Sun[6]ElementoFinitoViga 134,40 232,50 743,40

[±45/±45]s Wu-Sun[6]ElementoFinitoPlaca 147,00 238,00 768,00
Crawley[121Experimento 145,30 222,00 712,00
Presenteenfoque.ElementoFinitoVip 135,11 226,74 713,29
TIpoformamodal Flexotorsional Flexional Flexotorsional
Wu-Sun[6]ElementoFinitoViga 194,10 235,80 724,10

[0/±45/90ls Wu-Sun[6]ElementoFinitoPlaca 192,40 236,10 705,80
Crawley[12]Experimento 177,00 201,80 645,00
Presenteenfoque.ElementoFinitoVip 178,84 227,11 616,03

Tabla1.Comparaci6ndeFrecuencillsnaturalesconresultadosexperimentalesy atrosenfoques

Se ha presentado un nueva teoria para modelar vigas rectas construidas con materiales compuestos
laminados. La principal caracteristica de esta teorfa reside en la inclusion en forma completa del
efeeto de corte, ademas de contemplar la presencia de estados arbitrarios de tensiones iniciales, eargas
dinamieas variables en el tiempo. Se ha efectuado una extensi6n al ambiente de materiales
compuestos de la soluei6n de elementos finitos desarrollada por los 8utores en artieulos precedentes.
Las soIuciones obtenidas en los casas analizados muestran una excelente concordaneia de la teona
con los resultados experimentales [Il} y aim mejores aproximaciones que Ias presentadas por otros
autores [3-4-6}. Aunque solo se ban mostrado aplicaciones a problemas de estatiea y frecuencias
naturales, el m~elo tambien es litHpara calcular cargas criticas 0 vibraciones con tensiones iniciales.

Los autores agradecen el apoyo recibido por Ia Secretaria de Ciencia y Tecnologia de la Universidad
Tecnol6gica Naeional y del CONICET.
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