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The forced inviscid Burgers equation is studied as a model for the nonlinE'-ar
interaction of dispersive waves. The dependent variable u(x, t) is thought of as an
arbitrary mode or set of modes of a general system, and the force is tuned to mimic
the effects of other modes, which may be either near or far from resonance with u.

When the force is unimodal, a family of E'.xacttravelling waves fully describes
the asymptotic bE>.haviorof the system. When the force is multimodal, with the
frequencies of the various modes close to each other, the asymptotic solution is
quasi-stationary, punctuated by faster intermittent events. The existence of these
"storms" may have significant implications for energy transfer among modes in more
general systems.

Se estudia la ecuaci6n de Burgers no viscosa como un moddo no lineal de la
interacci6n entre ondas dispersivas. La variable dependiente u(x, t) es pensa4a como
un modo 0 conjunto de modos arbitrarios de un sistema general, y la fuerza es
ajustada para modelar los efectos de otros modos, los cuales pueden estar cerca 0

lejos de la casi resonancia con u.
Cuando la fuerza es unimodal, una familia de ondas viajeras describe completa-

mente el comportamiento asint6tico del sistema. Cuando la fuerza es multimodal,
con las frecuencias de los modos cercanos entre sl, la soluci6n asint6tica es casi esta-
cionaria, interrumpida por eventos intermitentes de corta duraci6n. La existencia de
estas "tormentas" puede tener implicaciones importantes, en sistemas mas generales,
para la transferencia de energia entre modos.
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El prop6sito de este trabajo es mostrar el intercambio energetico entre la disipaci6n realizada
pot la solucion en los choquE',sy el trabajo realizado por el termino forzante.
Nuestro interes rE'.sideprincipalmente en situaciones donde E(t) es proxima a estacionaria de
modo que el trabajo realizado por el termino forzante y la disipacion en los choques estlin
balanceados. Cualquiera de eHos representa la cantidad de energia que fluye a traves del sistema
y la dependencia de este Hujo sobre las caracteristicas de f(x, t) determinant la naturaleza del
intercambio de energia entre un conjunto de modos forzados en resonancia 0 casi resonancia.

Ut + GU
2
) x = f(x - wt), (1)

donde j y 'U son funcionp,s 271" periOdicas en el espacio y j y la condicion inicial son tales que la
soluci6n del sistema es suave a trozos para todo t y tiene un numero finito de choques.
La ecuacion (1) admite una solucion exacta y existe una solucion con una esquina que es la tran-
sicionentre el comportamiento resonante y el casi resonante en un valor critico de la frecuencia
w = wer.
Estas soluciones son llamadas ondas viajeras y pueden expresarse con una f6rmula cerrada. Mas
aun estas soluciones describen el comportamiento para t grande de la soluci6n general de la
ecuacion (1).
Buscaremos soluciones de la ecuacion (1) de la forma:

~ G(G - w)2) = j(z).

La ecuacion (3) tiene por solucion a:

G(z) = w ± V2F(z)

clonde F(z) es una primitiva de j(z) y la constante de integraci6n es elegida para que F(z) 2: 0
para todo z.
Llamaremos Fer a una eleccion particular de F(z) tal que minzE[O,2>r)Fer(z) = O. Para Fer
podemos definir:

1 12
11"

Wer = -2 V2Fcr(z) dz
1r 0

Genericamente pueden distinguirse tres casos con la solucion determinada unlvocamente por W

cuando Fer tiene un unico mlnimo global por periodo. Estos casos son:

1. F > Fen

2. Iwl < Wer

En la figura 1 se ejemplifican estos tres casos para un casu clonde el termino forzante es un
armonico simple.
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Figura 1: Ejemplode ondas viajeras para la ecuacionUt + (0.5u2)", = sin(x - w t).
Se muestran tres soluciones: (a) Solucionsuave para w = -2.00 < -WCf'.

(b) Solucioncrftica. con una esquina. para w = Wcr = 4/rr.
(c) Solucioncon choque. para w = -0.70wcr.

Tambien se muestra. en linea de puntos. la envolventede las solucionescon choques dada por U =
w ±"fiF. En cada case la soludon corespondeal tiempo t tal que wt = 0.8011'.

Caso 1. F(z) estrictamente mayor que Fcr(z).
En este caso Ia soIuci6ndebe ser suave yen (4) debe adoptar un linicosigno. Esto es consecuencia
del hecho que la condicion de entropia obliga a que 108 saltos en 108 choques sean de mayor
a menor cuando x crece, por 10 tanto Ios choques solo permiten que la solud6n pase de la
raiz positiva a la negativa. Como g(z) debe ser periodica no puede tener choques cuando
minzE[0,211')F(z) > O.
En este caso el signa de la rau cuadrada y el valor de la constante de integracion que define
F(z) se obtienen imponiendo la condicion de que la media de u(z) sea nula.
Podemos escribir las soluciones correspondientes a este caso como dos faroilias de soluciones
(w > 0 , w < 0) parametrizadas por un unico parametro 8 > 0 de la siguiente forma:

u = w - sign(w)v2 (8 + Fcr(z»

ya que la condidon J0211' u(x, t) dx = 0 determina que:

1 [211'
W = ± 2rr 1

0
V2(8 + Fcr(z» dz

donde z = x - wt YF(z) = Fcr(z) + 8.
De esta manera para w > Wcr las soludones ondas viajeras son tan suaves cuanto Fcr(z) y son
univocamente determinadas por la funcion f(z) y por la frecuenda w.
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Caso 2, W < Wer-
En este casu no podemos encontrar un 8 > 0 tal que Ia solucion (4) satisfaga Ia condicion de
media nula (ecuacion (7» y Ia condicion W < Wcr, por 10 tanto debemos tomar F(z) = Fcr(z) y
permitir a Ia solucion que salte entre Ia ralz positiva y Ia raiz negativa pues Ia solucion puede
retornar suavemente de Ia ralz negativa hacia Ia positiva a traves de un punto donde Fcr(z) = O.
En este casu el parametro ajustable que permite que la solucion tenga media nula es la posicion
del choque z = s. Para ser mas espedficos supongamos que Fcr(z) tiene un unico minimo global
por periodo y llamemos Zm a Ia posicion de este minimo. La posicion del choque puede ser
determinada por Ia ecuacion:

. 1 1s
~ 1 rm+21f

~
w= -211" Zm y2Fcr(z)dz+ 211" J

s
y2Fcr(z)dz

~.o~de Zm ~ s ~ Zm. + 211".Ya que t- < 0 hay un unico s solucion de (8).

Caso 3, W = Wcr-

En el caso limite cuando W < Wcr la posicion del choque (s) y el punto de transicion suave entre
la ralz negativa y la positiva (zm) coinciden y por 10 tanto desaparecen dejando Iugar a una
esquina que se mueve con velocidad Wcr siendo esta la unica singularidad de Ia solucion.

Fcr(z) = 1 - cos(z) = 2 sin (i)

1 {21f Z. 4
Wer = 21r Jo 2 sin (2) dz = ;.

Soluciones con choque
Estas soluciones aparecen cuando Iwi < Wer = ~ y tienen la forma:

I (X -- Wi) Iu(x, t) = C(z) = W ± 2 sin -2-

En cadaperiodo (0 ~ z ~ 21r) hay un cambio continuo entre la raiz negativa y la positiva a
traves del choque en algun punto z = s. La posicion del choque se puede determinar de la
condicion de media 0:

0= LS

C+(z)dz +121r

C-(z)dz = 21rw - 8 cos (~) ,



s = 2arccos (iw), con 0 ~ s < 27r.

El trabajo realizado por el termino forzante es:

[21f 16 ( 7rW 2) ~
W, = 10 j(z)u(z)dz = 3" 1- (4""")

Nota: en el caso de w ~ Wcr = ~ la solucion de (9) no forma choques y por 10 tanto no hay
disipacion de energia ni trabajo realizado por el termino forzante. Esto muestra un abrupto
cambio en el comportamiento de la solud6n el cual puede ser interpretado como la frontera de
la resonancia. Esto es, en w = Wcr ocurre una transici6n abrupt a del comportamiento resonante,
en el cual el termino forzante introduce continuamente energia en el sistema la cual es disipada
por el choque, a un comportamiento no resonante, en el cual no hay trabajo desarrollado por la
fuerza.

Soluciones suaves.
Cuando W > Wcr = ~ la soludon de (9) tiene la forma:

1 [21f
W = w(o) = ±27r 10 ';2 (0 - cos(z))dz

Soluciones criticas.
En el caso W = Wcr = ~ la solucion de (9) tiene la forma:

u(x, t) = ± (Wcr - 21 sin ( x ~ wt) I) .

En [6]se muestra analftic.amenteque la soluciongeneral para el problema (1) convergeasintotica-
mente para tiempos grandes a la soludon oncia viajera, por 10 menos en el caso cn el cua! la
soludon onda viajera es la unica solucion del sistema, i. e., cuando Fcr(z) tiene un unico minimo
global por perfodo.
La figura 2 muestra los resultados numericos que ilustran e! proceso de convergencia. Por
brevedad mostramos solo los resultados de convergencia para Iwi < Wcr'



Solution for time: t = 0.080 (21t10l), with Ollt = 2
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Solution for time: t = 0.100 (21t10l), with Ollt = 2

.DlI~.I"'.' at8ady.soiIitiOA_1!8IGp& ~ .
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Figura 2: Termino forzante f = sinz con z = x - wt Yw = wcrl2 = 2/T1. Cuando t --+ 00 la soluci6n
converge a la onda viajera u = w ± 2 sin(zI2). donde el cambio de signa ocure en la posicion del
choque. La onda viajera tiene perlodo 2T1Iw en el tiempo.
De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se muestran la soluci6n y la envolvente w ± 2 sin(zI2)
(linea de puntos) para la onda viajera: (a) Condici6n inicial para t = O. (b) Tiempo t = 0.08 (2T1lw).
un poco antes de la formacion del choque. (c) Tiempo t = 0.10 (2T1lw). un poco despues de la
formaci6n del chaque. (d) Tiempo t = 0.50(2T1lw), una vez que la soluci6n convergi6 a la onda
viajera.
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