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ABSTRACT

The forced inviscid Burgers equation is studied as a model for the nonlinear
interaction of dispersive waves. The dependent variable u(x,t) is thought of as an
arbitrary mode or set of modes of a general system, and the force is tuned to mimic
the effects of other modes, which may be either near or far from resonance with u.

When the force is unimodal, a family of exact travelling waves fully describes
the asymptotic behavior of the system. When the force is multimodal, with the
frequencies of the various modes close to each other, the asymptotic solution is
quasi-stationary, punctuated by faster intermittent events. The existence of these
“storms” may have significant implications for energy transfer among modes in more
general systems.

RESUMEN

Se estudia la ecuacién de Burgers no viscosa como un modelo no lineal de la
interacci6n entre ondas dispersivas. La variable dependiente u(z,¢) es pensada como
un modo o conjunto de modos arbitrarios de un sistema general, y la fuerza es
ajustada para modelar los efectos de otros modos, los cuales pueden estar cerca o
lejos de la casi resonancia con u. ,

Cuando la fuerza es unimodal, una familia de ondas viajeras describe completa-
mente el comportamiento asintético del sistema. Cuando la fuerza es multimodal,
con las frecuencias de los modos cercanos entre si, la solucién asintética es casi esta-
cionaria, interrumpida por eventos intermitentes de corta duracién. La existencia de
estas “tormentas” puede tener implicaciones importantes, en sistemas mas generales,
para la transferencia de energia entre modos.
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INTRODUCCION

El propésito de este trabajo es mostrar el intercambio energético entre la disipacién realizada
por la solucién en los choques y el trabajo realizado por el término forzante.

Nuestro interés reside principalmente en situaciones donde E(t) es proxima a estacionaria de
modo que el trabajo realizado por el término forzante y la disipacién en los choques estdn
balanceados. Cualquiera de ellos representa la cantidad de energia que fluye a través del sistema
y la dependencia de este flujo sobre las caracteristicas de f(z,t) determinard la naturaleza del
intercambio de energia entre un conjunto de modos forzados en resonancia o casi resonancia.

UN UNICO MODO FORZANTE

Consideremos la ecuacién de Burgers:

us + (%u"’)z = flz — wt), (1)

donde f y u son funciénes 2 periédicas en el espacio y f y la condicién inicial son tales que la
solucién del sistema es suave a trozos para todo ¢ y tiene un nimero finito de choques.

La ecuacién (1) admite una solucién exacta y existe una solucién con una esquina que es la tran-
sicién entre el comportamiento resonante y el casi resonante en un valor critico de la frecuencia
W = Wer.

Estas soluciones son llamadas ondas viajeras y pueden expresarse con una férmula cerrada. Mis
atn estas soluciones describen el comportamiento para ¢ grande de la solucién general de la
ecuacién (1). ,
Buscaremos soluciones de la ecuacién (1) de la forma:

u(z,t) = Gz — wt). : (2)

Definiendo z = o —wt, la ecuacidn (1) se transforma en la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

£ (36-o2) =10 )

La ecuacién (3) tiene por solucién a:
G(2) = w+ /2F(z) (4)

donde F(z) es una primitiva de f(z) y la constante de integracién es elegida para que F(z) > 0
para todo z. ‘

Llamaremos Fr a una eleccién particular de F(z) tal que min, i on)Fer(2) = 0. Para Fey
podemos definir:

27
Wer = % V2Fa(7) de (5)
*J0

Genéricamente pueden distinguirse tres casos con la solucién determinada univocamente por w
cuando F tiene un dnico minimo global por periodo. Estos casos son:

1. F> Fe,
2. |w| < wer
3. W=wer

En la figura 1 se ejemplifican estos tres casos para un caso donde el término forzante es un
arménico simple. -
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Travelling wave solution u = u(x -o t).
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Figura 1: Ejemplo de ondas viajeras para la ecuacion u; + (0.5u?); = sin(z — wt).
Se muestran tres soluciones: (a) Solucién suave para w = —2.00 < —we,.
(b) Solucién critica, con una esquina, para w = wer = 4/m.
(c) Solucién con choque, para w = —0.70 wer.

Tambien se muestra, en linea de puntos, la envolvente de las soluciones con choques dada por u =
wx V2 F. En cada caso la solucién coresponde al tiempo ¢ tal que wt = 0.80 .

Caso 1. F(z) estrictamente mayor que Fi.(z).

En este caso la solucién debe ser suave y en (4) debe adoptar un uinico signo. Esto es consecuencia
del hecho que la condicién de entropia obliga a que los saltos en los choques sean de mayor
a menor cuando z crece, por lo tanto los choques sélo permiten que la solucién pase de la
raiz positiva a la negativa. Como g{z) debe ser periodica no puede tener choques cuando
minze[o,g,,)F(z) > 0.

En este caso el signo de la rafsz cuadrada y el valor de la constante de integracién que define
F(z) se obtienen imponiendo la condicién de que la media de u(z) sea nula.

Podemos escribir las soluciones correspondientes a este caso como dos familias de soluciones
(w > 0, w < 0) parametrizadas por un Unico pardmetro § > 0 de la siguiente forma:

u = w — sign{w)y/2(§ + Fr (2)) {(6)

ya que la condicién foz'r u(z,t) dz = 0 determina que:

w=:k§1— /21r VG T Fal2) d %
T Jo

donde z = T — wt y F(2) = Fi(2) + 6.
De esta manera para w > wer 138 soluciones ondas viajeras son tan suaves cuanto Fi.(z) y son
univocamente determinadas por la funcién f(z) y por la frecuencia w.
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Caso 2, w < wer.

En este caso no podemos encontrar un § > 0 tal que la solucién (4) satisfaga la condicién de
media nula (ecuacién (7)) y la condicién w < wer, por lo tanto debemos tomar F(z) = F..(z) y
permitir a la solucién que salte entre la raiz positiva y la raiz negativa pués la solucién puede
retornar suavemente de la raiz negativa hacia la positiva a través de un punto donde F,,.(z) = 0.
En este caso el pardmetro ajustable que permite que la solucién tenga media nula es la posicién
del choque z = 5. Para ser m3s especificos supongamos que F,,(2) tiene un tnico minimo global
por periodo y llamemos z,, a la posicién de este minimo. La posicién del choque puede ser
determinada por la ecuacién:

Zm 427

T | $ 1
w=—gm / V2F,(z) dz + o V2F{(z)dz (8)
Zm 8
donde 2z, < s < zm +27. Ya que %"; < 0 hay un dnico s solucién de (8).
Caso 3, w ='wc,. _
En el caso limite cuando w < w,, la posicién del choque (s) y el punto de transicién suave entre

la raiz negativa y la positiva (zy) coinciden y por lo tanto desaparecen dejando lugar a una
esquina que se mueve con velocidad we, siendo ésta la tinica singularidad de la solucién.

EJEMPLO: UN ARMONICO SIMPLE

Consideremos el caso con un término forzante simple de tipo sinusoidal:

Flz,t) = sin(z — wt). (9)
Puede demostrarse que en este caso:
. (%
Fe(2) =1 —cos(z) = 2 sin (5) (10)
y
1 [z 4
Wer = ~2—7—r/0 2 sin (;Z—) dz = o (11)

Soluciones con choque
Estas soluciones aparecen cuandoe jw| < we = f—; y tienen la forma:

sin - wt
2

En cada periodo (0 < z < 2m) hay un cambio continuo entre la raiz negativa y la positiva a
través del choque en algin punto z = s. La posicién del choque se puede determinar de la
condicién de media 0:

w(z,t) =G(2) =w+2 (12)

27

0= /: Gt (z)dz + G (2)dz = 2mw — 8 cos (f) , (13)

2

sin (z ;wt) l (14)

8

donde

GHz)=w+2
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y
- . fr—wt
G () =w—-2 sm( 3 )l (15)
y por lo tanto:
w
s = 2arccos (Zw) , con 0<s<2nm. , (16)
El trabajo realizado por el término forzante es:
2n 16 mw\2\ 3
Wy = /0 f@u()dz = 3 (1 - (-4—) ) (17)

Nota: en el caso de w > wer = fr- la solucién de (9) no forma choques y por lo tanto no hay
disipacién de energia ni trabajo realizado por el término forzante. Esto muestra un abrupto
cambio en el comportamiento de la solucién el cual puede ser interpretado como la frontera de
la resonancia. Esto es, en w = w,, ocurre una transicion abrupta del comportamiento resonante,
en el cual el término forzante introduce continuamente energia en el sistema la cual es disipada
por el choque, a un comportamiento no resonante, en el cual no hay trabajo desarrollado por la
fuerza.

Soluciones suaves.
Cunando w > wer = % la solucién de (9) tiene la forma:

ulz,t) = w £ /2 (6 — cos (z — wt)) (18)
para § > 1. Utilizando la propiedad de media cero resulta que
1 27
w=w(d)=F+— V2 (6 — cos(z))dz (19)
27[' 0 .

Soluciones criticas.
En el caso w = wer = 2 la solucién de (9) tiene la forma:

()

CONVERGENCIA

u(z,t) =+ (wc, -2

En [6] se muestra analiticamente que la solucién general para el problema (1) converge asintGtica-
mente para tiempos grandes a la solucién onda viajera, por lo menos en el caso en el cual la
solucién onda viajera es la tinica solucién del sistema, i. e., cuando Fir-(2) tiene un nico minimo
global por periodo.

La figura 2 muestra los resultados numéricos que ilustran el proceso de convergencia. Por
brevedad mostramos solo los resultados de convergencia para |w| < wey.
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Solution for time: t = 0.000 (2 v/o), withox =2 Solution for time: t = 0.080 (2 v/w), witho =2
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Figura 2: Término forzante f =sinz con z = 2 —wl y w = we /2 = 2/7. Cuando t — oo la solucidén
converge a la onda viajera u = w + 2 sin(z/2), donde el cambio de signo ocure en la posicién del
choque. La onda viajera tiene periodo 27 /w en el tiempo.

De izquierda a derecha y de atriba hacia abajo se muestran la solucién y la envolvente w + 2 sin{z/2)
(linea de puntos) para la onda viajera: (a) Condicién inicial para t = 0. (b) Tiempo ¢ = 0.08 (27 /w),
un poco antes de la formacién del choque. (c¢) Tiempo ¢ = 0.10(2n/w), un poco despues de la
formacién del choque. (d) Tiempo ¢ = 0.50 (27/w), una vez que la solucién convergié a la onda
viajera.
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