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RESUMEN

Uno de los temas de mayor inter�es en la hidrodin�amica naval es la estabilidad o \tenida a la mar" (sea-keeping)

ante la incidencia de ondas de gravedad. La mayor��a de los m�etodos existentes se basan en una formulaci�on

en paneles, teniendo en cuenta en la funci�on de Green correspondiente la condici�on linealizada de super�cie

libre. Esta metodolog��a lleva a una formulaci�on m�as compacta en cuanto a que no es necesario discretizar la

super�cie libre, pero por otra parte requiere de la integraci�on num�erica de funciones especiales para el c�alculo

de los coe�cientes de inuencia entre los paneles. Adem�as, sufre de la existencia de frecuencias esp�ureas, para

las cuales el sistema lineal colapsa, sin embargo, en muchos casos pr�acticos estas frecuencias est�an por encima

de las frecuencias de inter�es. Otra metodolog��a es el uso de elementos �nitos con condiciones absorbentes. Esta

formulaci�on elimina completamente el problema de las frecuencias esp�ureas pero en principio parece ser m�as

costosa. Se presentan resultados obtenidos con ambas metodolog��as, para diferentes casos.

ABSTRACT

One of the subjects of most interest to naval hydrodynamics is the \sea-keeping" problem, i.e. the stability

properties of the ship under the inuence of an incoming wave. Most of the proposed methods are based on panel

discretization, using the Green function that includes the linearized free surface condition. This methodology

avoids the discretization of the free surface, with the corresponding reduction in computer time, but requires the

computation of specialized functions via numerical integration. Furthermore, it su�ers of spurious frequencies,

i.e. a certain number of frequencies for which the linear system is singular. This frequencies are often outside

the range of interest, but the accuracy of the method is a�ected globally. Another possibility is to combine

�nite elements with absorbing boundary conditions. This alternative does not su�er of spurious oscillations but

is more expensive in CPU time. Numerical results with both methods are presented.



El m�etodo de paneles es un m�etodo de resoluci�on num�erica extensamente empleado en la industria ae-

ron�autica e hidronaval,6,11 y est�a orientado preponderantemente a problemas tridimensionales (3D) de ujo

inv��scido e incompresible, exterior a cuerpos inmersos en una corriente. Es decir, en todos aquellos casos de

ujo donde la aproximaci�on de ujo potencial exterior sea, al menos inicialmente, factible. Por supuesto,

luego es plausible la opci�on, ya sea de pasar a otro nivel de descripci�on uidodin�amica o tambi�en la de

emplear estrategias mixtas, por ejemplo, acoplamiento inv��scido/viscoso.

En el caso de los paneles, su estrategia se basa en la formulaci�on y resoluci�on de ecuaciones integrales9

fundamentadas, en �ultima instancia, en el uso de las funciones de Green. Estas constituyen un recurso muy

interesante en la resoluci�on de ecuaciones diferenciales, y son bastante conocidas en ecuaciones diferenciales

lineales. La soluci�on constru��da mediante una funci�on de Green, veri�car�a la ecuaci�on diferencial y algunas o

todas sus condiciones de borde. Este detalle es importante que lo tengamos presente, porque en la b�usqueda

de la funci�on de Green para un problema dado, podemos elegir que la misma satisfaga o todas o s�olo algunas

de las condiciones de contorno, en donde, claro est�a, mientras m�as condiciones de borde satisfaga, m�as

elaborada resultar�a su expresi�on. Esto �ultimo es el caso del \seakeeping" en ingenier��a naval,1,10,14 donde,

en su mayor generalidad, consideramos el problema hidrodin�amico de un objeto tridimensional oscilando

como cuerpo r��gido en los 6 grados de libertad, con o sin corriente uniforme y con o sin un frente de ola

incidente.8,17 Bajo la aproximaci�on de ujo potencial con una super�cie libre, y condiciones de borde

linealizadas, parte de la tarea conduce a hallar los 6 potenciales de radiaci�on para cada modo de oscilaci�on

m�as el potencial de difracci�on para el frente de ola incidente.7,16 Cada uno de estos potenciales �k(x; y; z; t),

con k = 1; 2; ::; 7, los podemos hallar mediante la resoluci�on de sendas ecuaciones integrales, en donde s�olo

vamos cambiando su t�ermino fuente. Las posibilidades de elecci�on de la funci�on de Green en este problema

de radiaci�on y difracci�on son diversas. En primer lugar, nos restringiremos a un c�alculo en frecuencia, en

donde supondremos dependencias temporales monocrom�aticas en la forma ei!t, por lo que nos ser�a su�ciente

considerar s�olo la dependencia espacial. Para esta �ultima son extensamente empleadas tanto las fuentes de

Rankine como las fuentes de Kelvin.15 Ambas comparten la propiedad de no veri�car la condici�on de

resbalamiento del ujo sobre la super�cie del casco mojado, por lo que en ambas opciones tendremos que

mallar, al menos, esa super�cie.

Las fuentes de Rankine (1=r) son mucho mas simples y c�omodas de usar, empero, adem�as de no veri�car

la condici�on de resbalamiento sobre el casco, tampoco veri�can ni la condici�on de super�cie libre ni las

condiciones de radiaci�on. Esto nos obliga a agregar paneles al menos en la super�cie libre, mientras que

pueden concebirse recursos diversos para imponer las condiciones de radiaci�on sin la necesidad de colocar

paneles al in�nito. Su gran ventaja es su aptitud cuando pretendemos mover la super�cie libre2,19 (es

decir, no-linealidad geom�etrica). En cambio, las fuentes de Kelvin son bastante elaboradas en su expre-

si�on matem�atica y, en principio, s�olo son aptas para condiciones de super�cie libre linealizadas. Su �unica

gran ventaja es que veri�can las condiciones de borde tanto de super�cie libre como las de radiaci�on, en

consecuencia, estaremos obligados a mallar �unicamente la super�cie mojada del casco.

1 METODO DE PANELES CON FUENTES DE KELVIN

1.1 FORMULACION POR ECUACION INTEGRAL

El problema de radiaci�on y difracci�on de olas por un casco r��gido oscilando en sus 6 grados de libertad,

alternativamente, lo podemos describir por la formulaci�on integral2,4,8,14,16,17,19

1

2
�k(x) +

1

4�

Z
�

d�G;n(x; �)�k(�) =
1

4�

Z
�

d�G(x; �)�k(�) con x 2 � ; (1)

donde �k(x), son los potenciales de radiaci�on de cada modo r��gido, para k = 1; 2; ::; 6, mientras que �7 es

el potencial de difracci�on debido al frente de ola incidente. � es la super�cie del casco, y G es la funci�on de



caracter��stico, g la aceleraci�on de la gravedad. El t�ermino fuente �k de la ecuaci�on integral est�a dado por

�k =

(
i!nk; para k = 1; 2; ::; 6

�0; para k = 7
(2)

donde nk es la componente k de la normal generalizada de la super�cie, de�nida de modo tal que, (n1; n2; n3)

son las componentes cartesianas del versor normal n̂ de la super�cie �, mientras que (n4; n5; n6) est�a dado

por (r� r0)� n̂, es decir, su momento est�atico respecto del origen relativo r0 (a veces, el centro de masa o

el origen), y x; � son los puntos de observaci�on y fuente (de integraci�on), respectivamente. Por su parte �0
es el potencial incidente del frente de ola, para el cual supondremos dado por

�0 =
ig

!
eKze�iK(x cos �+y sin�) : (3)

La discretizaci�on mediante paneles, usualmente se reduce a una t�ecnica de colocaci�on de la ecuaci�on integral

en los centroides de los paneles, obteniendo asi el sistema H�k = C�k = bk, de n ecuaciones con n

inc�ognitas (compatible y determinado), donde H = 1=2I +A es la matriz del sistema, con

Aij =
1

4�

Z
�j

d�G;n(xi; �) ; (4)

Cij =
1

4�

Z
�j

d�G(xi; �) ; (5)

donde A;C son las matrices dipolar y monopolar, respectivamente, y �k;�k son los vectores de los potencia-

les y de los ujos correspondientes al modo k activado, donde todos estos t�erminos son magnitudes complejas,

es decir, con m�odulo y fase. Como se desprende, las matrices monopolar C y dipolar A, representan a la

funci�on de Green G y su derivada normal G;n, respectivamente. Adem�as, para cada fecuencia !, la matriz

del sistemaH es invariante para cada modo k, cambiando s�olo el t�ermino fuente bk, por lo cual factorizamos

primero la matriz del sistema (eg. mediante descomposici�on LU) y luego resolvemos para cada modo k. En

el c�alculo de las matrices dipolar y monopolar debemos evaluar tanto la funci�on de Green G como su deriva-

da normal G;n, y debido a la expresi�on bastante elaborada de su componente \oscilatoria" ~G, recurrimos a

una estrategia de integraci�on num�erica. Para esto �ultimo, y por lo pronto, hemos implementado integraci�on

gaussiana sobre paneles triangulares con 1, 3 y 7 puntos donde, hasta ahora, resulta recomendable emplear

un n�umero de puntos de integraci�on por panel, tal que resulte una soluci�on de compromiso entre exactitud

y velocidad de evaluaci�on de ambas matrices, que a su vez, nos conviene calcularlas simultaneamente.

2 PANELES DE KELVIN

A la formulaci�on en paneles que utiliza la funci�on de Green que satisface autom�aticamente la condici�on de

super�cie libre linealizada se la conoce como m�etodo de los paneles de Kelvin. La formulaci�on matem�atica

es bastante compleja, bastante m�as que la de los usuales paneles de Rankine, que corresponden a las simples

funciones de Green 4�=jx � x0j. La de�nici�on de la funci�on de Green es8><
>:

�G = Æ(x� �) para z < 0

(@G=@z) = KG para z = 0

Condici�on de radiaci�on apropiada, para jxj ! 1
(6)

Donde � = (�; �; �) es el \punto fuente" y x = (x; y; z) el \punto de observaci�on". En el l��mite para muy bajas

frecuencias (K ! 0) la condici�on de super�cie linealizada tiende a una condici�on de Neumann homog�enea y



donde �0 = (�; �;��) es el punto imagen con respecto a la super�cie libre z = 0 y la funci�on de Green ha

sido normalizada por 4�. Entonces proponemos la siguiente descomposici�on

G(x; �) =
1

jx� �j +
1

jx� �0j +
~G(x; �) (7)

~G es la componente oscilatoria de la funci�on de Green y puede respresntarse como

~G(x; �) = ~G(X;Y ) = ��Ke�Y [H0(X) + Y0(X) + P0(X;Y ) + 2iJ0(X)] ; (8)

donde X = K
p
(x� �)2 + (y � �)2, Y = Kj�j, H0 es la funci�on especial de Struve, J0, Y0 son las funciones

de Bessel de orden 0 de primera y segunda especie y

P0(X;Y ) =
2

�

Z Y

0

dt
etp

t2 +X2
: (9)

es la integral �nita de Havelock .10 La funci�on de Struve est�a de�nida por una ecuaci�on de segundo grado, y

en la pr�actica se la calcula en forma de series. La integral de Havelock es m�as complicada ya que tiene dos

argumentos de manera que usar un desarrollo en series o aproximaci�on espectral es en principio complicado.

Por otra parte un c�alculo por cuadratura n�umerico es costoso. Si bien en el caso de resoluci�on directa del

sistema lineal resultante de ecuaciones la parte m�as costosa del c�alculo es la factorizaci�on de la matriz y

no su c�alculo, el hecho de que el c�alculo de los coe�cientes de la matriz sea tan costosa inhabilita el uso de

m�etodos iterativos, ya que en ese caso es necesario recalcular los coe�cientes en cada iteraci�on.

2.1 ACOPLAMIENTO CON LA DINAMICA DEL BARCO

Calculando las presiones ejercidas por el uido sobre el casco para los diferentes modos de radiaci�on y

difracci�on se obtiene una \matriz de acoplamiento uido-estructura" que, para un dado desplazamiento en

un dado modo k, y para una dada frecuencia de encuentro, da las fuerza ejercida por el agua sobre el casco

(complejas, es decir, amplitud y fase) Tjk en el modo j. La parte real de esta funci�on de transferencia

representa una \masa agregada" mientras que la parte imaginaria corresponde a la disipaci�on de energ��a

por emisi�on de ondas de gravedad. Concretamente, la matriz de acoplamiento se descompone como Tjk =

!2Ajk � i!Bjk con A;B reales. Acoplando con la din�amica del barco (masa y tensor de inercia) se obtiene

un sistema de ODE's en el tiempo para los 6 grados de libertad del barco. Alternativamente, en un an�alisis

en frecuencias se obtiene un sistema complejo de 6� 6 para cada frecuencia y resolvi�endolo se obtienen las

\funciones de transferencia" (RAO), es decir el desplazamiento producido en cada grado de libertad para

una dada ola de amplitud unitaria.

2.2 RESULTADOS NUMERICOS

2.2.1 Semiesfera sumergida

Consideremos una semiesfera sumergida oscilando en los modos de \surge/sway" (horizontal) y \heave"

(vertical). En la �gura 1 se observan los resultados num�ericos comparados con los de otros autores (paneles

y anal��ticos). A altas frecuencias se observa el efecto de las frecuencias irregulares. Si bien �estas aparecen,

en general, por encima del rango de inter�es, su efecto se expande a todo el rango de frecuencias y, de hecho,

provoca que el esquema en principio no sea convergente, ya que su efecto no desaparece con re�namiento.

2.2.2 Fragata

En la �gura 2 vemos la malla de 4 400 paneles y las funciones de respuesta en cabeceo (\pitch") y movimiento

vertical (\heave") bajo la acci�on de ondas incidiendo desde atr�as (\following sea") y a 60
Æ

con respecto a

mar de popa (\quartering sea").
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Figura 1: (Izq.) Malla con 3 000 paneles triangulares, tipo Kelvin, s�olo sobre la super�cie de una hemiesfera

oscilante. (Der.) Coe�cientes de masa agregada A0

kk y de amortiguamiento D0

kk.
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Figura 2: (Izq.) Malla de 4 400 paneles sobre el casco de una fragata. (Der.) Funciones de transferencia en

la fragata bajo quartering y following waves, modos heave y pitch.

3 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Las ecuaciones de gobierno para la resoluci�on de cada uno de los problemas de difracci�on y radiaci�on es,

b�asicamente, la ecuaci�on de Laplace en la regi�on ocupada por el uido con condici�on de deslizamiento en

el casco y la condici�on de super�cie libre linealizada �z = K�. La discretizaci�on por elementos �nitos

es est�andar, pero es fundamental la inclusi�on de \condiciones de contorno absorbentes" apropiadas.5,9,12

Hemos desarrollado condiciones de contorno basadas en la metodolog��a DNL.3,13,18 Mostraremos ahora

algunos ejemplos num�ericos que demuestran la validez de esta aproximaci�on.

3.1 Catamar�an 2D

Para cascos alargados y oleaje de costado (a 90
Æ

con respecto a la direcci�on de avance), el problema puede

considerarse aproximadamente bidimensional. El siguiente ejemplo corresponde al modo de resonancia m�as

baja en un catamar�an y es explicado en detalle en el libro de Ohkusu.14 La secci�on de cada casco tiene una

relaci�on manga/calado de B=T = 2 y la separaci�on de los ejes de cada casco es de 2P = 4T (ver �gura 3).

S�olo existen tres modos (ver �gura 4) a saber, traslaci�on lateral (\sway"), vertical (\heave") y rotaci�on con

respecto al eje de avance (\rolido").

El punto con respecto a este tipo de arquitectura es que, por supuesto, tiene un co�ciente de restituci�on
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Figura 3: Geometr��a de una secci�on t��pica del catamara�an.

sway roll heave
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Figura 4: Modos de oscilaci�on para el catamar�an

muy grande con respecto al rolido, debido a su gran expansi�on en la direcci�on de la manga, pero por otra

parte la \pileta" de agua encerrada entre los dos cascos tiene modos de resonancia que pueden desestabilizar

hidrodin�amicamente toda la estructura. Efectivamente, en las �guras 5 y 6 vemos las curvas de masa

agregada y damping (Nota: Los coe�cientes Fjk son proporcionales a los Tjk y para problemas 2D puede

demostrarse que el damping est�a directamente relacionado con la amplitud de la onda emitida �Aj). Vemos

que al variar la frecuencia el sistema pasa por una resonancia donde la masa adicional toma valores negativos

y el damping se hace nulo, lo cual es un evidente signo de estabilidad. Estos resultados coinciden muy bien

con los presentados por Ohkusu.14

Justo en la frecuencia de resonancia la \pileta" interior est�a en un modo donde la altura es constante. En

realidad existe una familia de modos, en los cuales hay un numero entero de semilongitudes de onda en la

pileta, es decir L = n=2 (2�=K), donde L es el ancho de la pileta (L = 2T para esta geometr��a). En la

�gura 7 vemos todos las funciones de transferencia en un amplio rango de frecuencias calculados con dos

mallas. En una la condici�on de contorno absorbente est�a ubicada en y = 3:5T es decir a 1/4 de manga de

distancia del casco, mientras que en la otra la distancia al casco se ha incrementado a una manga (y = 5T ).

3.2 Pila vertical

Ahora consideramos el caso de una pila cil��ndrica de radio R = 1 oscilando horizontalmente en profundida

constante H = 2. Hemos calculado los coe�cientes de masa adicional y amortiguamiento en un conjunto

denso de frecuencias 0:1 < ! < 10. La condici�on absorbente fue ubicada a r = 1:1, es decir muy pr�oxima
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Figura 5: Amplitud de las ondas emitidas (damping) para oscilaci�on vertical (heave).
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Figura 6: Masa agregada para oscilaci�on vertical (heave).

a la pila (a un 10% del radio). En la �gura 8 pueden verse los resultados. Obs�ervese que las curvas no

exhiben ning�un tipo de oscilaci�on, lo cual es una caracter��stica cuando la condici�on de contorno tiene un

cierto grado de reexi�on. Adem�as los valores para ! ! 0;1 pueden calcularse en forma cerrada o, a lo

sumo, en forma de series ya que en esos l��mites la condici�on de contorno de super�cie libre linealizada se

comporta como Neumann y Dirichlet homog�eneas respectivamente. El valor m�as bajo calculado fue ! = 0:1

y la masa agregada correspondiente fue 6.2556, a ser comparado con el valor te�orico A11(! ! 0) = 2�. Por

otra parte, para altas frecuencias se extrapolaron los valores obtenidos para frecuencias de hasta ! = 10 en

funci�on de 1=! (ver �gura 9) obteniendo un valor de A11 = 3:5550 a ser comparado con el valor obtenido

por series de A11(! !1) = 3:6440.
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