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Resumen. En la modelizacién de sélidos en general y de estructuras en particular es muchas veces
necesario incluir relaciones de restriccion entre distintos grados de libertad. Estas surgen habitualmente
cuando se combinan elementos estructurales (viga o ldmina) con elementos de sélido, o cuando se com-
binan elementos estructurales con superficies medias (liminas) o ejes (vigas) no coincidentes. En general
estas restricciones conducen a describir la evolucion de algunos de los grados de libertad (GdL), a los
que se denomina esclavos en funcion de otros GdL a los que se denomina maestros. Si los problemas a
abordar son geométricamente no lineales las restricciones también lo serdn, lo cual requiere una actual-
izacion acorde de la geometria y de la relacién tangente (incremental) entre GdL esclavos y maestros.
En los elementos estructurales estdndar, que incluyen sistemas nodales locales asociados en su evolu-
cién a GdL rotacionales, estas restricciones se introducen directamente como una relacién entre nudos y
en general independientes de los elementos. En el caso de utilizar elementos que no incluyen sistemas
nodales locales (rotation-free) no es posible introducir este tipo de restriccién directamente entre nudos
y resulta necesario incluir informacidn sobre la geometria de los elementos involucrados. En este traba-
jo se presentan algunos desarrollos cuyo objetivo es poder: a) unir elementos de lamina con elementos
de sélido y b) adosar (solapar) parcialmente elementos de ldmina entre si. El primer tipo de restriccion
es muy utilizado en modelos que responden globalmente al comportamiento de 1dminas cuando se pre-
tende realizar un andlisis local detallado con elementos de sélido a los fines de captar comportamientos
tridimensionales. El segundo tipo de restriccién es muy importante en distintas tipologias estructurales,
en particular en el andlisis de piezas aeronduticas donde diferentes laminas (tipicamente de materiales
compuestos) van pegadas y/o remachadas entre si. Los desarrollos estdn orientados estdn orientados a
su implementacién en un c6digo con integracion explicita de las ecuaciones de movimiento con capaci-
dad para el tratamiento de no-linealidades muy fuertes ya sea geométricas, de material y contacto. Se
presentan varios ejemplos que muestran el buen comportamiento de las aproximaciones utilizadas.
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1. INTRODUCCION

En la modelizacion de solidos en general y de estructuras en particular es muchas veces
necesario incluir relaciones de restriccion entre distintos grados de libertad. Estas surgen habi-
tualmente en simulaciones diversas cuando se combinan elementos estructurales (viga o lamina)
con elementos de sélido, o cuando se combinan elementos estructurales con superficies medias
(Iaminas) o ejes (vigas) no coincidentes. En general estas restricciones conducen a describir la
evolucion de algunos de los grados de libertad (GdL) del modelo, a los que se denomina es-
clavos en funcion de otros GdL del modelo a los que se denomina maestros. Si los problemas
a abordar son geométricamente no lineales las restricciones también lo seran, lo cual requiere
una actualizacién acorde de la geometria y de la relacion tangente (incremental) entre GdL
esclavos y maestros. En los elementos estructurales estdndar (vigas, ldminas, conectores diver-
s0s), que incluyen sistemas nodales locales asociados en su evolucién a GdL rotacionales, estas
restricciones se introducen directamente como una relacion entre nudos y en general en for-
ma independiente de los elementos. En el caso de utilizar elementos que no incluyen sistemas
nodales locales (rotation-free) no es posible introducir este tipo de restriccion directamente entre
nudos y resulta necesario incluir informacion sobre la geometria de los elementos involucrados.
En este trabajo se presentan algunos desarrollos cuyo objetivo es poder: a) unir elementos de
ldmina con elementos de s6lido y b) adosar (solapar) parcialmente elementos de lamina en-
tre si. El primer tipo de restriccion es muy utilizado en modelos que responden globalmente
al comportamiento de laminas cuando se pretende realizar un anélisis local detallado con ele-
mentos de solido a los fines de captar comportamientos tridimensionales. El segundo tipo de
restriccién es muy importante en distintas tipologias estructurales, en particular en el andlisis
de piezas aeronduticas donde diferentes laminas (tipicamente de materiales composites) van
pegadas y/o remachadas entre si. Los desarrollos que se presentan abajo estan orientados a su
implementacién en un cédigo con integracion explicita de las ecuaciones de movimiento con
capacidad para el tratamiento de no-linealidades muy fuertes ya sea geométricas, de material y
contacto.

2. UNION DE ELEMENTOS DE LAMINA SIN ROTACIONES CON ELEMENTOS
DE SOLIDOS

Antes de ver como relacionar un borde de una ldmina con una superficie de un sélido, veamos
los detalles de como fijar un nudo sobre una linea en el caso de que el elemento de lamina
incluya GdL rotacionales

2.1. Nudo sobre una arista

Cuando se intenta unir elementos de solido con elementos basados en teorias técnicas de
ldminas resulta necesario relacionar los desplazamientos y giros de los nudos de la ldmina con
los desplazamientos de los nudos del s6lido. Para ello en la discretizacion es posible colocar un
nudo de un elemento de viga o ldmina sobre la arista de un elemento de solido. Esto genera una
dependencia donde los GDL esclavos son los del elemento de 1dmina y los GDL maestros son
los desplazamientos del sélido.

Se exige que el nudo esclavo x” se mantenga sobre una linea definida por los dos nudos ma-
estros x! , x? de tal forma que las distancias del nudo esclavo a los nudos maestro se mantengan
proporcionales y que la direccién t3 de la terna local (normal a la 1dmina) del nudo esclavo se
mantenga paralela a la arista, esto es:

S
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x% = bix! + bhyx? (1a)

(x5 —xo) - (x5 — o)

bl = b2 = 1 - bl (1b)
x5 — x4l
(x* —x')
¢S — 1
S e = x| (19

Las relaciones que ligan las velocidades admisibles (desplazamientos virtuales) de los grados
de libertad esclavos son:

v = by Ovt + by OV? (2a)
505 = 1 (AT [5v2 — ov'] (2b)

2 = x|

donde AS = [tf ,t5 } son las dos primeras columnas de la terna local. Notar que la relacion que
liga 60 con los §v* es dependiente de la configuracién, por lo cual va cambiando durante el
proceso, lo cual implica también una actualizacién de la matriz de masa.

En el caso de que no se incluyan los sistemas locales la restriccion se limita a 1.ay 2.a Esta
restriccion permite unir elementos de solido con diferente orden de interpolacion. Ademas es
un primer paso para unir elementos de ldmina sin grados de libertad de rotacion con elementos
de solido, que permite transferir los esfuerzos membranales de la ldmina al sé6lido.

2.2. Lado sobre una cara

Para la unién de un elemento de ldmina con uno de sélido es necesario que los dos nudos
que definen el lado de un elemento de ldmina (J y K en la Figura 1) se hayen definidos como
nudos esclavos de los nudos que definen la cara (1 — 4 en la figura) del sélido. Es decir que el
nudo J se mantendra a distancias relativas invariantes de los nudos 1y 2, en tanto que el nudo
K se mantendrd a distancias relativas invariantes de los nudos 4 y 3. Lo natural es que los nudos
del sélido estén ubicados en la direccién normal al elemento de ldmina t*) a una distancia
igual a la mitad del espesor. La formulaciéon no impone esta condiccion pero es deseable. Por
otro lado en general es necesario utilizar 2 o mds elementos de s6lido en el espesor de la ldmina
a los fines de captar correctamente la flexion. El desarrollo que sigue supone que la relacion
se establece con los nudos extremos del solido es decir aquellos que estdn sobre las superficie
inferior y superior de la lamina y que los nudos intermedios del sélido se relacionan con los
extremos a través de restricciones tipo nudo sobre una arista.

Hay tres aspectos que es necesario considerar en el elemento de ldmina sobre el lado J — K:

1. La evaluacion de las deformaciones membranales (primera forma fundamental) en el ele-
mento dependen de la aproximacion utilizada. Si se considera el triangulo de deformacion
constante Flores y Onate (2001) basta utilizar la geometria del tridngulo. En cambio si se
utiliza la aproximacién en deformaciones impuestas similar al tridngulo de deformacion
lineal Flores y Onate (2005, 2007) las deformaciones membranales se evaldan a partir de
la parcela de 4 elementos, y en este caso se actia como si fuese un contorno. Las fuerzas
nodales equivalentes resultantes asociadas a los nudos J y K pasan en forma estandar a
los nudos 1 — 4 a través de las restricciones impuestas por la condicion de nudo sobre una
arista (usando 2.a).
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Figura 1: Unién de un elemento de ldmina triangular y un elemento de sélido

2. La evaluacién de la curvatura se realiza como si el lado estuviera empotrado, donde la

normal n al plano de empotramiento se actualiza paso a paso en funcién de las coorde-
nadas de los nudos 1 — 4. El computo de n resulta de:

a) el vector s a lo largo del lado

b) un vector no colineal con s sobre el plano tangente a la cara del sélido en el punto
medio del lado, por ejemplo:

1 .
Xrg = Z (—xl —l—X2 —|—x5 — x4)

¢) de donde la normal saliente al sélido es

Xrg X' S
n=__——~
[[x¢ x 5]

3. La evaluacion de fuerzas residuales debidas a flexion que se realiza de alguna de las dos

maneras indicadas a continuacion:

2.3. Transferencia de fuerzas equivalentes a los momentos

A partir de los esfuerzos flexionales (m;;) se calculan las fuerzas nodales equivalentes (r”)
usando las expresiones habituales de la formulacién del elemento de ldmina, como si el lado
estuviese empotrado, y luego se procede de la siguiente manera:

a) A partir del tensor de momentos en el elemento, se calculan las componentes de momento

flector y torsor en las direcciones locales al borde

2 2
My, = MmNy + Maans + 2mianing

ms = (Mag — my1)ning + mia(n] — n3)
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mi
{mn ] - [ n3 n3 2ning

ma2
M —niNy Ming NI —n3
mia

donde (nq, 1) son las componentes cartesianas locales de la normal al lado

b) De las fuerzas nodales equivalentes previamente calculadas r, se eliminan las asociadas al

¢) Se definen cuatro puntos ficticios ubicados a una distancia j:%t

momento torsor. Estas fuerzas son un par aplicado en los nudos J y K en la direccién
normal al elemento t(*) de valor igual al momento m,

=1/ — mst(M)

=X 4 m )

El objetivo es reemplazar las fuerzas normales al plano de la Idmina que aparecen en la
teoria de Kirchhoff (asociadas a una parte del corte efectivo) por fuerzas paralelas al plano
de la ldmina que coincidan con la direccion de las tensiones que producen el momento
torsor

(M) sobre y bajo los puntos

J'y K del lado en los cuales se ubican las siguientes fuerzas (estaticamente equivalentes
a los momentos flector y torsor):

Punto Posicién Fuerza f*
I x7 — ﬁt(M) —;ﬁ (m,n + mss)
2 x7 + ét(M) —|—£ (mun + ms)
3 x4 —t) +£ (myn + ms)
4 xK — ét(M) —ﬁ (mpn + mygs)

d) Estos cuatro puntos ficticios en principio debieran corresponderse con los puntos 1 — 4. Sin

24.

embargo a los fines de una mayor generalidad, no se supone esto ultimo y se proyecta
cada punto [’ sobre el cuadrilatero definido por 1 — 4, dando lugar a posiciones (&7, 7;)
con lo cual se transfieren la fuerza asociada mediante

rﬁv =NV (&r,m1) f!

donde las NV (£, 7) son las habituales funciones de interpolacion bilineal y rY indica la
contribucién del nodo ficticio I’ al nudo de sélido N

Modificacion del calculo de la curvatura

La segunda opcidn es no solo escribir las curvaturas en funcién de la normal al lado n sino
también evaluar las fuerzas nodales equivalentes en funcién de la variacion de dicha normal.
La “desventaja” es que requiere realizar modificaciones en las rutinas que evalian la matriz
B, tangente, y hace mas compleja la programacion del elemento. En general las curvaturas en
estos elementos sin rotaciones resultan de una suma

K11 1 n% , 3 (La)z .
Faz | = F Z Li nj (t3 : nl) - Z i (Uz) , (t3 : nl) 3)
2%12 i=1 —ning =1 _2L‘ZZL:L1
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donde n’ es la normal al contorno evaluada en cada elemento adyacente. El producto punto
(t3 - n') puede ser reemplazado por una aproximacién diferente de acuerdo al elemento. Se
obtienen valores con mayor precision Flores y Onate (2007) si:

= se utiliza el dngulo A¢ = sin™ ' (t3 - n?)

= el dngulo A¢ se distribuye proporcionalmente a la rigidez relativa entre elementos adya-
centes

Para superficies homogéneas lo segundo implica distribuir A¢ proporcionalmente a la inver-
sa de las alturas de los trlangulos . La expresion de las curvaturas puede entonces escribirse
l

K11 3 (L)’
k2 | == hi| (LY | 2w )
2K12 i=1 —2[@[/41

que para el caso del lado empotrado en el s6lido
7 = sin~! (—=t3 - n)

La variacion de las curvaturas resulta

K11 3 (L)
§| ko | == _hi| (L} |26% )
2K12 =1 —2L4 L}
Para el lado unido al sélido
07 = — (t3-0n+ n - dty) (6)
donde
1
on = m (]_ —ng n) [Xl£ ) (lSS) — lsS X (leg]
§ (Is) = ou* — ogu’
1
0xre = 1 (—5x1 + 0% + 6% — 5x4)
1
(Stg = Z h_z (nl- ® tg) (5uI
=1
1 1
n-étgzn-zhz n; ®tsz)d :ZEn n;) -5u1)
I=1 I=1
1 . .
ts - on = ts - m (1 —neg Il) [X/é(g (lSS) — lSS(SXlg]
1 . s
= mtg {(1 —n®n) [)@5 ((5uK — 5uJ) -7 (—ox' + 6x* 4 0x° — 5X4)] }

Puede notarse que en el lado de interés -y depende de los 3 nudos del tridngulo y de los
cuatro nudos del sélido, es decir de 21 GdL. En el caso de utilizar una técnica implicita esta es
la aproximacion mds conveniente.

Los resultados presentados més abajo utilizan no ésta si no la primera aproximacion para la
evaluacion de las fuerzas residuales.
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3. UNION RIGIDA DE UN NUDO CON UN ELEMENTO SIN ROTACIONES

Cuando se dispone de sistemas locales esta tipo de restriccion se realiza nudo a nudo. Es decir
se exige que el nudo esclavo ocupe una posicion relativa constante respecto al nudo maestro y
su sistema local. En este caso debido a que no se tienen sistemas locales es necesario disponer
de una superficie sobre la cual quede univocamente definida una terna, para ello el nudo esclavo
se liga con un elemento de superficie que puede ser plano o curvo. En problemas 2D la uni6n
se realiza con un segmento de 2 nudos (segmento plano) o uno de 3 nudos (segmento curvo).
En tanto que para problemas 3D se utiliza un tridngulo de 3 nudos para una aproximacion plana
y un elemento de 6 nudos para las aproximaciones curvas. La aproximacion plana es adecuada
para superficies rigidas o con una discretizacion similar en la superficie esclava y la maestra. A
los efectos de captar correctamente la flexion de la superficie maestra resulta mejor utilizar una
aproximacion curva.

Para las aproximaciones curvas se utilizan las habituales interpolaciones isoparamétricas. Es
también factible utilizar la definicion de las curvaturas propias de cada elemento, pero esto es
mas costoso computacionalmente.

3.1. Problema en dos dimensiones

Posicion original del nudo esclavo

La geometria de la superficie maestra estd definido por las coordenadas de tres nudos, que
localmente denominaremos por 1 - 3. Se define una interpolacién isoparamétrica

3
X (&) =) NX @)
I=1
con las habituales funciones de forma cuadratica
N=-fta-g  N=(-g)  N=Sa+g ®)

En cada punto de la superficie (£) es posible definir un vector tangente t° y un vector normal
al mismo n":

0 __ X’é o 1 _1 1 2 1 3
UK T Xl [(5 2)X %X +<“2)X]

_ ﬁ [% (X3 = X1) + ¢ (X! — 2X? +X3)]
43

—40
0 2
n —

[t?}

Es necesario determinar la posicion relativa (£ € [—1 : 1]) del nudo esclavo sobre la superfi-
cie curva, esto se hace a partir de una proyeccion inicial:

1:o:(X?’—Xl)
O IXE - X1
2
& =+ (X7 = X1 -t — 1
X3 — X1
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y luego en forma iterativa

XP_Zg:NI(é-S )XI_ _§+§2 X1+(1_£2)X2+ §+§2>X3
b K== 20 2 2 2

2
:X2+§% (X3—X1)+%(X1—2X2+X3)

1 1
t0. = m {5 (X*—X") + £, (X' —2X? + X3)}
€ =5+ (XS XE)
[ Xl

hasta lograr convergencia en la coordenada £°. Finalmente

n’ =e; x t°

d= (X*-X")-n’

Posicion actual del nudo esclavo
Para fijar la posicion actual del nudo esclavo es necesario disponer de:

» Las posiciones de los nudos en el elemento maesro x! — x3

= El estiramiento en la direccion transversal \ si estuviera disponible que permite actualizar
la distancia d. En general esto no es asi y se considera que la distancia d es fija como en
los aproximaciones con rotaciones.

Con ello se obtiene

3

3
xP (55) _ ZNI (€S> xI = ZNISXI

I=1

n=e3xt

Reparticion de las fuerzas residuales

La distribucion de fuerzas residuales debe hacerse en forma consistente en funcion de la
variacion de las coordenadas del nudo esclavo:

3
oxS = Z N¥5x! + d én

I=1

Donde
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oxt = ou’

mn=e3xdt=ce [ (n®n ZN,S(Su]
<5
: 1
: tZNéS d :_’x,% t®n ;Nés 5u)
Reemplazando

3
§XS:Z<NIS]_— Ci (t®n)N,I§S> su’

I=1 ‘ Xre }

Simplificacion

Si se utilizan s6lo dos nudos para la definicion de la superficie maestra (se desprecia la
influencia de la curvatura). En la configuracion original

o eexy (XX
(xz-xn- e -xnpE 2
NZS 2‘0 (XS Xl) . tO NlS -1 N2S

d=(X*-X")-n’
Y en la configuracién deformada

(¢ — x)

L
x% = NYx!' + N*°x? + dn

y la reparticion de fuerzas residuales se escribe en forma explicita:

0x° =

NS — dtqts dt,t, N 4+ dtqts —dtity out
_dt2t2 le + dtth +dt2t2 NQS — dtltz 5112

3.2. Problema en tres dimensiones

Definicion de la geometria cuadratica del elemento triangular de 6 nudos (maestro)

La geometria de la superficie maestra esta definido por las coordenadas de seis nudos, que
localmente denominaremos por 1—6, empezando por los 3 nudos centrales [(0,0), (1,0), (0, 1)]
y siguiendo por los nudos opuestos a cada nudo [(1,1), (—1,1), (1, —1)].

6
X (&n) =Y N'(nX! ©)
I=1
=(C+&n N? =¢&4nC N3 =n+(¢
(10)
g _ & M
N=2-1) N=3E-n N =lu-
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Posicion original del nudo esclavo

Inicialmente hay que determinar las coordenadas del punto de proyeccion del nudo maestro.
Una posibilidad es partir del centro del tridngulo (g = 1y = %) y evaluar en forma iterativa la
posicion de referencia y las bases convectivas

N
X5 = 3N (i) X!

I=1
6 6
Xigre = Z N (€xcomic) X! Xk = ZNZ (&xmi) X!
I=1 I=1
t[}{ _ Xieg X Xipk
[ Xk X Xoyk||
Roex = Xoyre X ti K= e X b
[ Xrer X X ! [ Xeere X Xopie|

Y una nueva aproximacion a la proyeccion:
§rkt1 =8k + (XS - XP) : X/gK
77K+1 :nK+ (XS_XIP;) 'X’nK
Finalmente se determina la distancia del punto a la superficie

d=(X°—-X") -t

Posicion actual del nudo esclavo
Para fijar la posicion actual del nudo esclavo es necesario disponer de:

» De las nuevas posiciones de los nudos x!

= El estiramiento en la direccién transversal A\ para actualizar la distancia d (normalmente
no disponible)

Con ellos se calcula

6
la proyeccién sobre la superficie x’ = g NISx!
=1

6

. S 1S I

vector tangente a la superficie (§) x7; = E Nigx
=1

6
- S 1S I
vector tangente a la superficie () xi, = g N,’x
=1

S
'n
ez < x|

_ Xy X X
vector normal a la superficie t=

Y la posicién actual del nudo esclavo

x% =x + dt
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Reparticion de las fuerzas residuales

La distribucién de fuerzas residuales debe hacerse en forma consistente en funcion de la
variacién de las coordenadas del nudo esclavo, que puede simplificarse a lo siguiente:

6
oxS = Z N9 4+ d 6t

I=1

donde (6x! = Ju’)

1
it = HX%XX%‘(l—t(@t) (X,ngéx,é;?—xﬁgnxéx%)
con
d
P-= ] 1-t®t)
n
P, =P (x))

donde (v) es la matriz antisimétrica asociada al vector axial v y

6
ox5, = 3 NISsul
I=1

Reemplazando:
6
5 S S s
0x¥ =Y {N'514+ PN — PN 5} ou’
I=1

Notar entonces que cada uno de los tres grados de libertad del nudo esclavo dependen de los
18 grados de libertad del tridngulo de 6 nudos. La expresion anterior se modifica a medida que
cambia la configuracion.

Simplificacion

Si se desprecia la influencia de la curvaturas, es decir se proyecta sobre el tridngulo de 3
nudos. En la configuracion inicial se tendra

3
X5 =Y "L'X' +dt°
I=1

donde las L’ son las coordenadas de 4rea del punto més cercano al nudo esclavo y d la distancia
al mismo. Para la configuracién deformada se tiene

3
x% = ZLIXI +dt

I=1
3 3 1
oxS = ZL15XI + dot = Z [1L1 + dh—n[ ® t} ou’
I
I=1 I=1

Esta importante simplificacion desprecia totalmente la influencia de la curvatura, no s6lo en
la posicion de la superficie media sino principalmente en la orientacion de la normal, lo cual
tiene importante consecuencias sobre la posicion del nudo esclavo (sobre todo lo segundo).
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Condiciones de contorno

En el caso de discretizaciones en dos dimensiones es casi siempre posible definir una su-
perficie de 3 nudos. En tres dimensiones no pueden elegirse 6 nudos cuando se estd sobre el
contorno. Para tal caso resulta conveniente definir un nudo auxiliar en forma sencilla. Supong-
amos que sobre el lado I (opuesto al nudo local I definido por los nudos J y K') no hay elemento
adyacente, entonces el nudo auxiliar I 4 3 se define por

XI+3 :XJ+XK _XI

y con ellos se procede en la misma forma indicada antes.

4. RESULTADOS NUMERICOS
4.1. Placa empotrada bajo carga uniforme

Una placa cuadrada empotrada en su contorno es sometida a una carga uniformemente dis-
tribuida en toda su superficie. La carga aplicada es de tipo escaldn y se analiza el comportamien-
to en el primer ciclo de movimiento no-amortiguado. El lado de la placa es 10 y el espesor es
0,4. El material se considera eldstico lineal con propiedades £ = 0,5 x 105, v = 0,25y
0 = 1,00. La carga aplicada ¢ = 0, 8. Se considera cinematica no-lineal. La discretizacién en el
plano de la placa se realiza en forma uniforme con 20 divisiones por lado sobre un cuarto de la
geometria total imponiendo las correspondientes condiciones de simetria. Se hicieron tres mod-
elos uno exclusivamente con elementos de lamina, otro s6lo con elementos de sélido y un tercer
modelo acoplado con aproximandamente la mitad de la superficie modelada con elementos de
ldmina y la otro mitad con elementos de 1dminas. Para los modelos de sé6lido se usaron elemen-
tos exahedros de 8 nudos y se utilizaron 3 elementos en el espesor de la ldmina. En los modelos
con solidos, en los bordes empotrados se permiti6 la contraccion en la direccion normal a la
ldmina. En la Figura 2 se muestra la discretizacion utilizada en el caso acoplado y la deformada
(5X) para el instante ¢ = 0, 1. En la Figura 2 se muestra, para los tres modelos, el desplazamien-
to vertical del punto punto central de la placa y del punto correspondiente donde se acoplan los
modelos. Puede verse que los tres modelos dan resultados casi coincidentes. E1 modelo con
laminas logra obtener este mismo desplazamiento con menor cantidad de elementos, la fineza
de la malla responde a las limitaciones del elemento de s6lido para modelar correctamente el
comportamiento flexional.

4.2. Union de un tubo y una placa

En este caso se analiza la union entre una tubo y una placa. El tubo de radio 10 mm y espesor
0.75 mm estd unido a una placa cuadrada de 100 mm de lado y 1 mm de espesor. El radio del
filete de la interseccion es 1 mm. Debido a la simetria del problema se modela sé6lo la mitad.
Tanto el tubo como la placa estan hechos de alumninio con £ = 69 x 103 MPa, v = 0,3, y
p = 2740 kg/m3.

Se consideraron dos modelos: uno con sé6lo elementos de ldmina donde se utiliz6 una malla
fina en la zona de interseccion pero sin considerar el radio del filete; y un segundo modelo
donde se acoplaron elementos de ldmina y elementos s6lidos de 8 nudos. La malla de sélidos,
que modela detalladamente el radio del filete, se extiende 10 mm a lo largo del tubo y hasta un
radio de 25 mm en el plano de la placa. Se usaron 4 elementos en el espesor lo que permite
calcular con buena precision la concentracion de tensiones en el filete.

La Figura 3.a muestra la configuracion deformada (magnificada por 20) para el modelo
acoplado. La Figura 3.b muestras los contornos de desplazamientos normales a la placa en
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Figura 2: Modelo de la placa acoplando elementos de lamina y sélido.

la zona central (cuadrado de 65 mm) para ambos modelos. El circulo en la figura indica la parte
de la placa modelada con elementos de continuo. Los desplazamientos obtenidos con el modelo
acoplado son un poco menores debido al comportamiento algo rigido de los elementos de sélido
de 8 nudos.

(a) (b)

Figura 3: Uni6n de un tubo con una placa. (a) Configuracién deformada (20X) para el modelo acoplado. (b)
Contornos de desplazamiento transversal en la superficie media de la placa para ambos modelos: s6lo ldmina
(arriba) y modelo acoplado (abajo)

4.3. Ovalamiento de un codo

Un tubo de radio » = 19,83 cm y espesor ¢ = 1,041 cm, empotrado en un extremo y
formado por un tramo recto de 182,9 cm un codo a 90° de radio 60,95 cm y un segundo tramo
recto de 60, 96 cm, estd sometido a un giro impuesto en su extremo libre. Este giro se impone
sobre todos los nudos de la seccion extrema de tal forma que esta se mantiene plana y circular.

2508



El tubo puede estar sometido a una presion interna y se consideran entonces dos casos a) p = 0
y b) p = 3,45 MPa.

La flexién pruduce un ovalamiento principalmente en la zona del codo. Las propiedades
mecdnicas del material constitutivo son: £ = 194GPa, v = 0,264, § = 7800 kg/m? y plas-
ticidad asociada (von Mises) con endurecimiento isétropo gobernado por la relacion o, =
5,71 x 108(e, + 0,006)%!

Se consideraron dos tipos de modelos uno exclusivamente con elementos de ldminas y otro
acoplado donde la zona del codo se model6 con elementos de solido de 8 nudos. Se utilizaron
dos discretizaciones para el modelo de laminas, una relativamente gruesa con 672 elementos y
una discretizacién “media” con 2688 elementos. En ambos casos se utilizacon 7 puntos de inte-
gracion en el espesor de la 1amina a los fines de captar detalladamente la flexién elasto-plastica.
Para los modelos con sélidos se utilizaron 3 discretizaciones de la superficie, las mismas indi-
cadas para la lamina mas una discretizacion “fina” de la superficie equivalente a 6048 elementos
de lamina. Para la malla gruesa se utilizaron 2 elementos en el espesor, para la malla media se
hicieron dos modelos con 3 y 6 elementos en el espesor y para la malla fina se utilizaron 3
elementos en el espesor.

La Figura 4 muestra la geometria final del codo con la malla acoplada més fina. Se han grafi-
cado los contornos de deformaciones plasticas efectivas sobre el codo. Los valores méximos
son del orden de 0,04. Se ha incluido el mismo contorno de deformaciones sobre la malla me-
dia con s6lo elementos de ldmina con fines comparativos. En los modelos s6lo se ha discretizado
la mitad del tubo debido a la simetria.
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Figura 4: Codo sometido a flexién. Deformada final (X=1). Contorno de deformaciones plasticas efectivas sobre
la cara externa del codo

En la Figura 5 se ha graficado el momento resistente en funcién de la rotacion impuesta
para ambos casos de carga (con y sin presion) y para las distintas mallas consideradas. Puede
notarse que no hay diferencias significativas entre malla gruesa y media para los modelos de
lamina, esto en parte debido al excelente comportamiento membranal del elemento NBST. El
modelo acoplado sobre la malla media di6 resultados casi coincidentes al utilizar 3 o 6 elemen-
tos en el espesor. Esto indic6 que la limitacion del elemento de sélido estaba relacionada con
el comportamiento en el plano de la membrana y no con los detalles de la flexion debido al
ovalamiento, por ello la malla fina también utiliz6é 3 elementos en el espesor. Puede notarse que
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la convergencia con la discretizacion es mas bien lenta y que esto no permite alcanzar resultados
similares con los modelos de lIdminas y los modelos acoplados sin embargo los resultados cual-
itativos mostrados en la Figura 4 indican un buen comportamiento de la restriccién multipunto
propuesta.
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Figura 5: Codo sometido a flexiéon. Momento resistente en funcién de la rotacién impuesta. (a) sin presion interna.
(b) con presién interna

4.4. Panel reforzado

Este ejemplo muestra una aplicacion de uniones rigidas entre nudos. Se trata de un panel
cilindrico de 200 mm de radio de 100 x 100 mm en planta. El panel tiene un refuerzo en forma
de “T” a lo largo de la generatriz en la mitad central. Estd empotrado en un extremo y sometido
a una presion normal p = 88 kPa. El espesor del panel y del refuerzo es de 1 mm y el material
utilizado es un acero con comportamiento elasto-plastico. En la Figura 6 se puede visualizar la
geometria

Figura 6: Panel reforzado. Vista de la geometria

La carga se aplica en forma lineal desde O hasta el valor médximo en 0.8 mseg y luego se
mantiene constante. Se realizaron dos modelos, un primer modelo en el cual los nudos del
panel que se solapan con el refuerzo se relacionan con los nudos sobre este ultimo a través de
relaciones multipunto y un segundo modelo en el cual la zona solapada se modela como una
Unica lamina del doble de espesor.
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En la Figures 7 se muestra una vista de la geometria del panel con un contorno de defor-
maciones plasticas efectivas para ambos modelos. La plasticidad se concentra sobre el borde
empotrado en la parte inferior de la pared vertical (comprimida) y en los extremos del panel
(también comprimidos). Los valores mostrados son casi coincidentes para ambos modelos.
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Figura 7: Panel reforzado. Contornos de deformacién pléstica efectiva. Solapado (arriba) y Doble espesor (abajo).

En la Figura 8 se muestra la historia en el tiempo del desplazamiento punto central del
extremo libre del panel. Puede notarse una muy buena concordancia entre ambos modelos.
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Figura 8: Panel reforzado. Desplazamiento del extremo del rigidizador
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5. CONCLUSIONES

Se han presentado dos formulaciones para el tratamiento de restricciones multi-punto cuando
se utilizan elementos de lamina si grados de libertad de rotacion. Una para la combinacion
con elementos de so6lido y otra para el solapamiento de laminas. Estas formulaciones se han
implementado en un cédigo con integracion explicita de las ecuaciones de movimiento.

Los ejemplos que acoplan elementos de ldmina y sélido muestran que son suficientes tres
elementos de sélido en el espesor de la lamina. En general la modeliizacion con elementos de
sOlido requiere de una discretizaciéon mas fina en la superficie de la ldmina. El ejemplo de la
placa cuadrada, con una malla fina muestra que la formulacién conduce a resultados correctos.
Los ejemplos del tubo unido a la placa y el codo muestran el excelente comportamiento del
elemento de ldmina y nuevamente la necesidad de utilizar mallas finas de elementos de sélido.

El ejemplo modelizacién de laminas solapadas usando restricciones multipunto muestra muy
buenos resultados. Esto es particularmente cierto en este ejemplo donde el comportamiento
es principalmente membranal pero presenta algunas diferencias en problemas puramente flex-
ionales.

AGRADECIMIENTOS
El autor agradece el apoyo financiero de CONICET (Argentina) y de la SeCyT-UNC.

REFERENCIAS

F.G. Flores y E. Ofiate. A basic thin shell triangle with only translational dofs for large strain
plasticity. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 51:57-93, 2001.
F.G. Flores y E. Onate. Improvements in the membrane behaviour of the three node rotation-free
bst shell triangle using an assumed strain approach. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 194:907-932, 2005.

F.G. Flores y E. Ofate. A rotation-free shell triangle for the analysis of kinked and branching
shells. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 69:1521-1551, 2007.

2512



	INTRODUCCIÓN
	UNIÓN DE ELEMENTOS DE LÁMINA SIN ROTACIONES CON ELEMENTOS DE SÓLIDOS
	Nudo sobre una arista
	Lado sobre una cara
	Transferencia de fuerzas equivalentes a los momentos
	Modificación del cálculo de la curvatura

	UNIÓN RÍGIDA DE UN NUDO CON UN ELEMENTO SIN ROTACIONES
	Problema en dos dimensiones
	Problema en tres dimensiones

	RESULTADOS NUMERICOS
	Placa empotrada bajo carga uniforme
	Unión de un tubo y una placa
	Ovalamiento de un codo
	Panel reforzado

	CONCLUSIONES

