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capituLo 1

Légica y demostraciones

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Contents
[I.1. Logicaproposicionall. . . . . . ot v it i it ittt e e e e e e e e e e e e e e 7
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1.4 ntifi resanidados] . . . . . .. L L e e e e e e e e e 19
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..................................................... 29
[1.7. Operaciones con conjuntos| . . . . . v v v v vt v it i it e e e e e e e 33
L8 FUDCIONES| . « .« « v ottt i e e 39

1.1. Ldgica proposicional

Definicion. Una proposicion es toda oracion o enunciado que es, o bien verdadera, o bien
es falsa, pero no ambas cosas a la vez. Notacion: para las proposiciones emplearemos
letras y, por convenio, empezaremos con p, ¢, 1, S, ..., también usaremos P, O, R, S, ...,y
cuando no alcanza también con a, 8, v, ...

Definicion. El Valor de Verdad (VV)) de una proposicion dada, o bien es verdadero si la
proposicion es verdadera, o bien es falsa en caso contrario. Notacion: en el primer caso
simbolizaremos con [Ty con[Hen el segundo caso.

Observacion. Denotaremos “verdadero” con [T}, como en estas notas, aunque también se
suele usar [Vl como en el texto de referencia (Rosen| (2004)). Un motivo de la prime-
ra eleccion es para aminorar confusiones con el simbolo V cuando se escribe con letra
manuscrita en las evaluaciones.

Observacion. También se suele simbolizar falso y verdadero con 0 y 1, respectivamente,
lo cual es una notacion controversial porque O ni 1 son valores 16gicos, no obstante, su
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1.1. LOGICA PROPOSICIONAL CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

uso se encuentra muy difundido, zg-] en compiladores, si bien también se utilizan otras
convenciones en los compiladores, en técnicas digitales, en Sec. 2.7 del texto de referencia
(Rosen| (2004))), etc.

Definicion. Una proposicion compuesta es un proposicion obtenida por la combinacién
de una o més proposiciones dadas mediante el uso de operadores (o conectivos) logicos.

Definicion. La Tabla de Verdad (TV)) muestra en forma sistematica los valores de verdad
de una proposicién compuesta en funcion de los todas las combinaciones posibles de los
valores de verdad de las proposiciones que la componen.

Comentario. Consideraremos 6 operadores (o conectivos) 16gicos:

1) Negacion (not)

2) Conjuncién (and)

3) Disyuncion (inclusiva) (or)

4) Disyuncion exclusiva (xor)

5) Implicacion (material implication)

6) Doble implicacién o bicondicional (eqv)

en donde, en negrita, se destacan los conectivos l6gicos de uso tan frecuente que han sido
incorporados en pseudolenguajes, técnicas digitales, y en lenguajes de programacion. En
el libro de texto de referencia (Rosen| (2004))) se emplean casi indistintamente las frases
“operador 16gico” y “conectivo 16gico” excepto para la negacion, en donde prefiere la
primera (porque s6lo hay una proposicion p).

Definicion. Sea p una proposicién. El enunciado “no se cumple p” es otra proposicion
llamada la negacion de p. Notacion: la negacion de p se denota con —p y se lee “no p”.
La[TVlde la negacion es la dada en la Tabla[l.1]

P

= s

T
F
Tabla 1.1: Negacién (not).

Definicion. Sean p y g proposiciones. La proposiciéon compuesta “py ¢’ es la proposicion
que es verdadera cuando tanto p como ¢ son verdaderas y es falsa en los demds casos.
Notacion: la conjuncién de p y g se denota con p A gy se lee “py ¢”. La[TVlde la
conjuncion es la dada en la Tabla[1.2]

Tabla 1.2: Conjuncién (and).



CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES 1.1. LOGICA PROPOSICIONAL

Definicion. Sean p y ¢ proposiciones. La proposicion “p 6 ¢g” es la proposicion que es
falsa cuando tanto p como ¢ son falsas y es verdadera en los demads casos. La de la
disyuncion inclusiva es la Tabla[l.3] Notacion: la disyuncion de p y g se denota con p V g
yselee “p 6 q”.

Observacion. En ciencias juridicas, para evitar ambiguedades, se suele emplear “p y/o ¢”,
lo cual justifica el calificativo “disyuncion inclusiva”, esto es, p V g es verdadera cuando,
o bien p es verdadera y g es falsa, o bien p es falsa y g es verdadera, o bien ambas p y ¢
son verdaderas.

Tabla 1.3: Disyuncién (o disyuncién inclusiva, or).

Definicion. Sean p y g proposiciones. La proposicion “o bien p o bien g pero no am-
bas” es aquella que es verdadera cuando exactamente solo una de las proposiciones es
verdadera, y es falsa en los demds casos. Notacion: la disyuncion exclusiva de p y ¢ la
denotaremos con p® ¢ y se puede leer como “o bien p, o bien ¢”. La[TVlde la disyuncién
exclusiva es la dada en la Tabla[l.4]

Tabla 1.4: Disyuncién exclusiva (xor).

Observacion.

= En el texto de referencia (Rosen (2004)) se emplea la notaciéon p @ ¢, y es la que
adoptada aqui;
= En cambio, en el texto de consulta (Johnsonbaugh|(2005)) se emplea la notacién p¥Vgq.

Observacion. Las de la disyuncion exclusiva p® g y de (p A =g) V (=p A g) son las
mismas, como se muestra en la Tabla[I.5]

P q|lpoq| (pr-gV(=pArg)
F F| F F
F T| T T
T F| T T
T T| F F

Tabla 1.5: Las[TV]de la disyuncién exclusiva p@® gy de (p A =q) V (=p A g) son las mismas.

Tarea. Mostrar que las [T'V]de la disyuncién exclusiva p ® gy de =(p A g) A (p V g) son
las mismas.



1.2. EQUIVALENCIAS PROPOSICIONALES CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

Tabla de verdad con mas de dos proposiciones

= Con dos proposiciones p y g se observa que las tienen 4 filas, ezg-]las correspon-
dientes a los conectivos 16gicos (excepto la negacion);

» En general, 1a[TV]de una proposicion obtenida por la combinacién de n proposicio-
nes, tendrd 2" filas. Este resultado se demuestra en conteo (y suele preguntarse en el
parcial 2, globalizador y finales!);

= Si bien no es importante el orden dado a las filas en una [TVl sin embargo, puede ser
conveniente adquirir un criterio sistemdtico, para no omitir alguna fila combinatoria
y/o no repetir alguna (errores algo frecuentes en las evaluaciones).

Ejemplo.

= Si una proposicién compuesta estd formada por 2, 3, 4, y 5 proposiciones, entonces
hay 4, 8, 16, y 32 filas en su [TVl respectivamente, lo cual no parece tan extenso de
hacer;

= Pero con 200, 300, 400, y 500 proposiciones habran, aproximadamente, 1 x 106,
2% 10%, 2 x 10!20, y 3 X 1019 filas en su respectivamente, lo cual es muy caro,
aun computacionalmente. Adelantamos (lo verdn en la asignatura AED) que leyes de
crecimiento como 2", donde n es el tamafio del problema, son muy “malas noticias”
en computacion.

1.2. Equivalencias proposicionales

Definicion. Sean p y g proposiciones. La implicacion “si p entonces ¢” es la proposicion
que es falsa tinicamente cuando p es verdadera y ¢ es falsa, y es verdadera en los demas
casos. Notacion: la implicacién “si p entonces g”, se denota con p — q. Nomenclatura:
en la implicacion p — ¢, la p es la premisa (o hipotesis, o antecedente), y la g es la
conclusion (o tesis, o consecuente). La[T'V|de la implicacion es la dada en la Tabla[1.6]

P qlp—ogq
F F| T
F T| T
T F| F
T T| T

Tabla 1.6: Implicacion.

Observacion.

= La definicién de la implicacién p — ¢ es mds general que en el lenguaje corrien-
te, [.e.| a diferencia del sentido comtn, no hay una relacién “causa-efecto” entre la
premisa p y la conclusion g, lo cual es sorprendente para el nedfito;

» Una forma util de entender el [VV] de la implicacion es pensarla como un contrato
legal. Tarea: leer el ejemplo alusivo en el libro de texto de referencia (Rosen (2004)));

Observacion. Hay muchas maneras de expresar la implicacién p — ¢ (todas se preguntan
en las evaluaciones!). Mencionamos 12:
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CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES 1.2. EQUIVALENCIAS PROPOSICIONALES

1) Si p, entonces g.
2) Sip, q.
3) p es suficiente para g.
4) g si p.
5) g cuando p.
6) Una condicion necesaria para p es g.
7) p implica g.
8) p sdlo si g.
9) Una condicion suficiente para g es p.
10) g siempre que p.
11) g es necesaria para p.
12) g se deduce de p.

Observacion. En los cursos de l6gica se describe con mds cuidado el siguiente detalle en
el enunciado de la implicacién ““si p entonces g’

= Normalmente la palabra si introduce al antecedente. O sea, lo que viene a continua-
cién de la palabra si es la premisa p;

= La excepcion es cuando aparece en la frase s6lo si, en donde se invierten los términos.
O sea, lo que sigue después del solo si es la conclusion q.

Ejemplo. [por Eli Haye]. Sea p: ser santafesino (en un sentido provincial), y g: ser argen-
tino. Se tiene:

1) Si (es santafesino), entonces (es argentino).
2) Si (es santafesino), (es argentino).
3) (Ser santafesino) es suficiente para (ser argentino).
4) (Es argentino) si (es santafesino).
5) (Es argentino) cuando (es santafesino).
6) Una condicion necesaria para (ser santafesino) es (ser argentino).
7) (Ser santafesino) implica (ser argentino).
8) (Es santafesino) solo si (es argentino).
9) Una condicion suficiente para (ser argentino) es (ser santafesino).
10) (Es argentino) siempre que (sea santafesino).
11) (Ser argentino) es necesario para (ser santafesino).
12) (Ser argentino) se deduce de (ser santafesino).

Reciproca, contrapositiva (o contra-reciproca) e inversa
Definicion. A partir de la implicacion p — ¢ se definen:

= La proposicion g — p es la reciproca de p — q;
» La proposicion -g — —p es la contrapositiva (o contra-reciproca) de p — g;
= La proposicién -p — —q es la inversa de p — q.

Observacion. Las[TV]de la implicacién p — g y de su contrapositiva -g — —p son las
mismas, ver la Tabla

11



1.2. EQUIVALENCIAS PROPOSICIONALES CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

Tarea. Mostrar que las de la reciproca ¢ — p y de la inversa -p — —¢g de la implica-
cién p — g son las mismas.

P qlp—oq|-qg—o-p
F F| T T
F T| T T
T F| F F
T T| T T

Tabla 1.7: Las[TVlde la implicacién p — q y de su contrapositiva =g — —p son las mismas.

Doble implicacién (o bicondicional)

Definicion. Sean p y g proposiciones. La doble implicacién (o bicondicional) de p y ¢
es la proposicion compuesta que es verdadera cuando p y ¢ tienen los mismos valores de
verdad y es falsa en los demds casos. Notacion: la doble implicacidon de p y g se denota
con p < ¢. La[T'Vlde la doble implicacion es la dada en la Tabla[I.§]

P qlpeog
F F| T
F T| F
T F| F
T T| T

Tabla 1.8: Doble implicacién (o bicondicional eqv).

Observacion. Hay varias maneras de expresar la doble implicacién p < ¢ (y se pregun-
tan en las evaluaciones!). Mencionamos 4:

1) psiysdlosig.

2) p es necesario y suficiente para q.
3) Si p entonces ¢ y reciprocamente.
4) pssip.

Observacion. La de la doble implicacién (o bicondicional) p <& gy de (p — g) A
(¢ — p) son las mismas, ver la Tabla[I.9] Esto es ttil en las demostraciones.

P qlpeoqg|poarg—p)
F F| T T
F T| F F
T F| F F
T T| T T

Tabla 1.9: Las[TV]de la doble implicacién (o bicondicional) p & gy de (p — ¢) A (g — p) son las mismas.

Observacion. Las[TV]del bicondicional p <> gy de (p A g) V (=p A —=g) son las mismas,
como se muestra en la Tabla

Observacion. Las [T'V]del bicondicional p < gy de =(p & ¢) son las mismas, como se
puede concluir al comparar las Tablas[1.4]y[1.§]

12



CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES 1.2. EQUIVALENCIAS PROPOSICIONALES

P qlpoqg| A9V (=pA-g)
F F| T T
F T| F F
T F| F F
T T| T T

Tabla 1.10: Las[TVlde la doble implicacién (o bicondicional) p < gy de (p A ¢) V (=p A —¢g) son las mismas.

prioridad de | operador | nombre
precedencia | 1dgico
1

negacion

conjuncién (and)

disyuncién (or)

implicacién (o condicional)

doble implicacién (o bicondicional)

T 1 <>1

|9, I SN OS I )

Tabla 1.11: Reglas de precedencia de los operadores 16gicos.

Reglas de precedencia de los operadores logicos

= La proposiciéon compuesta (p V g) A (—r) es la conjuncién de p V g y de —r;

Para reducir el nimero de paréntesis se conviene que la negacion se aplica antes que
los demds operadores, [e-g-]la proposicion (—p) A g, se reduce a =p A g, pero (—p) A q
no es lo mismo que —(p A q);

En general se acostumbra, si no hay ambiguedades, utilizar las Reglas de precedencia
(RP) dadas en la Tabla[[.11} Empero, si hay dudas, entonces emplear los paréntesis;
Ejemplo: la notaciéon p V ¢ — r quiere significar (p V g) — r. De ningin modo
equivale, por ejemplo, a p V (¢ — r), un fatal error en un examen;

Las [RP|se usan libremente tanto en los libros como en la Guia de Trabajos Préicticos
y en las evaluaciones.

Tautologia, contradiccion y contingencia

Definicion. Una proposicion compuesta que siempre es verdadera, no importando los
de sus proposiciones componentes, se denomina tautologia.

Definicion. Una proposicion compuesta que siempre es falsa, no importando los [VV]de
sus proposiciones componenentes, se denomina contradiccion.

Definicion. Una proposicion compuesta que no es una tautologia ni una contradiccién se
denomina contingencia.

Ejemplo. En la Tabla se muestra un ejemplo de una tautologia y de una contradic-
cion.
Equivalencia logica

Definicion. Se dice que las proposiciones p y g son 16gicamente equivalentes (LE]), o que
p y g definen una equivalencia légica, siempre que el bicondicional p < ¢ se reduce a
una tautologia. Notacion: cuando p y g son[LEl se denota con p = g.

13



1.2. EQUIVALENCIAS PROPOSICIONALES CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

p -p|pVv-p|pAr-p
F T |T F
T F | T F

Tabla 1.12: Un ejemplo de una tautologia (la columna p V —p siempre es[T)), y de una contradiccién (la columna p A —p
siempre es[B).

Equivalencia Légica (EL) Ley

pVE=p 1
pANT =p identidad

pvT=T dominacién 2
pANF=F

PVPp=EPp idempotencia 3
PAP=EPp

-(=p)=p doble negacién | 4
pVvqg=qVp conmutativas 5
PAPEGAPp

(pV@QVr=pVvigVr) asociativas 6
(PAGPNTr=pA(GAT)

pV@Ar)=(pVg A(pVr) | distributivas 7
AV =(QPAQV(pAT)

—(pVq =-pA-gq De Morgan 8
~(PAG=-pV g

pvVPAg=p absorcion 9
pANpVg=p

pvV-p=T negacion 10
pA-p=F

Tabla 1.13: Tabla de[ELlde uso muy frecuente.

Observacion. El simbolo = no es un operador (o conectivo) 16gico, puesto que p = ¢
no es una proposicién compuesta, sino que quiere indicar que el bicondicional p < ¢ se
reduce a una tautologia.

Ejemplo. En la Tabla|1.13se listan las equivalencias 16gicas de uso muy frecuente en las
evaluaciones.

Ejemplo. En las Tablas [I.14H1.15|se incluye listados de [EL]relacionadas con condiciona-
les y bicondicionales, respectivamente.

Tarea. Verificar cada una de las leyes listadas en las Tablas[I.13H1.15] -z como se hace
en el siguiente ejemplo.

P2 qg=-q—>p (c)
pPoqg=-pVgq (c2)
“(p—>q=pA—q (c3 (se obtiene aplicando De Morgan en c2))
pVg=-p—gq (c4)
pAg=-(p——q) (c5)

pPo9ANp—or=p—o(@Ar) (c6)
p—=>nNA(@—->nrn=pEVveg —r (7
p=@Vvp—onr=p—->(@Vr) (cB)
(p—=>nVvig—->n=pErg-—r (9

Tabla 1.14: Algunas[Elrelacionadas con condicionales.

14



CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES 1.2. EQUIVALENCIAS PROPOSICIONALES

pog=(p-og@A@—p (bl

peqg=-p e g (b2)
peqg=@PAQV(EpA-g)  (B3)
“(pe g =peo g (b4)

Tabla 1.15: Otras[El relacionadas con bicondicionales.

/—’P; —_—
p q | ~(pvVqg | - pA-qg | PO
F F T T T
F T F F T
T F F F T
T T F F T

Tabla 1.16: Demostracién mediante [TV]de las leyes de De Morgan para proposiciones en el caso —=(p V g).

Ejemplo. Leyes de De Morgan para dos proposiciones. En las Tablas 1.17] se
demuestra, por medio de una que:

= =(pVq) =-p A g, es decir: “no (p o g) es equivalente a (no p) y (no q)”’;
= =(p A g) =-pV g,esdecir: “no (py q) es equivalente a (no p) o (no q)”.

Ejemplo. Consigna: justificar, con y sin el uso de[TVl si ((p = g) A(gA 1)) = (p — 1),
es una tautologia, contradiccion o contingencia. Solucion:

= Con [TV} para el hogar!

= Sin[TV] considerar los pasos detallados en la Ec (1.1));

» Comentario: la técnica es eliminar las implicaciones, luego las negaciones, luego
asociar o distribuir para obtener alguna ley conocida (g-g-] identidad, dominacion,
absorcion, negacion, etc. Hay muchos caminos... el mejor es intentar, intentar, inten-
tar, ...

Observacion. En Tabla se muestra un ejemplo de tautologia.

S G
p q|-(pAq | -pVq | PoQ
F F T T T
F T T T T
T F T T T
T T F F T

Tabla 1.17: Demostracién mediante [TV]de las leyes de De Morgan para proposiciones en el caso =(p A q).

15



1.3. PREDICADOS Y CUANTIFICADORES CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

p q r |a=pVqg|b=(=pVr)|c=gqVr|d=arb|e=d—c
F F F F T F F T
F T F T T T T T
T F F T F F F T
T T F T F T F T
F F T F T T F T
F T T T T T T T
T F T T T T T T
T T T T T T T T
Tabla 1.18: Ejemplo de una tautologia.
ANBVO)=[(p>9A(@—>nrN]—->(p—or) uso Tabla[l.14+cl
==[p>gA(@—->r)]V(p—r) uso ley de De Morgan
=[-(po>qV-(g->nNIVp-or elimino corchetes
=-(poqV-(gqo>rV(p—or uso Tabla[I.14+c1
=-(-pVqg)Va(gVr)V(mpVr) De Morgan y saco ultimo ()
=(pA-q)V(@AN-1r)V(mp)Vr asocio convenientemente
=[(pA=q@)V-plVIgA-r)Vr] uso ley distributiva
=[(pV-ap A(mgV-ap)lVIgVr)A(=rVvrl uso ley de la negacion
=[TAN(—qgV-plVIilgVvr)AT] uso ley de identidad
=(—gV-p)V(gVr) puedo quitar paréntesis
=-gV-opVgVr asocio convenientemente
=(—gVq)V(—~qgVr) uso ley de la negacion
=TV (-gVr) uso ley de la dominacion
=T es una tautologia.

(1.1)

1.3. Predicados y cuantificadores
Definicion.

= Sea P(x) un enunciado que incluye a la variable x € D. Se denomina Funcién Pro-
posicional (EP), o predicado, al enunciado P si, para cada valor x € D, se tiene que
P(x) es una proposicion;

» Se denomina Dominio de Discurso (DD)) al conjunto D del enunciado P.

= Caso con mas de una variable: un enunciado de la forma P(x;, x, ..., x,,) €s el [VVIde
la[FP| P en la n-tupla (x1, x2, ..., X,);

Observacion.  Algunos conjuntos de uso frecuente:

= Enteros: Z ={...,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ...} (notar que el 0 no-tiene signo);
» Enteros positivos: Z* = {1,2,3,...};
= Enteros negativos: Z~ ={..., -3, -2, —1};
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= Enteros no-negativos: Zg =1{0,1,2,3,...} (de utilidad en induccién);
= Numeros reales R.

Observacion.  En general, el VV]de una Funcién Proposicional P(x) puede ser, o bien
M, o bien [F segin sea el DD, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo.  Sea el enunciado P(x) : x+ 1 > 2x, con x € Z. Entonces

1) siel[DDles el intervalo —co < x < 1, entonces P(x) es[T};
2) siel[DDles el intervalo 1 < x < oo, entonces P(x) es[E

Cuantificador existencial

Definicion. La cuantificacion existencial de la funcién proposicional P con Dominio de
Discurso D es la proposicion: P(x) es verdadera para al menos un valor x en el No-
tacion. Se denota con dx, P(x), donde 1 es el cuantificador existencial. Nomenclatura.
La notacién dx, P(x) se puede leer indistintamente como sigue:

= Hay UN x tal que P(x);

= Hay AL MENOS UN x tal que P(x);
s Para ALGUN x, P(x);

= EXISTE x tal que P(x).

Observacion.

= Cuando todos los elementos del se pueden enumerar, o sea cuando xj, X2, ... Xy,
se tiene que
dx P(x) = P(x1) V P(x3) V ... V P(x,) (1.2)

puesto que la disyuncion es verdadera ssi al menos uno de P(x;), P(x3), ..., 0 P(x,)
es verdadero;
= Notacién: el lado derecho de la Ec. (1.2) lo abreviaremos con

any (P(x)) = \/ P(x;) = P(x;) V P(x2) V ... V P(x,) (1.3)

i=1

» La evaluacién dada por la Ec. (I.2) la ejemplificaremos en un programa demo en la
Sec.[I.3] y es tan frecuente en la practica que en algunos lenguajes de programacion,
e.g. Python y Fortran disponen de la funcién intrinseca any().

Cuantificador universal

Definicion. La cuantificacion universal de la funcién proposicional P con Dominio de
Discurso D es la proposicion: P(x) es verdadera para todos los valores x en el [DDL Nota-
cion. Se denota con Yx, P(x), donde V es el cuantificador universal. Nomenclatura. La
notacion Vx, P(x) se puede leer indistintamente como sigue:
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= Para TODO x se cumple P(x);
= Para CUALQUIER x se cumple P(x);
= Para CADA x se cumple P(x).

Observacion.

s Cuando todos los elementos del se pueden enumerar, o sea cuando xi, xp, ..., Xp,
se tiene que

Vx, P(x) = P(x;) A P(xp) A ... A P(xp,) (1.4)

puesto que la conjuncién es verdadera ssi P(x;), P(x,), ..., P(x,) son todas verdade-
ras;
= Notacion: el lado derecho de la Ec. (1.4) lo abreviaremos con

all (P(x)) = /\ P(x;) = P(x1) A P(xp) A ... A P(xy) (1.5)

n
i=1

» La evaluacién dada por la Ec. (I.4) la ejemplificaremos en un programa demo en la
Sec.[I.3] y es tan frecuente en la prictica que en algunos lenguajes de programacion,
e.g. Python y Fortran disponen de la funcién intrinseca all().

Observacion. En la Tabla se resume cuando una sentencia cuantificada es [T o [F.

Observacion. Enfatizamos la importancia que tiene el [DDI en los ejercicios: para una
misma sentencia cuantificada, el resultado puede ser verdadero o falso dependiendo de
cémo se haya definido el DD} como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Evaluar el [VV]de Yx (x> > x) cuando: (i) x € R (tema 1); y (i) x € Z (tema
2). Solucién: sea x? > x. Restando x miembro a miembro, se tiene que —-x>x-x, y
sacando factor comtin x en el lazo izquierdo de esta ultima desigualdad queda x(x—1) > 0,
cuyas soluciones son x < 0 o x > 1. En cuanto al intervalo 0 < x < 1 se puede observar:

1) Cuando la variable x puede tomar valores reales, habran (infinitos) valores de x en
dicho intervalo pero, en ese caso, la ultima desigualdad es invélida (verificarlo!). Por
eso, se concluye que Vx (x* > x) esBcuando x € R;

i1) Cuando la variable x sélo puede tomar valores enteros, no existen valores de x en
dicho intervalo tales que hagan [F la dltima desigualdad. Por tanto, en este caso se
concluye que Vx (x* > x) es[Tl cuando x € Z.

Observacion.  Hay que tener cuidado cuando se usan los cuantificadores Vx o dx. Por
ejemplo, sean:
P(n) : nes par

Q(n) : n es impar. (1.6)

donde el DD/ es conjunto de los enteros Z. Entonces:

= Vn (P(n) v Q(n)), se puede enunciar como “para todo entero n, se tiene que n es par
o n es impar”, lo cual es[T},

18



CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES 1.4. CUANTIFICADORES ANIDADOS

sentencia cudndo es cuéando es[H

cuantificada

Ax, P(x) P(x) es[Mpara AL MENOS UN x | P(x) es[Hpara TODO x

Vx, P(x) P(x) es[Mpara TODO x Al menos un x tal que P(x) es[H

Tabla 1.19: Casos cuando una sentencia cuantificada es[Tlo[El

= Pero (Vn P(n)) V (Yn Q(n)), se puede enunciar como “todos los enteros n son pares,
o todos los enteros n son impares”, lo que es[E;
= Se concluye que, en general,

Vn (P(n) Vv Q(n)) # (Yn P(n)) vV (Yn Q(n)) (1.7

Negacion de proposiciones cuantificadas o leyes de De Morgan generalizadas para la légica

Teorema. Sea P una[FPlen un dado. Entonces

=(dx, P(x)) = Yx—P(x)

~(¥x, P(x)) = Ax-P(x) (1.8)

Demostracion de la primera parte (la segunda queda como tarea para el hogar):

= Suponga que —(dx, P(x)) es [Tl Eso significa que Ax, P(x) es[El Por la definicion del
cuantificador existencial, la proposicién x, P(x) es [Fl cuando P(x) es [E para todo
x € D. Pero si P(x) es[E para todo x € D, eso significa que —P(x) es [Tl para todo
x € D. Por la definicion del cuantificador universal, cuando —P(x) es[T]para todo x €
D, la proposicion Yx, =P(x) es [Tl Entonces, cuando —(dx, P(x)) es [T}, la proposicion
¥ x, =P(x) también es [T},

» Suponga que —(dx, P(x)) es[E Eso significa que dx, P(x) es [Tl Por la definicion del
cuantificador existencial, la proposicion dx, P(x) es [Tl cuando P(x) es [T] para algin
x € D. Pero si P(x) es [T| para algin x € D, eso significa que —P(x) es [F para
algin x € D. Por la definicion del cuantificador universal, cuando —P(x) es [Fl para
algin x € D, la proposicion Yx, =P(x) es [E. Entonces, cuando —(dx, P(x)) es[E, la
proposicién Yx, =P(x) también es [H

Observacion.  Algunos lenguajes de programacién preven instrucciones para los cuan-
tificadores dx y Vx en el caso en que todos los elementos del se pueden enumerar (0
sea xi, X, ... X,). En particular, las instrucciones any y all estdn presentes en otros len-
guajes, e.g. python o fortran.

1.4. Cuantificadores anidados

Veremos unicamente el caso de cuantificadores doblemente anidados, a través de un ejem-
plo y los ejercicios en la[GTP.

Ejemplo.
Exprese en palabras y determine el [VV] de las siguientes proposiciones cuantificadas, en
donde x,y € R:

19



1.5. METODOS DE DEMOSTRACION CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

= Sea dxdy (x+y = 17). En palabras: para algun x, existe un y tal que x+y = 17. Valor
de Verdad: en este caso es posible hallar, al menos, un par x,y tal que x +y = 17
(eg]seael par x = 7 e y = 10). Como ambos cuantificadores son existenciales, un
ejemplo es suficiente para concluir que el [VV]de esta proposicion es [T;

= Sea Vxdy (x +y = 17). En palabras: para todo x, existe un y tal que x +y = 17. Valor
de Verdad: en este caso también es posible hallar, para cada x, un y tal que satisfaga
la propiedad, y que estd dado por y = 17 — x. Esto es, cada x tiene asegurado un y
(nico en cada caso) y, por eso, el [VV|de esta proposicion es [Tt

= Sea dxVy (x + y = 17). En palabras: para algun x, y para todo y, debe ser x +y = 17.
Valor de Verdad: deberia existir un x tan particular que sumédndole cualquier y diera
siempre 17. Pero eso no es posible, por lo que el VV]de esta proposicion es [E;

= Sea YxVy (x +y = 17). En palabras: para todo x, y para todo y, debe ser x + y = 17.
Valor de Verdad: para cualquier x deberia ser posible sumarle cualquier y y siempre
dar 17. Otra vez, eso no es posible, por lo que el [VV|de esta proposicion es [EL

Observacion.

Sin demostrarlo se tiene en general que
dxdy P(x,y) = dydx P(x,y) conmutan
VxVy P(x,y) = YyVx P(x,y) conmutan (1.9)
VYxdy P(x,y) £ dyVx P(x,y) no conmutan

Negacion en proposiciones con cuantificadores doblemente anidados

Para negar proposiciones con cuantificadores doblemente anidados, se emplea sucesiva-
mente las reglas de negacion para proposiciones con Unico cuantificador.

Ejemplo. Negar la proposicion dxVy (x + y = 17), donde x,y € R. Solucion:
—(AxVy (x+y =17))
=Vx-(Vy(x+y=17))
=Vxdy-(x+y=17)
=Vxdy(x+y#17)

(1.10)

Observacion. Cuando todos los elementos del se pueden enumerar, 0 sea xi, X,
... X, puede ser util pensar a los cuantificadores anidados como recorridos anidados. Por
ejemplo, para determinar si YxVy P(x,y) es[Tl o [F, recorremos todos los valores x e y de
la siguiente manera. Para cada x revisamos con un recorrido anidado todos los valores
de y. Si encontramos que P(x,y) es [Tl en todos los casos, la conclusion inevitable es que
VxVy P(x,y) es[Il Si por el contrario, cuando encontramos el primer par de valores x e y tal
que P(x,y) es[H, podrian haber mds de un par, es suficiente para concluir que YxVy P(x, y)

esEl

1.5. Meétodos de demostracion
Alguna terminologia
Definicion.
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Axioma o postulado: es una suposicion no demostrable y que se supone verdadera.

Comentario: en Fisica suele emplearse el término “principio”;

= Definicion: es una oracién declarativa que describe con precision el significado y
alcance de un término (palabra, frase, u otro conjunto de simbolos);

= Demostracion: es una serie de proposiciones conexas que definen un razonamiento.

Para construir una demostracion hacen falta métodos para obtener nuevas proposicio-

nes a partir de las ya dadas, en donde estas ultimas pueden incluir axiomas o lemas;

= Reglas de inferencia: son proposiciones compuestas tautoldgicas. Comentario: sir-
ven para obtener conclusiones validas a partir de la veracidad de otras afirmaciones.
La Tabla[I.20]lista las mds usuales;

= Teorema: es un enunciado escrito como una implicacion que se demuestra como
verdadero usando una demostracion. Comentario: se reserva para un resultado de
mayor alcance o mds importante;

= Lema: es un teorema auxiliar (de menor alcance) que se usa para demostrar otro
teorema mds destacado (de mayor alcance);

= Corolario: es una consecuencia de un teorema ya demostrado;

» Falacia: es una forma de razonamiento incorrecta;

= Paradoja: es una inconsistencia l6gica. Intuitivamente, un razonamiento es inconsis-
tente cuando contiene una ambigiiedad;

= Conjetura: es una proposicion cuyo[VV]es desconocido a la fecha. A veces se logra
probar que es [T}, otra veces que es [E.

Ejemplo. Un ejemplo de una conjetura en computacion se relaciona con el algoritmo de
Collatz: se elige un entero positivo n mayor a 1. Si n es par entonces dividirlo por 2, sino
multiplicarlo por 3 y sumarle 1. Luego, si el resultado es 1, entonces finalizar, sino repetir
las cuentas. Este algoritmo se puede enunciar matematicamente con la funcién f(n) para
todo entero positivo n dada por

n/2 si n mod 2 = 0 (entero par);

f(n) = (1.11)

3n+1 si nmod2 # 0 (entero impar).

La conjetura de Collatz (o conjetura de 3n + 1) sostiene que, en esas condiciones, la
funcion f(n) siempre llegara al entero 1 para cualquier entero positivo n inicial. Si le
tenemos fe a la conjetura, una implementacién computacional de la misma es listada en
la funcién collatz(n):

def collatz(n): # conjetura de Collatz
while (n > 1):
if (n%2 == 0): # es par
n = n/2
else: # es impar
n = (3xn)+1
return n

Definicion. Razonamientos (o argumentos) validos:
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» Un razonamiento (o argumento) es una implicacion formada por n proposiciones de
la forma:

(PLADP2A . Apn) > ¢q (1.12)

» Las implicaciones usadas en los razonamientos suelen escribirse en forma expandida
(cuando hay lugar) de la siguiente manera:
premisa p;: ...
premisa py: ...
premisa p,: ...
conclusiéon c: / .. ...
en donde cada premisa p de la implicacién se escribe en columna, una debajo de la
otra, y la conclusion ¢ debajo de una raya horizontal, donde el simbolo .". se lee “por
lo tanto” o “luego”;
= Otra notacién mas compacta (usada en parciales, recuperatorios y examenes) es ecri-
birlo en una linea de texto: p1y p2y, ... Y P, /| - ¢
= Se dice que un razonamiento (o argumento) es vdlido si siempre que TODAS las
premisas son[Ll la conclusion también lo es;,
= En consecuencia, demostrar que la conclusion g se deduce 16gicamente de las premi-
sas p1, P2, ..., Pn» €8 10 mismo que demostrar que la implicacion (p; Ap2 A...Ap,) = ¢q
siempre es [T}
» En un razonamiento (o argumento) valido, cuando todas las premisas son [T}, se llega
(siempre) a que la conclusion que también es [T},
» Receta (con [TV)): para determinar si un razonamiento (o argumento) es valido, se
construye su y se mira inicamente las filas en donde todas las premisas pi, p»,
..., pn son[ll y se chequea que siempre se tiene una conclusion g también es

Tarea. Dadas las proposiciones p y ¢:

1) Demostrar que (p A (p = g)) — ¢ es una tautologia;
2) Analizar el razonamiento: py p — ¢,/ .. q.
3) Analizar el razonamiento:

premisa py: p
premisa p;: p—q
conclusidn c: Sooq

Ejemplo. Dadas las proposiciones r, s, t, u, analizar el razonamiento:

premisa py: r—s

premisa p;: —s Vit

premisa pj: -tV u

premisa py: U

conclusion c: A
Solucioén:

1) La tnica opcion en p4 para que sealT}, es que u sealF,
2) Comoo u es[E, la dnica opcidn en p3 para que sea(T}, es que ¢ sea[F;
3) Como ¢ es[H, la tnica opcion en p, para sealI], es que s seal[F;
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Razonamiento | Tautologia Nombre

p

r—-> @V adicién

S.pVg

PAgq . ] y

(PAg)—>p simplificacién

op

p

q PN = (pArg combinacién
S pAg

p

P—49q (pA(p—=q)—q modus pones
oq

-q

rP—4q (=g A(p—>q) = —p modus tollens
Soop

pP—4q

q4—-r (p—>q@)A(g—r)— (p—r) | silogismo hipotético
Lpor

pVq
P (VAP —q silogismo hipotético

oq

PVyq
opVvr (pV@A(EpVP)—>(@VT) resolucién

S.gVvr

Tabla 1.20: Reglas de inferencia mas usuales.

4) Como s es[H, la tnica opcion en p; para que sea[Tl es que r sealF, entonces —r esT};
5) Como —r es[T}, la conclusion ¢ es[T), por lo que el razonamiento es valido.

Definicion.

= Muchos teoremas son implicaciones de la forma p — ¢;

= Notar que una implicacién p — ¢ es[Tlexcepto cuando p es[Tly g es[E;

» Cuando se demuestra que p — ¢ es [T} hay que probar que ¢ es [Tl cuando p lo es, o
sea, no se demuestra que ¢ sea [Tl (en forma aislada);

= Existen diversas formas para realizar una demostracion.

Definicion.

= Demostracion directa (DeD)): 1a implicacién p — ¢ se puede probar comprobando
que si p es [Tl entonces g también lo es. Receta: se asume que p es [Ty, usando
definiciones y teoremas dados, se comprueba que g también debe ser [T};

= Demostracion indirecta (Dell): como la implicacién p — ¢ es[LEla su contrapositiva
(o contra-reciproca) g — —p, la implicacién p — ¢ se puede probar demostrando
que su contrapositiva (o contra-reciproca) es [T}, Receta: se asume que —q es [Ty,
usando definiciones y teoremas dados, se comprueba que —p también debe ser [T},

= Demostracion vacua [en p — ¢ cuando p es [H]: se demuestra que la premisa (o
hipétesis) es [, en ese caso la implicacion es [T] porque tiene las formas F — T o
F — F, las cuales son ambas [T};

= Demostracion trivial: [en p — ¢ cuando ¢ esTJ]: se demuestra que la conclusién (o
tesis) es[T], en ese caso la implicacion es [T porque tiene las formas F - T o T — T,
las cuales son ambas [T},
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= Demostracion por contradiccion (o por Reducciéon al Absurdo) (DrAl): se hace
mas abajo.

= Demostracion por resolucion: para probar una implicacién de la forma (p; V p;... V
Pn) — q se puede optar en emplear la [ELl dada por (p; V ps... V p,) — g =(p1 —
DNANP2—= @A .(pn— Q).

Demostracion por contradiccion (o por Reduccion al Absurdo)

= (Toda la Sec. por Sergio Yapur). Intro: las demostraciones por reduccion al absurdo
pueden al principio causar un poco de confusion, debido a que nos ofrece mayor liber-
tad que otras técnicas que tienen un formalismo mas obvio, como ser la demostracion
directa, la indirecta, por casos, etc. En esas técnicas, el formalismo queda perfecta-
mente definido en términos de las hipdtesis y la conclusion a la que queremos llegar.
Esto no significa que la demostracién por reduccién al absurdo no tenga un forma-
lismo bien definido, sino simplemente que es un formalismo mads flexible, y debido a
esa flexibilidad constituye uno de los métodos mas poderosos de demostracion. Para
entenderlo, profundicemos un poco en esta técnica.

= Formalismo:

e Para demostrar una proposicion de la forma p — ¢ mediante la técnica por reduc-
cion al absurdo, es necesario poder construir una contradiccion en el cuerpo de la
demostracion. Recordemos que una contradiccion es una proposicion que resulta
siempre falsa, independientemente del valor de verdad de las proposiciones que
la componen. Llamemos a esta contradiccion con la letra C. Esta contradiccion
puede lograrse de varias formas. Enumeremos algunos ejemplos posibles:

o Un niimero que sea positivo y negativo a la vez

o Un numero real que sea la raiz cuadrada de un nimero negativo

o Una matriz que sea invertible pero que tenga determinante nulo

o Una funcién derivable en todos lados, pero que no sea continua en un punto

e En su forma mds simple, la contradiccion suele expresarse como C = wA—w, que
claramente es falsa independientemente de qué valor de verdad tome la proposi-
cion w. Pero tengamos en mente que no es la unica forma posible (e.g. pueden
haber varias proposiciones involucradas). Solo importa que sea una contradic-
cion.

e Ahora bien, cdmo se vincula esta contradiccion con lo que queremos demostrar?
Observemos la siguiente definicion

R=pA(p—q) (1.13)

e Vemos que esta proposicion es verdadera si vale la hipétesis y la implicacion que
tratamos de demostrar. O sea que (2) es lo que tratamos de demostrar. Desarro-
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1lémoslo
R=pA(p—q)
=pA(=pVa)
=(pA-p)VPAg (1.14)
=FV(pAg)
=pAq

e Por otro lado, observemos la siguiente construccion =R — C. Como esta cons-
truccién es una contradiccion (pues C = F), por lo que la implicacién solo es
verdaderal si =R = F (es decir R = T'). Como vimos en la Ec. (1.14)), esto ocurre
si tanto p como ¢ verdaderos, y por tanto p — g es verdadero.

e Qué significa todo esto? Que si negamos R y llegamos a una contradiccion, la
tnica posibilidad viable, de acuerdo a Ec. (I.13)) es que la implicacién p — ¢ sea
verdadera. Hablamos de posibilidad viable porque en términos 16gicos, también
podria ocurrir que la hipdtesis sea falsa, pero este caso no nos interesa, ya que
nos desvincula del teorema o resultado que queremos demostrar. Dicho de otra
forma, si no vale la hipotesis p, no estamos demostrando el teorema en absoluto.

Ejemplo.  Demostrar usando unaDrAlque V2 no es un niimero racional. Solucién. Sea

p 1 V2 es irracional. En una[DrAl suponemos que —p es[Il Si V2 fuera racional, entonces
existen dos enteros positivos a y b tales que V2 = a/b, con b # 0, donde a y b no tienen
factores comunes (i.e. no existe un entero 2 que divida a ambos sino simplificariamos). A
continuacidén hacemos

V2 = % conb #0
2
7= a (1.15)
b2
20 = a®

La forma de la Ec. (1.15]) indica que a® es un entero par. Si a” es entero par, entonces a
también es un entero par, i.e. a = 2k, con k entero. En ese caso

2b% = a® = (2k)? = 2(2k%) = 2k (1.16)

donde k = 2k? es otro entero. Vemos que —p equivale, por una parte, aseverar que V2 =
a/b, con enteros a y b sin factores comunes pero, por otra parte, que 2 divide a los enteros
ay b, llegando a una contradiccion.

Ejemplo. (de parcial y de examen). Demuestre usando reduccién al absurdo que los
tinicos enteros consecutivos no-negativos a, b, y c tales que satisfacen a® + b*> = ¢? son 3,
4,y 5.

Solucién: Antes comprobamos que los enteros dados verifican la igualdad 3 + 4* = 52, o
sea, 9+ 16 = 25. A continuacion negamos el enunciado, o sea, “porfiamos” en que deben
existir otros enteros consecutivos (ademads de 3, 4, y 5), que satisfacen la igualdad dada
en el enunciado, y los vamos a determinar. Para hallarlos, podemos hacer como sigue:

= Como a, b, y ¢ deben ser enteros consecutivos podemos elegira = n, b =n+1,y
¢ = n + 2, donde n es un entero (no-negativo) a determinar.
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» Reemplazando en la igualdad del enunciado tenemos n? + (n + 1)? = (n + 2)?

= Desarrollando los paréntesis, tenemos n> + (n> + 2n + 1) = (n®> + 4n + 4)

= Agrupando términos en el lado izquierdo queda la ecuacién cuadrética n>—2n—3 = 0

» Cuyasraicessonn =[2+ V4 —4-1-(-3)]/2,resultandon =3 yn = —1;

= Verificacién (incluirla en las evaluaciones!): 3> —=2-3 -3 =9-6-3 =0, y
(-1 -2-(-)-3=1+2-3=0;

» Pero laraiz negativa no-cumple la restriccion del enunciado, y por eso la descartamos;

= Solo nos queda la raiz positiva n = 3, por lo que nuestra porfiada se “estrella contra
la realidad”, es decir, los enteros a = 3, b = 4,y ¢ = 5 son los tnicos enteros

no-negativos que verifican a® + b* = ¢,

Ejemplo.  Analizar los[VV]|posibles de p cuando el[VV]|de la implicacién —=p — (rA-r)
es [Tl Sol.: notamos que la proposicion compuesta (r A —r) es una contradiccion (i.e.
siempre es[H sin importar los[VV]|de r). Entonces, si la implicacion dada es [T}, el VVIde p
debe ser[Tl

Observacion. Una Demostracion Indirecta (Dell) puede re-pensarse (o re-escribirse) co-
mo una Demostracién por Reduccion al Absurdo (DrAl), y viceversa.

» EnunaDellde p — ¢ es[T utilizamos una[DeDlaplicada a la contrapositiva =g — —p,
asumimos que —gq es [Tly, usando definiciones y teoremas dados, se comprueba
que —p también lo es.

» Para re-escribir unaDellde p — ¢ como una[DrAl suponemos que tanto la premisa p
como la conclusién negada —g son [T

= A continuacion, usamos la en g — —p para concluir que —p también debe ser
[T}, lo que conduce a la contradiccén p A —p.

Observacion. Las de la implicacién p — gy de (p A =g) — (r A —r) son las mismas,
como se muestra en la Tabla

Observacion. Para probar la implicacién p — g¢:

= En una no suponemos que la conclusion g fuera [F, sino que asumimos a la
premisa p como [T}, y comprobamos si la conclusion ¢ también resulta [T

= En una suponemos que la premisa p es [, y comprobamos si la contrapositiva
-q — —p fueralT};

» En una[DrAl suponemos que la premisa p es Ty que la conclusion g es[E, y tratamos
de llegar a alguna contradiccion r A —r.

Definicion. Un entero n es par si existe un entero k tal que n = 2k. Un entero n es impar
si existe un entero k tal que n = 2k + 1. Observacion: un entero n, o bien es par, o bien es
impar.

Ejemplo.  Demostrar: si (n> es entero par), entonces (n es entero par). Solucién. Sean

las proposiciones p : n? es entero par, y ¢ : n es entero par. La contrapositiva es: (si n es

entero impar), entonces (n2 es entero impar). [Dell si n es un entero impar, entonces usamos
la definicion de entero impar para escribir n = 2k + 1, donde k es un entero. Elevando al
cuadrado lado a lado n?> = 4k> + 4k + 1 = 2(2k*> + 2k) + 1 = 2k + 1, donde k = 2k + 2k
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Tabla 1.21: Las[TVlde la implicacién p — gy de (p A =g) — (r A =r) son las mismas.

es otro entero (no olvidar indicarlo en las evaluaciones). Se tiene que n*> = 2k + 1, cuya
forma matematica indica que n? es entero impar.

Ejemplo.  Demostrar: si (x +y) > 2, entonces x > 1 Vy > 1, para todo x,y € R.
Solucién. Sean p: (x+y)>2,g: x> 1V y>1,donde

= Del} su contrapositiva es: si x < 1 Ay < 1, entonces (x + y) < 2, para todo x,y € R.
Asumimos que x < 1 e y < 1 son ambas [T, y sumamos cada desigualdad entre si
obteniendo que (x + y) < 2 es[Il Por otra parte, notar que cuando x < 1 ey < 1 son
ambas [F, la premisa de la contrapositiva es [E, por lo que la implicacion es [Tl

s [DrAl asumimos que la premisa p y conclusién negada —g son ambas [Tl Pero si —¢g es
[T}, ya vimos en el caso anterior que —p también es [Tl Asi llegamos a la contradiccién
p A —p. La tnica chance es concluir que g es

Ejemplo. (demostracion por casos) Probar que |xy| = |x]|y|, con x,y € R, donde |x| = x
cuando x > 0, pero |x| = —x cuando x < 0.

Solucién. Dados los signos de x,y en los 4 cuadrantes, podemos escribir la implicacion
compuesta (p1 V p2V p3V pa) = q =(p1 = q) A(p2 = @) A(p3 = q) A(pa — q), donde

a) p1: x = 0 Ay > 0 (primer cuadrante). Aqui, si x > 0 e y > 0, entonces xy > 0, por lo
que |xy| = xy = |xI[yl;

b) p2: x <0 Ay > 0 (segundo cuadrante). Ahora, si x < 0 e y > 0, entonces xy < 0, por
lo que |xyl = —xy = (=x)y = |x]lyl;

c) p3: x < 0 Ay < 0 (tercer cuadrante). Pero si x < 0 e y < 0, entonces xy > 0, por lo
que xy| = xy = (=x)(=y) = [xllyl;

d) ps: x 2 0 Ay < 0 (cuarto cuadrante). Finalmente, si x > 0 e y < 0, entonces xy < 0,
por lo que |xy| = —xy = x(=y) = |x]lyl.

Definicion. Un nimero real x es racional si existen dos enteros p y g, con g # 0, tales que
x = p/q. Un nimero real que no es racional es irracional.

Tarea. Demostrar que la implicacién ((p — g) A g¢) — p no es una tautologia. Comenta-
rio: esta implicacion conduce a la (conocida) falacia de “afirmar la conclusion”.

Ejemplo. [posponer al parcial 2 en adelante pues requiere utilizar el teorema del binomio
(o binomio de Newton)]. Demostrar que las tinicas terminaciones de n* cuando n = 10k +
h, donde k esun enteroy 2 = 0, 1,...,8,9, son 0,1,5,6. Usar una demostracion por casos.
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Solucién: sin > 0 o n < 0, entonces n* > 0, por lo que basta el caso n > 0 y analizar por
casos:

(10k + 0)* = 10*%* + 0* donde 0* = 0

(10k + D)* = 10*%* + a1k> + axk® + azk + 14 donde 14 = 1

(10k + 2)* = 10*k* + b1k + bok?® + bk + 2% donde 2* = 16

(10k + 3)* = 10*%* + 1k + cok? + 3k + 3* donde 3* = 81

(10k + 4)* = 10*%* + d, k> + dok?® + dsk + 4° donde 4* = 256 A17)
(10k + 5)* = 10** + e1k> + e,k* + esk + 5% donde 5% = 625 '
(10k + 6)* = 10*%k* + fik> + ik + fik + 6 donde 6* = 1296

(10k + 7)* = 10*%* + g1 k> + gok? + g3k + 7° donde 7* = 2401

(10k + 8)* = 10** + h k> + hok?® + hsk + 8* donde 8* = 4096

(10k + 9)* = 10*%* + i1 k> + iok® + isk + 9* donde 9* = 6561

en donde observando todas las terminaciones posibles obtenidas se concluye la veracidad
del enunciado.

Tarea. Demostrar que las tnicas terminaciones de n* cuando n = 10k + h, donde k es un
enteroy h=0,1,...,8,9, son 0,1,4,5,6,9.

Ejemplo. Dado un entero n cualquiera, demostrar que

(a) n es par;

(b) n + 1 es impar;
(c) 3n + 1 es impar;
(d) 3n es par.

son equivalentes. Solucion:

= Si (a), entonces (b), es decir, si (n es par), entonces (n + 1 es impar). Empleando
una [DeD} si n es par entonces, usando la definicién de entero par, se tiene que n =
2k donde k es algun entero. A continuacién sumamos 1, lado a lado de la igualdad
resultando n + 1 = 2k + 1, lo cual, por definicién de entero impar, es entero impar.
= Si (b), entonces (c), es decir, si (n+1 es impar), entonces (3n+1 es impar). Empleando
una [DeDt si n + 1 es impar entonces, usando la definicién de entero impar, se tiene
que n + 1 = 2k + 1 donde k es entero. A continuacién, multiplicamos por 3, lado a
lado,
3n+1)=32k+1)
3n+3=3-2k+3

3n+14+2=3-2k+1+2 (1.18)
3n+1=2-3k+1
3n+1=2k+1

donde k = 3k es otro entero. Por lo cual, por definicidn de entero impar, 3n + 1 es un
entero impar.
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= Si (c), entonces (d), es decir, si (3n + 1 es impar), entonces (3n es par). La contrapo-
sitiva es: si (3n es impar), entonces (3n + 1 es par). Suponemos que 3n es impar, o
sea, 3n = 2k + 1 donde k es un entero. A continuacién sumamos 1, lado a lado, dando
3n+1=2k+1+1=2k+2=2(k+1) =2k, donde k = k + 1 es otro entero. Por lo
cual, por definicion de entero par, 3n + 1 es entero par.

= Si (d), entonces (a), es decir, si (3n es par), entonces (n es par). Empleando una Dellk
si (n es impar), entonces (3n es impar), caso que fue visto en el tercer caso.

1.6. Conjuntos

Los conjuntos se emplean para agrupar “cosas” que, generalmente, tienen propiedades
parecidas, [e-g-]el conjunto de los estudiantes de una clase, un conjunto de caramelos, etc.

Definicion.  Conjunto: es una coleccion de elementos, en donde se admite la presen-
cia de elementos repetidos y no necesariamente estar ordenados. Elemento: es cualquier
entidad cuya naturaleza interna no interesa y puede ser cualquiera, [e-g-] letras, enteros,
cadenas de caracteres, colores, figuras, personas, puntos, rectas, planos, etc. Notacion: los
conjuntos se representardn con letras mayusculas, A, B, etc, y los elementos con letras
minusculas, a, b, x, y, etc.

Definicion.  Se dice que cada elemento pertenece al conjunto, y que un conjunto con-
tiene a sus elementos. Notacion: se usa x € A para denotar que el elemento x pertenece
al conjunto A, y x ¢ A en caso contrario.

Definicion. Conjunto universal U: es un conjunto especial que contiene a todos los ele-
mentos posibles bajo consideracion, y cambiard seguin el problema considerado.

Observacion. Las definiciones de conjunto y de elementos vistas aqui lo son en un senti-
do intuitivo y da lugar a la teoria de conjuntos “informal”, en la cual se apela a la intuicion
para determinar como se comportan los conjuntos.

Definicion. Descripcion de un conjunto. Hay tres maneras:

= Por extension (o por enumeracion): se enumeran todos los elementos del conjunto
colocdndolo entre un par de llaves. Notacion: {xy, x, ...., x,,} cuando n es finito, sino
{x1, X2, ..., X, ...} cuando hay una cantidad infinita de elementos;

= Por notacion constructiva (o por comprension): se caracteriza a los elementos por
una propiedad que todos deben tener. Notacion: {x | (propiedad que debe cumplir)}.

= Mediante diagramas de Venn: es una representacion grafica en donde se representa
al conjunto universal U con un gran rectangulo, los demas conjuntos con figuras
cerradas cuasi-circulares, ubicadas dentro del universal, y los elementos, con puntos
O marcas.

Ejemplo. Ejemplos de conjuntos por extension:
= Tres caramelos de menta, cuatro de chocolate y tres de frutilla;
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= El conjunto de las vocales: {a, e, i, 0, u};
= El conjunto de los enteros positivos impares menores a 10: {1,3,5,7,9} ;
= Un conjunto arbitrario: {a, 2, Alfredo, Grecia, a}.

Ejemplo. Ejemplos de conjuntos por comprension:

= El conjunto de todos los caramelos: {x | x es un caramelo};
= {n | n es entero positivo impar menor a 10};
= {x | x es un nimero real} que es lo mismo que decir {x | x € R};

Ejemplo. Ejemplos de conjuntos universales U: el conjunto de todas las letras del alfa-
beto espafiol (que es finito); el conjunto de todos los enteros (con un nimero infinito de
elementos).

Definicion. Igualdad de dos conjuntos: dos conjuntos son iguales ssi tienen los mismos
elementos. Notacién: cuando dos conjuntos A y B son iguales se denota con A = B.

Observacion. No interesa el orden ni la presencia de elementos repetidos aunque, cuando
se pueda y por comodidad, se acostumbra listar el conjunto con los elementos ordenados
segtin algiin orden, y sin repetidos.

Ejemplo.

= Los conjuntos {1, 3, 5}

= Los conjuntos {1, 3, 5}
mos elementos;

= Los conjuntos pueden tener a otros conjuntos como elementos, e.g. {0, {a}, {b}, {a, b}}
y {x|x es un subconjunto de {a, b}}. Notar que ambos conjuntos son iguales.

Definicion. Conjunto vacio: es el conjunto sin elementos. Notacion: el conjunto vacio se
denota con (), también con { } y, para evitar confusiones, evitaremos decir conjunto nulo.

Observacion. El conjunto @ no es lo mismo que {0}, porque en el primero no hay ele-
mentos, mientras que en el segundo, es un conjunto que contiene al conjunto vacio, y por
tanto hay un elemento.

Definicion. Subconjunto: se dice que un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B
ssi, todo elemento de A pertenece a B. Notacién: cuando A es un sunconjunto de B se
denota con A C B. Empleando cuantificadores se tiene que A C BssiVx(x € A —» x € B)

esM

Observacion. En general A C B no es lo mismo que B C A, como se observa en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo.  Sean los conjuntos A = {1,2,3}, B={1,2,3,4,5}:

= Como A y B no tienen los mismos elementos, se tiene A # B;
= Como cada elemento de A es un elemento de B, se tiene que A C B;
= Pero no todo elemento de B estien A, poreso B € A;

Teorema. Para cualquier conjunto A se tiene:
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1) 0 € A. Demostracion: empleando la definicion de subconjuntos expresada a través
cuantificadores que, en este caso, se re-escribe como Vx (x € ) — x € A) es[Tl Como
el conjunto vacio no tiene elementos, se sigue que x € () es siempre [E, con lo cual se
tienen las formas F — F o F — T, las cuales son ambas [Tl Comentario: este es un
ejemplo de una demostracién vacua;

i1) A € A. Demostracion: empleando la definciéon de subconjuntos expresada a través
cuantificadores que, en este caso, se re-escribe como Yx (x € A — x € A) es[Il
Cuando x € A es[Tse tiene la forma 7' — T que es[T} y cuando x ¢ A, queda la forma
F — F que también [Tl Luego, en cualquier caso, la implicacion Yx (x € A — x € A)

esl

Definicion. Subconjunto propio: cuando se quiere enfatizar que un conjunto A es sub-
conjunto de otro conjunto B pero A # B, se denota con A C B, y se dice que A es un
subconjunto propio de B.

Observacion. No confundir € (pertenencia) con C (inclusién). Mientras que la relacién
de inclusion es transitiva, i.e. siA € By B C C, entonces A C C. En cambio, la relacién
de pertenencia no lo es, i.e. si@ € By B € C, en general @ ¢ C. Por ejemplo, si bien
a € {a,b} y {a,b} € {{a, b}, {a, b, c}}, pero a & {{a, b}, {a, b, c}}.

Observacion.

» Para demostrar que dos conjuntos A y B tiene los mismos elementos, hay que probar
que cada conjunto es subconjunto del otro, [.e. | hay que demostrar si A € BA B C A,
entonces A = B;

= [a observacién anterior equivale a: (Vx(x € A > x € B) A(Vx(x € B — x € A)),
que equivale aVx (x € A & x € B).

Definicion. Niimero de elementos (o cardinal) de un conjunto: cuando hay n elementos
distintos en un conjunto A, donde n es un entero finito no negativo, se dice A es un
conjunto finito, y que n es el cardinal de A. El cardinal de A se denota con n = |A]|.
Cuando A no es finito, entonces se dice que es un conjunto infinito.

Ejemplo.

= Como el conjunto vacio no tiene elementos, se tiene que |@| = 0O;

= El conjunto de enteros, y el conjunto de los enteros positivos son infinitos;

= Los conjuntos A = {1,3,5}y B ={1,5,5,5,1,5,1, 1, 3, 3} tienen el mismo cardinal
n=|Al=|B| =3.

Definicion. Conjunto de partes de un conjunto (o conjunto potencia): dado un conjunto
A, el conjunto de partes de un conjunto (o conjunto potencia), es el conjunto formado por
todos los subconjuntos de A, y se denota con P(A).

Ejemplo.

= El conjunto de partes del conjunto As; = {a,b,c} es el conjunto de subconjuntos

P(A3) ={0,{a}, {b}, {c},{a, b}, {a, ¢}, {D, c}, {a, b, c}};
= El conjunto de partes del conjunto vacio tiene exactamente 1 inico elemento: el con-
junto vacio, i.e. P(0) = {0};
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{} O —=0 (c}
{a} O —0 ({ac}
{b} O —=0 ({bc}
{ab} O —= 0O {abc}

Figura 1.1: Coordinacién de subconjuntos de {a, b, c}: los que contienen al elemento a (izq.), y los que no lo contienen (der.).

= El conjunto de partes del conjunto {(} tiene exactamente 2 elementos: el conjunto
vacio y el mismo conjunto {0}, i.e. P({0}) = {0, {0}};
= De lo anterior se concluye que |P(0)| = 1,y |[P{0})| = 2.

Coordinacion entre los elementos de dos conjuntos potencia que difieren en un elemento

Interesa ver la coordinacion entre los elementos de P(A,) y de P(A,.+1), para lo cual antes
vemos un caso simple. Por ejemplo, sea el conjunto finito A3 = {a, b, ¢}, formado por tres
elementos, entonces $(A3) lo podemos separar en dos grupos, a saber:

= Todos los subconjuntos que no-contienen al elemento ¢, o sea los subconjuntos 0, {a},
(b). y {a, b)), ver Fig.[LT](izq.);

= Todos los subconjuntos que si-contienen al elemento ¢, o sea los subconjuntos {c},
{a,c}, {b,c}, y {a, b, c}}; ver Fig. (der.);

= Notar que el primer grupo (a la izq.) corresponde a todos los subconjuntos del con-
junto A, = {a, b};

= Notar que a partir del primer grupo (a la der.), al agregar el elemento ¢ en cada caso,
se obtienen los subconjuntos del segundo grupo (a la der.);

= Notar que cada subconjunto que no-contiene al elemento ¢, se 1o puede coordinar de
un modo Unico con un subconjunto que si lo contiene;

= Por eso, exactamente la mitad de los subconjuntos de $(Az) contienen al elemento c,
y la otra mitad no;

= Esta propiedad de coordinacion entre los elementos de P(A;) y P(A3z) es general
para cualquier nimero finito de elementos n, y serd de utilidad en el teor. [3.3] para
demostrar una formula para el nimero de elementos en el conjunto potencia P(A,)
del conjunto A,, en funcién de n.

Definicion. Tupla: la n-tupla ordenada (ay, ay, ..., a,) es la coleccién ordenada en la que
a; es el primer elemento, a; es el segundo elemento, ..., a, es el n-€simo elemento.

Definicion. Igualdad de dos tuplas. Las tuplas (a1, a, ...,a,) y (b1, by, ..., b,) son iguales
ssiay =by,yay = by, ...,y a, = b,.

Observacion. En las evaluaciones no confundir las notaciones: {a, c, ..., 7} para conjuntos,
y (a,c, ...,7) para tuplas.

Ejemplo.
= Las duplas (a,b) y (c,d) son iguales, ssia =cy b = d;
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= Las duplas (a, b) y (b, @) no son iguales, a menos que a = b.

Definicion. Producto cartesiano de dos conjuntos: el producto cartesiano de los conjuntos
Ay B se denota con A X B, y es el conjunto formado por todos los pares ordenados (a, b),
donde a € Ay b € B. En simbolos: AX B ={(a,b)|ac€ AANDbe B}.

Observacion.  Los productos cartesianos A X By B X A no son iguales a menos que:
A=B,obienA=0,0bien B=0,0bien A = B = 0.

Ejemplo. Justificar en cada caso si es[Tlo[F:

= ) € {} (alternativas {} € 0, {} € {}, 0 € 0): Sol.: como la pertenencia (simbolo €)
describe si un elemento pertenece (0 no) a un conjunto, y como @ por definicién no
tiene elementos, se concluye que @ € {} es

= ) C {0} (alternativas: {} € 0, {} € {}, ® C 0): Sol.: como la inclusién (simbolo
C) describe si un conjunto es (0 no) un subconjunto de otro conjunto, y como @ es
subconjunto de todo conjunto, se concluye que 0 C {} es[Tl

= {()} C 0 (alternativas: {{}} C 0, {{}} C {}, {0} C {}): Sol.: como el elemento @ del con-
junto {0} no es un elemento del conjunto @, porque @ no tiene elementos, se concluye
que {0} C D eslE;

= ) = {0}: (alternativas: {} = {0}, {} = {{}}, 0 = {{}}): Sol.: si bien @ C {0} es [T pero
{0} C 0 eslE porlo que 0 = {0} esE;

= A C A: Sol.: como un conjunto A es un subconjunto de si mismo, A C A es [Tl (hay un
teorema al respecto);

= A C A: Sol.: como un conjunto A no puede ser a la vez un subconjunto propio de si
mismo, A C A es

1.7. Operaciones con conjuntos

Definicion. Union de dos conjuntos: la unién de los conjuntos A y B es el conjunto que
contiene los elementos que, o bien estdn en A, o bien estdn en B, o bien estdn en ambos.
Notacion: La unién de los conjuntos A y B se denota con A U B. Simbologia: AU B =
{x|(x€e AV (x € B)}

Definicion. Interseccion de dos conjuntos: la interseccion de los conjuntos A y B es el
conjunto que contiene los elementos que estan tanto en A como en B. Notacion: La in-
terseccion de los conjuntos A y B se denota con A N B. Simbologia: AN B = {x| (x €
A) A (x € B)}.

Definicion. Diferencia de dos conjuntos: la diferencia de los conjuntos A y B es el con-
junto que contiene los elementos que estdn en A pero no en B. Notacion: La diferencia
de los conjuntos A y B se denota con A — B. Simbologia: A — B = {x| (x € A) A (x ¢ B)}.
B—-A={x|(xe€ B)A(x¢A)}. Notar que, en general, A— B +# B — A.

33



1.7. OPERACIONES CON CONJUNTOS CAPITULO 1. LOGICA Y DEMOSTRACIONES

Definicion. Diferencia simétrica de dos conjuntos: la diferencia simétrica de los conjun-
tos A 'y B es el conjunto que contiene los elementos que estdn en A o bien que estin en B,
pero no en ambos. Notacion: La diferencia simétrica de los conjuntos A y B se denota con
A® B. Simbologia: A®B ={x|(x e A)A(x ¢ B)V(x € B)A(x ¢ A))}. Tarea: probar que
A®B = B®A; Igualdad 1: A®B = (A—B)U(B—-A); Igualdad 2: A®@B = (AUB)—(ANB).

Definicion. Complemento de un conjunto. Sea U el conjunto universal. El complemento
del conjunto A es la diferencia U — A, o sea, es el conjunto que contiene los elementos
que estan en U pero no estdn en A. Notacion: El complemento del conjunto A se denota
con A. Simbologia: A = {x | x ¢ A}.

Tarea. Para los conjuntos A y B, trazar los diagramas de Venn de:

» Launién A U B;

» La interseccion A N B;

» Las diferencias A — By B — A;

» Las diferencias simétricas A® By B® A;
» Los complementos A y B.

Ejemplo. Sean los conjuntos A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6,7}, y el universal U =
{]‘72, 3’4’ 5’ 6’7’ 8’970}:

» Unibn: AUB=1{1,2,3,4,5,6,7};

» Interseccion: A N B = {3,4};

» LasdiferenciaA—B ={1,2}y B—A = {5,6,7}. Notar que, en general, A— B # B—A;

» Diferencias simétricas: A@B=A-B)U(B-A)={1,2,5,6,7,,yB®A = (B —
A)UA-B)=1{1,2,5,6,7}. Notarque A® B=B®A.

» Diferencia simétrica (bis): A®@ B =(AUB)-(ANB) =1{1,2,5,6,7},y B&A =
(BUA)-(BNA)=1{1,2,5,6,7}; _

= Complementos: A =U -A ={5,6,7,8,9,0}y B=U - B ={1,2};

Ejemplo. En la Tabla se listan identidades de conjuntos de uso muy frecuente.

Observacion. Igualdad de dos conjuntos: en el texto de referencia se emplean 3 méto-
dos para probar que los conjuntos A y B son iguales, i.e. probar que A = B equivale a
demostrar:

a) Por doble inclusion, i.e. si se logra probar que A € By B C A, entonces A = B;

b) Utilizado notacion constructiva de conjuntos;

c¢) Utilizando Tablas de Pertenencia (TP) (s6lo en el Rosen): se toma un elemento x y
se considera cada combinacién de conjuntos a la que puede pertenecer, verificando
que los elementos de una misma combinacion pertenecen a ambos conjuntos de la
identidad a comprobar. Para indicar que un elemento x pertenece a un conjunto se

indica con 1, y con 0O en caso contrario. Notar que las TP son practicamente muy
similares a las

Ejemplo. Probar que A N (A U B) = A. Solucién:
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Identidad Ley

1| AUD=A identidad
ANU=A

21 AUU=U dominacién
ANO=10

31AUA=A idempotencia
ANA=A

41 A=A doble complemento

5| AUB=BUA conmutativas
ANB=BNA

6| AUBIUC=AUBUC) asociativas

(ANB)NC=AN(BNC)
71AUBNC)=(AUB)N(AUC) | distributivas
AN(BUC)=(ANB)UANC)

8| AUB=ANB De Morgan
ANB=AUB
9| AUANB) =A absorcidn
AN(AUB)=A
10| AUA=U complemento
ANA=0

Tabla 1.22: Tabla de identidades entre conjuntos de uso muy frecuente.

a) Por doble inclusion. La igualdad A N (A U B) = A significaque AN(AUB)C Ay
que A € AN (AU B). En ese caso:

a] Suponga que A € A N (A U B). Entonces:

= Por definicién de inclusion se tiene que (x € A) — (x € (AN (A U B)));
= Luego, por definicién de interseccion, se tiene que (x € A) —» (x € A) A x €
(AU B));
= Luego, por definicién de unién se tiene que (x € A) — (x € A)A((x € A)V(x €
B));
» Introduciendo ahora el cambio de notacion p = x € A,y g = x € B, la
expresion logica anterior se re-escribe como p — (p A (p V q));
= Luego, por ley de absorcion, se tiene que p — p =[Tl
Con lo que se concluye que la implicacién (x € A) — [x € (AN (A U B))] es una
tautologia) (independiente de si x € A es(T] o es[H).
i1) Ahora, suponga que A N (A U B) C A. Entonces

= Por definicion de inclusion se tiene que x € (AN (AU B)) — (x € A);
= Luego, por definicién de interseccion se tiene que (x €e AAx € (AU B)) —
(x € A);
= Luego, por definicion de union, se tiene que (x E AA(x € AVx € B)) — (x €
A);
» Introduciendo ahora el cambio de notacion p = x € A,y g = x € B, la
expresion légica anterior se re-escribe como (p A (p V q)) = p;
= Luego, por ley de absorcidn, se tiene que p — p =[T
Con lo que se concluye que la implicacion x € (A N (AU B)) = (x € A) es una
tautologia) (independiente de si x € A es[T o es[H).
iii) Finalmente, como L; € Lp y Lp C L; son ambas [T, entonces se concluye que
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N(AUB)

UB |

—_ o = Ol

B|A A
010 0
0|1 1
1|1 0
1|1 1

Tabla 1.23: Demostracion de la ley de absorcién A N (A U B) = A para todos los conjuntos A y B mediante una tabla de
pertenencia: como las columnas para A y para A N (A U B) son las mismas, entonces la ley es valida.

L[ = LD €S
b) Solucién utilizando notacion constructiva de conjuntos:

AN(AUB) ={x|xe (AN (AU B))}
={x|(xeA)Axe(AUB)}
={x|(xeA)A(x€eAV x € B)}
={xIpA(pV g}
={x[(pAP)V(PAQ} (1.19)
={xlpV(pAg}
= {x| p}
={x|xe€A}

=A

¢) Solucién utilizando tablas de pertenencia: tomamos cada combinacién de conjuntos
a la que puede pertenecer un elemento x, y chequeamos si los elementos de una
misma combinacién de conjuntos pertenecen a ambos conjuntos de la identidad. Para
esto, usamos un 1 cuando un elemento pertenece a un conjunto, y un 0 cuando no

pertenece, e.g. ver Tabla[[.23]

Ejemplo. Probar que A X (BU C) = (A X B) U (A X C). Solucién (inicamente por doble
inclusién):

1) Sea (a,b) € A x(BU C). Entonces, por definiciéon de producto cartesiano,a € AAD €
(B U C). Por definicién de la union b € (BUC) = b € BV b € C. Reemplazando,
a€AN(MbeBVbe(), haciendo distributiva(a€e AANbe B)V(ae AANbe(C),es
decir, (a,b) e (AX BV AXC).porloque L; C Lp.

i1) Sea (a,b) € (A X B) U (A x C). Entonces, por definicién de unién (a,b) € (A X B) vV
(a,b) € (AXC). Por definicion de producto cartesiano (a € AAb € B)V(a € ANb € C).
Sacando factor comiin queda a € A A (b € BV b € C). Por definicién de unién
a€ AN (b e (BUCQ)). Por definicion de producto cartesiano, (a,b) € A X (BU C).
porloque Lp C L;.

iii) Finalmente, como L; C Lpy Lp € L; son ambas (T}, entonces se concluye que L; = Lp

es[Tl
Ejemplo. Determinar el [VV]de

1)A-B=B-A;
2) (AN B) C A;
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3)ANB)U(B-A) = B;

para todos los conjuntos A y B. Solucién: los dos primeros ejemplos son falsos, donde
un contragjemplo comun es tomar A = {1,2,3}, B = {4,5,6}, y el conjunto universal
U =1{1,2,3,4,5,6,7}. En cuanto al tercer ejemplo, utilizando notacién constructiva de
conjuntos en el lado izquierdo queda

ANB)UB-A)={x|(xeAAxeB)V(xe BAx¢A)} (1.20)

Ahorasean p : x € A, g : x € B, entonces queda (p A q) V (g A =p), y utilizando una tabla
de verdad en esta ultima proposicion compuesta se observa que tiene los mismos valores
de verdad que ¢, con lo cual se concluye que la identidad propuesta es verdadera. Tarea:
corroborar utilizando (i) un diagrama de Venn, y (i1) una tabla de pertenencia.

Ejemplo. Probar que A N B = A — B. Solucién:

ANB={x|x€AANx€B}
={x|x€AAx¢B)
 =lxlxe@A-B) (121)
A-B={x|x€eAAx¢ B}
={x|x€eAANXx€B}
={x|xe (AN B)}

Ejemplo. Probar que AN(B—-C) = (AN B)—(ANC). Solucién: Introduciendo p = x € A,
yg=xe€ B, r=xe€(C,setiene:

1) Tomando el lado izquierdo:

ANB-C)={x|xeAn(B-C)}
={x|xeAAxe(B-C)
={x|xeAAxeBAx¢C}
={xlpAgn-r)

(1.22)

i1) Tomando el lado derecho (notar que {x | x ¢ (A - C)} ={x|x ¢ AV x ¢ C}):
ANB-(ANC)=

x|lxe(ANB)Ax ¢ (A-C))
x|(xeAAxeEB)A(x¢gAVx¢g ()l
x| (pAg)A(=pV —r)

x| (pAgA=p)V(pAgA-r)}
={x|FV(pAgA-n}
={xIpAgA-r}

(1.23)

e pt— p—— p——

iii) Finalmente, los lados derechos de las Ecs. (1.22HI.23) son iguales, por lo que los
lados izquierdos también lo son.
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Definicion. Union generalizada (de una coleccion de conjuntos): 1la unién de la coleccion
finita de conjuntos Ay, A, ..., A,, s el conjunto que contiene los elementos que pertenecen
al menos a uno de los conjuntos de la coleccién. Notacion: usamos la notacion A; U A, U
..U An = U?:l Ai.

Definicion. Interseccion generalizada (de una coleccion de conjuntos): la interseccion
de la coleccidn finita de conjuntos Aj, A, ..., A,, es el conjunto que contiene aquellos
elementos que pertenecen a todos los conjuntos de la coleccion. Notacion: usamos la
notacion Ay N A, N...NA, = L, A

Ejemplo. SeaA; ={i,i+1, ...}, con entero positivo , con infinitos elementos. Entonces:

1,2,3,...};
nn+1l,n+2,..};

n

" U?=1Ai:U {
. m?:lAi:ﬂ {

{i,i+1,.

divi+1,..)
| )

i=
n
i=

Principio de inclusion-exclusion (o de la criba) [Ref.: Sec. 6.5, p. 420, Rosen]

El Principio de Inclusién-Exclusion (PIE) (o principio de la criba) es un recurso muy util
en problemas de conteo en donde intervienen conjuntos finitos. En lo que sigue seguire-
mos la presentacion de Biggs (1998):

1) Silos conjuntos finitos A y B son disjuntos (o sea, A N B = () se tiene que:
|AU B| = |A| + |B| (1.24)

Ejemplo. Sean los conjuntos A = {a,b,c} y C = {d,e}. En este caso A U C =
{a,b,c,d,e} pero AN C = 0. En este caso |A|] = 3y |C| = 2, verificindose que
AUC|=3+2=5.

2) Pero si los conjuntos finitos A y B no son disjuntos (o sea, A N B # @), al sumar |A| y
|B|, estamos contando dos veces los elementos que estdn en A N B.

Ejemplo. Sean los conjuntos A = {a,b,c} y B = {b,c,d,e}. Ahora tenemos que
ANB={b,c}yAUB={a,b,c,d,e},porloque|A|l =3y |B|=4,pero|AUB| =5.

Para corregirlo, notar que basta restar el numero de elementos que fueron contados
en forma doble, o sea, aquellos que estdn en A N B, es decir,

IAUB| = |A| + |B| - |A N B (1.25)

Ejemplo. En el caso del ejemplo anterior [A N B| = 2, y usando la Ec. (1.25)) resulta
que [AUB|=3+4-2=35, como debe ser.

3) En el caso de tres conjuntos finitos A, B'y C, al sumar |A|, |B] y |C|, los elementos de
ANB, BNC,y CNA los contamos dos veces (si s que no estan en los tres conjuntos
simultidneamente), mientras que los elementos de A N B N C los hemos contado tres
veces. Para corregirlo, restamos |ANB|, |BNC|, y [CNA|. Pero al hacerlo los elementos
de A N BN C, que inicialmente fueron contados tres veces, ahora han sido quitados
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tres veces, por lo que a continuacion hay que sumar [A N B N C|. Asi se deduce la
expresion
AUBUC|=a; —ay + a3
a; = |Al +[B| +|C]
a,=|[ANBl+|ANC|+|BNC]|
az =|ANBNC|

(1.26)

En general, se tiene el siguiente resultado (Biggs (1998))):

Enunciado. Para n conjuntos finitos Ay, A», ..., A,:
IAJUAU...UA,|=a; —as + a3 — ... + (=1)"a, (1.27)

donde a; es la suma de los cardinales de todas las intersecciones posibles de i conjuntos,
conl <i<n.

Ejemplo. En el caso de cuatro conjuntos finitos A, B, C, y D se tiene:

AUBUCUD|=a; —ay+ a3 —ay

a1 = |Al + |B] + |C| + |D|
a,=[ANB/+|ANC|+|AND|+|BNC|+|BND|+|CnND| (1.28)
a3 =|[ANBNC|+|JANBND|+|ANCND|+|BNCND|
as=|[ANBNCND)|

Pregunta (para el parcial 2): cudntas combinaciones de 3 conjuntos se pueden elegir entre
4 conjuntos?

Observacion. El PIE es un recurso conveniente en diversas aplicaciones. Un ejemplo es
en problemas de conteo (mas adelante), e.g. usando los principios de conteo y el [PIE|
determinar el nimero de cadenas de 8 bits que empiezan con 101 y/o terminan con O1.

1.8. Funciones

Definicion. Sean dados los conjuntos A y B. Funcion (def. 1): una funcién f de A en B es
una asignacion de un UNICO elemento de B a CADA elemento de A. Funcion (def. 2):
una funcién f de A en B es un subconjunto del producto cartesiano A X B, tal que: cumple
con dos propiedades: (a) existencia: CADA elemento a € A tiene asignado un b € B; (b)
unicidad: CADA elemento a € A tiene asignado un UNICO b € B; Notacion: se denota
f(a) = b, si b es el tnico elemento de B asignado por la funcién f a cada elemento de A.
Ademads, si f es una funcién de A en B, entonces escribimos f: A — B. Comentario: las
funciones son un caso particular de las relaciones (ver mas adelante).

Definicion. Dominio, codominio, imagen, preimagen, rango: si f es una funcién de un
conjunto A en otro B, decimos que A es el dominio de f, B es el codominio de f. Si
f(a) = b, decimos que b es la imagen de a, y que a es la preimagen de b. El rango (o
imagen) de la funcion f es el conjunto de todas las imagenes de los elementos del dominio
A. Notar que, en general, rango(f) C B.
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Observacion. Especificacion de una funcién f: A — B. Entre otras, a través de:

1) Lista de pares ordenados (caso discreto);

2) Tabla de valores (caso discreto);

3) Formula matematica (caso discreto o continuo);
4) Diagrama de flechas (o digrafo), caso discreto;
5) Matrices (caso discreto);

Ejemplo.  Subconjuntos fi, f>, f3, y f4 del producto cartesiano A X B de los conjuntos
Ay B,endonde A = {a,b,c}, B = {a,B,7y,d}. En algunos son también funciones y otros

no, ver Fig. [I.2}

1) fi ={(@a,pB),(b,0),(c,a)}: en este caso se cumplen las condiciones de existencia y de
unicidad, por lo que el subconjunto f; del producto cartesiano A X B es una funcion.
Notar que el elemento y del codominio B no tiene preimagen alguna (no importa);

2) f» = {(a,p),(b,0),(c,B)}: también se cumplen las condiciones de existencia y de
unicidad. Luego, el subconjunto f, del producto cartesiano A X B es una funcién.
Notar que el elemento S del codominio B tiene dos preimédgenes (no importa);

3) f3 =1{(a,0),(b,p),(b,y),(c,a)}: notar que el elemento b del conjunto A tiene asignado
dos elementos ((b,5) y (b,7y)). Luego, no se cumple la condicién de unicidad, por lo
que el subconjunto f3 del producto cartesiano A X B no es una funcidn;

4) f4 = {(a,9), (c, @)}: notar que el elemento b del conjunto A no tiene asignado elemento
alguno en el codominio. Luego, no se cumple la condicion de existencia para todos
los elementos del dominio A, por lo que el subconjunto f4 del producto cartesiano
A X B no es una funcion.

a o e a e e O a o e o a o e o
b e ° B bo\oﬁ b e e B b e B
c X ey KY Ny e ey
L) L) L) ® 3

A B A B A B A B

Figura 1.2: Diagramas de flechas de los subconjuntos fi, f>, f3, ¥ fa, del producto cartesiano A X B de los conjuntos A y B.
En algunos casos son funciones y en otros no.

Definicion. Imagen de un subconjunto del dominio de una funcién (def. 4 del libro, pag.
91). Sean los conjuntos A y B, el subconjunto C C A, y la funcién f de A en B. La imagen
de un subconjunto C del dominio A de la funcién f es el subconjunto de B formado por
todas las imagenes de los elementos de C. Notacion: f(C) = {f(x) | Vx € C}.

Funcion inyectiva, sobreyectiva, y biyectiva

Definicion. Funcién inyectiva (def. 1): se dice que una funcién f: A — B es inyectiva
(0 uno a uno), st PARA CADA b € B existe A LO SUMO un a € A, tal que f(a) = b
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(o sea, podria no-existir). Funcién inyectiva (def. 2): se dice que una funcién f: A — B
es inyectiva (0 uno a uno), ssi f(x) = f(y) implica que x = y, con x,y € A. En otras
palabras, cuando f es inyectiva: (i) si f(x) = f(y), entonces x = y; y (i) si x = y, entonces
f(x) = f(y), con x,y € A.

Definicion. Funcion sobreyectiva (def. 1): se dice que una funcién f: A — B es so-
breyectiva (o suryectiva), si el rango de f es todo B. Notacion: rango(f) = B ssi f es
sobreyectiva. O sea, cuando f es sobreyectiva: (1) si rango(f) = B, entonces f es sobre-
yectiva; y (ii) si f es sobreyectiva, entonces rango(f) = B. Funcién sobreyectiva (def.
2): se dice que una funcién f: A — B es sobreyectiva (0 suryectiva), ssi para TODO
elemento y € B, existe un x € A tal que f(x) = y.

Definicion. Funcion biyectiva (def.): una funcién f: A — B es biyectiva cuando es in-
yectiva y sobreyectiva simultdneamente.

Observacion. Uso de la leyes de De Morgan generalizadas (o leyes De Morgan en pro-
posiciones cuantificadas) en funciones no inyectivas ni sobreyectivas (Sec. 2.2, pp. 94-95,
Johnsonbaugh).

1) Una funcién f: X — Y no es inyectiva cuando Yx;Vx; ((fi = f2) — (x1 = xp)) es|F

donde f; = f(x1),y f> = f(x2). Luego, su negacion debe ser [Ty hacemos

(Y1 ¥xo ((fi = f2) = (11 = x2)))

= dxi=(Vx2 ((fi = 2) = (11 = x2)))

= dxydx —~((f = f2) = (x1 = X))

= dxjdx ((fi = ) A (a1 # x2))
donde se us6 lIa[ELl ~(p — g) = =(=p V g¢)= p A —q. En palabras, la tltima linea de
la Ec. (1.29)) expresa que una funcién f(x) no es inyectiva si existen x; y x; tales que

Sf(x1) = f(x2) pero x; # xa.
2) Una funcioén f: X — Y no es sobreyectiva cuando Yy3x (f(x) = y) es[F, donde x € X,
ey € Y. Luego, su negacion debe ser [Ty hacemos

=(Vydx f(x) = y)
= dy-(dx f(x) = y)
= HVx -~ (f(x) =y)
= YV f(x) #y

En palabras, la dltima linea de la la Ec. (I.30) expresa que una funcién f(x) no es
sobreyectiva si existe un y € Y tal que para todo x € X se comprueba que f(x) # y.

(1.29)

(1.30)

Funcidn inversa, y composicion de dos funciones

Definicion. Funcion inversa (def.): sea f: A — B una funcién biyectiva del conjunto A
en otro B. La funcidn inversa de f es la funcién de B — A que asigna a cada elemento de
b € B el tinico elemento a € A tal que f(a) = b, y se denota con f~! = {(b,a) | (a,b) = f}.
Comentario: en este contexto no confundir la notacién f~! con 1/f.
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Definicion. Composicion de dos funciones (o funcién de funcién): sean los conjuntos A,
By C,ylas funciones g: A - By f: B — C. La composicion de la funcién f con g se
define con f(g(a)), para todo a € A, siempre que Imagen(g) € Dominio(f), y se denota
con (f o g)(a) = f(g(a)). En simbolos:

g:A—->B vy f:B—>C : f(gla)=fog silmagen(g)C Dominio(f) (1.31)

Ejemplo. Seang: A - Ay f:A —- C,conA = {a,b,c},y C = {1,2,3}, donde
g = {(a,b),(b,c),(c,a)l y f = {(a,3),(b,2),(c,1)}. Como Imagen(g) € Dominio(f), la
composicion f o g es posible, y es: f(g(a)) = f(b) = 2, f(gb)) = f(c) = 1,yf(g(c)) =
f(a) = 3. Pero como Imagen(f) € Dominio(g), no es posible hallar g o f.

Algunas funciones importantes: funcién piso y funcién techo

Definicion. Funcion piso (o parte entera) (def.): asigna al nimero real x el MAYOR
entero que es menor o igual que x, y se denota con | x].

Definicion. Funcion techo (o parte entera por exceso) (def.): asigna al nimero real x el
MENOR entero que es mayor o igual que x, y se denota con [x].

Observacion. Prestar atencion cuando x es positivo, cero o negativo. Se tiene:

» La funcidn piso | x| siempre asigna el entero mds cercano a x “mirando hacia” —co,
e.g. piso (+2.345) = +2 pero piso (—2.345) = -3;

= [a funcién techo [x] siempre asigna el entero mds cercano a x “mirando hacia” +oo,
e.g. techo (+6.789) = +7 pero techo (—6.789) = —6.

Ejemplo.  Sean las funciones g: A — By f: B — C. Demuestre o dé un contraejem-
plo en cada caso:

1) Si fy (f og) son sobreyectivas, entonces g >es también sobreyectiva? Rpta: es [,
contragjemplo: sea los conjuntos A = {a}, B = {2,3}, y C = {6}, y las funciones
g =1{a2)},y f=1{2,0),@3,0)}. Se tiene que (f o g) = {(a,d)}, con lo cual se tiene
que fy (f o g) son sobreyectivas pero g no lo es.

2) Si f' y g son inyectivas, entonces (f o g) >es también inyectiva? Rpta. Sean los ele-
mentos a y b distintos en A. En ese caso:

= Como g: A — B es inyectiva, hay unicidad de su preimagen, por lo que g(a) y
g(b) son elementos distintos en B;

= Como f: B — C es inyectiva, hay unicidad de su preimagen, por lo que f(g(a))
y f(g(b)) son elementos distintos en C;

= Lo anterior vale paratodo a,b € A, cona # b. Se concluye que (fog) es inyectiva
cuando fy g también lo son.

3) Si f y g son sobreyectivas, entonces (f o g) >es también sobreyectiva? Rpta. Sea un
elemento ¢ € C. En ese caso:
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= Como f: B — C es sobreyectiva, entonces para todo ¢ € C se tiene que ¢ = f(b)
para algin b € B;

= Como g: A — B es sobreyectiva, entonces para todo b € B se tiene que b = g(a)
para alglin a € A;

= Eso significa que ¢ = f(b) = f(g(a)). Esto vale para todo ¢ € C, por lo que se
concluye que (f o g) es sobreyectiva cuando fy g también lo son.
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CAPITULO 2

Los fundam.: algor., enteros y matrices

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Contents
.................................................... 45
2 recimien funcionesl . . . . . . . L e e e e 45
[2.3. Complejidad de algoritmos| . . . . . .« v v v v v v v i ittt e e e e e e e e e e e e e e e e 45
[24. Enteros ydivision] . . . . . o o 0 it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 46
[2.5. Enterosyalgoritmos|. . . . . . . . o L i e e e 53
[2.6. Aplicac.delateor. de nim.] . . . . . o o v it v it it e e e e e e e e e e e e e e e 55

2.1. Algoritmos

Omitir (la gente de FICH lo verd en Algoritmos y Estructuras de Datos (AED)), y la de
FIQ en Computacion / Programacién (COP)).

2.2. Crecimiento de funciones

Omitir (pues la gente de FICH lo veran en [AED)).

2.3. Complejidad de algoritmos

Omitir (pues la gente de FICH lo veran en [AED)).

45



2.4. ENTEROS Y DIVISION CAPITULO 2. LOS FUNDAM.: ALGOR., ENTEROS Y MATRICES

2.4. Enterosy division
Divisiéon

Definicion. Divisor (def.): sean los enteros A 'y D, con D # 0. Se dice que D divide al
entero A si existe un entero Q tal que A = QD, donde A es el dividendo, Q es el cociente,
y D es el divisor. Cuando D divide al entero A, también se dice que D es un factor (o un
divisor) de A, o que D es un multiplo de A. Notacioén: cuando el entero D # 0 divide al
entero A, se denota con D|A, y equivale a 4Q (A = QD) para todos los enteros A, D, Q € Z,
siempre que Q # 0.

Ejemplo. 3|12 pues 12/3 = 4, mientras que 4 f11 pues 11/4 = 2.75.
Teorema. Sean los enteros a, b, y c. Se tiene:

(1) Si alb, y alc, entonces a|(b + ¢)
(i1) Si alb, entonces al|(bc) (2.1)
(ii1) Si alb, y b|c, entonces alc

Demostracion:
(1) Suponga que alb y que alc. Entonces, por definicion de divisor, se tiene:

b = pa donde p es un entero
c=gqa donde ¢ es un entero, y sumando ambas igualdades  (2.2)

b+c=(p+qa pero (p + g) es otro entero

y se concluye que a divide a b + c.
(i1) Suponga que alb, entonces, por definicion de divisor, se tiene que

b = ka para algtn entero k, multiplicando lado a lado por ¢

cb = c(ka) reasociando factores en el lado derecho (2.3)
cb = (ck)a  pero (ck) es otro entero, por lo que a divide a cb

y se concluye que a divide a cb.
(i11) Para el hogar.
Niimeros primos

Definicion. Nimero primo (def.): un entero positivo p mayor a 1 es primo cuando sus
unicos divisores positivos son 1 y p. Nimero compuesto: un entero mayor a 1 es com-
puesto cuando no es primo.

Observacion.  Si un entero positivo n > 1 es compuesto, entonces tiene al menos un
divisor positivo d distinto de 1 y de si mismo. Para verlo:

(i) Como d es positivo y d # 1, debe ser d > 2;
(i1)) Como d es un divisor de n'y d # n, debe ser d < n.
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Por eso, en principio, para chequear si un entero positivo n es compuesto, habria que
revisar si alguno de los enteros 2 < d < n, es decir, si 2, 3, ..., (n — 1) dividen a n, y si no
hay ninguno entonces n es primo. Pero, en realidad, el rango de enteros a revisar es mas
reducido, segin el siguiente teorema.

Teorema.  Un entero positivo n mayor a 1 es compuesto ssi n tiene un divisor d tal que
2<d< +n

i) Si (n es un entero compuesto), entonces (n tiene un divisor d tal que 2 < d < +/n). De-
mostracion. Supongamos que 7 €s un entero compuesto, entonces, n tiene un divisor
e tal que 2 < e < n. Hay dos casos:

= Caso en que e < +/n. Si asi fuera, entonces n tiene un divisor e que satisface
2<e<

= Caso en que e > +/n. Si asi fuera, como e divide a n, entonces existe un entero
g tal que n = ge, por lo cual g también es un divisor de n. A continuacion,
usaremos contradiccion para concluir que g < +/n. Supongamos en contrario que
fuera g > +/n (cuidado: hay un error tipografico en el texto de Johnsonbaugh).

Entonces
e> \n es el segundo caso
g> \n multiplicando lado a lado ambas desigualdades

(2.4)

eq > Vnvn  pero el lado izquierdo es eq = n, luego
n>n

pero a dltima desigualdad es una contradiccion. Por eso, debe ser g < +/n.

ii) Si (n tiene un divisor d tal que 2 < d < +/n), entonces (n es un entero compuesto).
Demostracion. Si n tiene un divisor d tal que 2 < d < +/n entonces, por defincién de
entero compuesto, 7 es compuesto.

Ejemplo. (se puede omitir). Algoritmo de la criba de Eratdstenes para determinar si
un entero positivo n es primo 0 compuesto.

import math
def es_primo (n):
"""Retorna True si el entero positivo n es primo sino retorna False
# caso n < 2
if (n < 2): # no es primo
return False
else:
r = int (math. floor (math. sqrt(n)))
for d in range(2,r+1):
h=n %d
if (h == 0):
return False
return True

nun

Enunciado. Teorema fundamental de la aritmética: todo entero n mayor a 1 se puede
expresar como el producto de primos. Si los primos se escriben en orden no decreciente,
entonces la factorizacion es Unica. En simbolos, si n = p;p;...p;, donde todos son primos
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tales que p; < po < ... < p,ysin = p] p’z...p;., donde todos son primos tales que
Py <py<..<p.entoncesi=j=z,ypi=p,parak=12, .,z

Enunciado. El ndmero de primos es infinito.

Enunciado. Teorema de los niimero primos. El cociente del ndmero z de primos menores
oiguales a x y x/ In(x) tiende a 1 cuando x — oo.

Algoritmo de la division

Definicion. Cociente-residuo (en lugar de “algoritmo de la division™): sea a un entero y
d un entero positivo, entonces existen dos enteros g y r tnicos tales que a = gd + r, donde
0<r<d.

Observacion.

= Hay un error de tipeo en la def. dada en pag. 145 del Rosen.
= Preferimos decir “cociente-residuo” en lugar de “algoritmo de la division” pues esta
ultima, si bien es tradicional, es conflictiva pues esta definicion no es un algoritmo.

Definicion. En la igualdad a = gd + r definida por el algoritmo de la divisién, donde
0<r<d:

= Se dice que a es el dividendo, d es el divisor, g es €l cociente, y r es el resto.
» Se introducen las notaciones: g = a divd, r = a mod d.

Maximo comin divisor y minimo comiin miltiplo

Definicion. Maximo comin divisor (def.). Sean los enteros positivos @ y 8. Un divisor
comun de @ y de B es un entero k que divide tanto a @ como a S. El Maximo Comun

Divisor de a y B es el divisor comiin positivo mds grande. Notacion: el de
los enteros positivos a y 8 se denota con mcd(a, B).

Ejemplo.  Calcular el med (30,105).

Solucién. Primero usamos la definicidn:
divisores_positivos (30) = {1,2,3,5,6, 10, 15, 30}
divisores_positivos (105) = {1,3,5,5,7, 15,21, 35, 105}
divisores_comunes (30,105) = {1, 3, 5, 15}
mcd (30,105) = max(divisores_comunes (30,105)) = 15

Por otra parte, notar que

(2.5)

factorizacion_factores_primos (30) =2-3-5=2-3.5- 79
factorizacion_factores_primos (105) =3-5-7 = 20.3.5.7 (2.6)
med (30,105) =2°-3.5.7° =15

Este segundo computo es un resultado general y que descripto por el enunciado del si-
guiente teorema:
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Enunciado. Sean dos enteros a y 8 mayores a 1 con factorizaciones primas

ay _ax

— ap

@ = p|'py...p,

by by, b

B = pllpzz---phh

en donde si el primo p; no es factor del entero @, entonces se hace a; = 0, y del mismo

modo para B, mientras que & es el nimero total de primos juntando las factorizaciones en
primos de a y de 5. Entonces se cumple que

(2.7)

med(, B) = prlm’n (al,bl)prznfn (ag,bg)mp;lm’n (an,bn) (2.8)
Ejemplo.  Calcular el mcd (82 320,950 796).
Solucidn: usando el teorema
factorizacion_factores_primos (82 320) = 24.3l.51.73.110
factorizacion_factores_primos (950 796) = 22.32.50. 74 11! (2.9)
mecd (82 320,950 796) = 2*-3' . 5°. 77 . 11° = 4116

Definicion. Minimo comin miiltiplo (def.). Sean los enteros positivos @ y 8. Un multiplo
comun de a y de B es un entero k que es divisible tanto por @ como por S. El Minimo

Comiin Mudltiplo de a y n es el divisor comin positivo mas pequeiio. Notacion:
el de los enteros positivos a y B se denota con mem(a, B).

Ejemplo.  Calcular el mem (30,105).
Solucién: primero usamos la definicién

= EI 105 es divisible por 105 pero no por 30;

= El que le sigue es 210 que si es divisible tanto por 105 como por 30;

= Como 210 es el divisible comuin a 105 y 30 mds chico, entonces mcm (30,105) =
210.

Otra vez, podemos hacer

factorizacion_factores_primos (30) =2-3-5=2-3-5. 79
factorizacion_factores_primos (105) =3-5-7 = 20.3.5.7 (2.10)
mem (30,105) =2'-3-5-7' =210
Notar que la factorizacion prima de mem (30,105) debe contener a los factores 2, 3, 5 para
que de ese modo 30 pueda dividir a mem (30,105). Del mismo modo, la factorizacion
prima de mcm (30,105) también debe contener a los factores 3, 5, 7 para que de ese modo

105 pueda dividir a mcm (30,105). Este segundo computo es un resultado general y que
descripto por el enunciado del siguiente teorema:

Enunciado. Sean dos enteros a y 8 mayores a 1 con factorizaciones primas

a) .ap

a = p{'py.p,
by b b
B= pllpzz-uphh
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en donde si el primo p; no es factor del entero @, entonces se hace a; = 0, y del mismo
modo para 3, mientras que /& es el nimero total de primos juntando las factorizaciones en
primos de a y de 5. Entonces se cumple que

mem(a, B) = prlnéx (al,bl)prznéx (az,bz).“pznéx (an-bn) (2.12)
Ejemplo.  Calcular el med (82 320,950 796).
Solucién: usando el teorema
factorizacion_factores_primos (82 320) = 24.3l.51.73.119
factorizacion_factores_primos (950 796) = 2*.32.5%. 7. 11! (2.13)
med (82 320,950 796) = 2*-3%.5" . 7*. 11' = 19015 920

Ejemplo.  Calcular el producto (mcd (30,105) - mem (30,105)) y relacionarlo con los
enteros 30 y 105.

Solucion: haciendo las cuentas se tiene que
mcd (30,105) = 15
mcm (30,105) = 210 (2.14)
mcd (30,105) - mem (30,105) = 15 -210 = 3150
Pero a la vez 3150 se puede factorizar como 30 - 105 y se tiene
mcd (30,105) - mem (30,105) = 3150 =30 - 105 (2.15)

Esta propiedad es un resultado general y queda descripto por el siguiente teorema:

Teorema. Para todos los enteros positivos @ y S se tiene que
mcd(a, B) - mem(a,B) = a - B (2.16)
Demostracion:

1) Sia = 1, entonces med(1,8) = 1, y mem(1, 8) = B, entonces mcd(a, 5) - mecm(a, 8) =
1-g=a-p;
i1) SiB = 1, entonces mcd(a, 1) = @, y mcm(a, 1) = 1, entonces med(a, 5)-mecm(a, 8) =
a-1=a- B
iii) Por (i-ii) sélo basta analizar el caso @ > 1 y 8 > 1. Para eso, usando las Ecs. (2.8}
[2.12), y teniendo en cuenta que

min(x, y) + max(x,y) = x +y (2.17)
se tiene que

mcd(ax,ﬁ) . mcm(a,ﬁ) — [pml’n (al,bl)pml’n (a2,b2)mpm1’n (ah,bh)] )

1 2 h
dx (a1,b1) _max (az,bs) ax (an,bn)
x [prlnax ai,b; pzmax az,by mphmax ap,by, ] (218)

bi by b
=[Py pny] [Pt =
Observacion. Si se tiene un algoritmo eficiente para hallar mcd(e, 8), entonces se usa
la Ec. (2.16) para hallar el mcm(a, B3).
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Aritmética modular

Intro: la aritmética modular se refiere a las cuentas en donde solo interesa los restos de
las divisiones por enteros, tales como en el manejo de las horas del reloj. Por ejemplo,
qué hora sera dentro de 47 horas si la hora actual fuera 13 hs? Rpta: sumamos 47 a la
hora actual y al resultado tomamos el resto de dividirlo por 24, o sea, (13 + 47) mod 24,
resultando 12 hs.

Definicion. Sean A y B enteros, y M un entero positivo. Entonces se dice que A es con-
gruente con B en modulo M si M divide a la diferencia (A — B), y se denota con A = B
(mod M).

Teorema. Sean A y B enteros, y M un entero positivo. Entonces A = B (mod M) si y solo
si Amod M = Bmod M. Dem.: Si A mod M = B mod M, eso significa que A y B dan el
mismo resto R al dividirlos por M. Entonces

A=0QM+R conO<R<M
B = (0,M + R notar que es el mismo R (2.19)
A-B)=(Qi1-09)M .. M[|(A-B)

Teorema. Sean A y B enteros, y sea M un entero positivo. Los enteros A y B son con-
gruentes en modulo M ssi existe un entero K tal que A = B+ KM. Dem.: S1 A = B (mod
M), entonces M | (A — B). Esto significa que existe un entero K tal que A — B = KM, por
lo que A = B+ KM. Reciprocamente, si existe un entero K tal que A — B = KM, entonces
KM = A — B, lo que significa que M divide a A — B, y por eso A = B (mod M).

Teorema. Sean A, B, C,y D enteros, y sea M un entero positivo. Entonces (i) A+C = B+D
(mod M), y (ii) AC = BD (mod M). Dem. de (i):

SiA=B(modM) .. B=A+SMdondeS esun entero

SiC=D(mod M) .. D=C+TMdonde T es un entero (220)
Sumando lado a lado y re-agrupando
B=A+SM
D=C+TM 2.21)

B+D)=(A+OC)+ S +T)M

Como (S + T) es otro entero se concluye (B + D) = (A + C) mod M.

Aplicaciones de las congruencias

» Funciones de dispersion (o hashing). Las funciones de dispersion se utilizan para
asignar posiciones de memoria de modo tal que las operaciones de asignacion y re-
cuperacion de la info almacenada sean ripidas. Por ejemplo, la info de cada alumno
en una facu se almacena en un archivo que se localiza eligiendo alguna clave K que
identifica de forma univoca al archivo de cada alumno, e.g. elegir como clave al DNI
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de cada estudiante. Una funcion de dispersion H asigna una posicion de memoria
H(K) al archivo de clave K, y deben ser tales que sean rdpidas de calcular. Ademads
deben ser sobreyectivas para asi aprovechar toda la memoria disponible. Existen mu-
chos tipos de funciones de dispersion, donde una de las mds comunes son las basadas
en una congruencia de la forma

H(K) =K mod M (2.22)

donde M es el nimero de posiciones de memoria disponibles. Este tema se vera con
mayor amplitud en

» Numeros pseudo-aleatorios. En muchas aplicaciones se necesita elegir nimeros en
forma aleatoria, lo cual en la compu se logra utilizando métodos sistematicos. Pero,
como todo método sistemético nunca puede ser completamente aleatorio, en realidad
los nimeros obtenidos son numeros pseudo-aleatorios. Un método usual se basa en
congruencias lineales donde se eligen 4 enteros:

e un médulo M

e un multiplicador A, talque 2 < A < M
e un incremento C, talque 0 < C < M

e una semilla X, tal que 0 < Xy < M

Entonces, se va generando la sucesion de pseudo-aleatorios {X,}, con 0 < X, < M
para todo entero n, utilizando la congruencia lineal

X,.1 = (AX, + C) mod M (2.23)

Por ejemplo, con M = 9, A =7, C = 4,y Xo = 3, se obtiene la sucesion de en-
teros {X,} = {3,7,8,6,1,2,0,4,5,3,7,8,6,1,2,0,4,5, 3, ...}, donde la sub-secuencia
{3,7,8,6,1,2,0,4, 5} se repite indefinidamente.

Criptologia
Criptosistema de clave privada: cifrado de Julio César

= Los mensajes simplemente son cadenas de caracteres alfanuméricos. En los métodos
de cifrado de mensajes se empieza transforméandolos en nimeros enteros. Luego, ca-
da entero asociado a un caracter se transforma en otro entero utilizando alguna trans-
formacion, tipicamente por desplazamiento circular, o desplazamiento en médulo Z,
donde Z = 26 en un alfabeto de 26 letras. En los criptosistemas de clave privada hace
falta conocer la clave de cifrado. Por ejemplo, en el cifrado por traslacion en modulo
Z con clave (privada) K, el entero P que representa algun caracter, se cifra y descifra
con el par de ecuaciones
C=(P+K)modZ
P=(C-K)modZ
= Cuando se usa un criptosistema de clave privada, un par de personas que se comu-

nican en secreto deben compartir una clave para poder cifrar y descifrar. Tarea: ver
ejercicio(s) en GTP.

(2.24)
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2.5. Enteros y algoritmos

Representaciones de niimeros enteros

Intro. Es usual usar notacion decimal para representar nimeros enteros, e.g. 987 significa
9.-10%2+8-10"+7-10°. No obstante, a veces, conviene usar una base distinta de la decimal,
en particular: binario (base 2), octal (base 8), hexadecimal (base 16). De hecho se puede
usar cualquier base B > 0, dando lugar al enunciado del siguiente teorema.

Enunciado. Expresion de un entero positivo en una base B positiva: sea un entero positivo
B mayor a 1. Si n es un entero positivo, entonces se lo puede expresar como

n=aB +a_ B +..+aB' + a (2.25)
de una unica forma, donde k es un entero no negativo, ao, a1, ..., @; SOn enteros no negati-

vos menores a B,y a; # 0.

Definicion. Expresion binaria (def.): cuando se elige base B = 2, con lo cual bastan 2
simbolos, cada simbolo es 0 o 1. En consecuencia la expresion binaria de un entero es una
cadena de bits.

Ejemplo.  Obtener la expresion decimal del binario z = (1 0101 1101),.
Solucién:
z=1-2240-2741-2640-22+1-2*+1-22+1-2240-2' +1-2° = (349),5 (2.26)

Definicion. Expresion hexadecimal (def.): cuando se elige base B = 16, con lo cual
hacen falta 16 simbolos. Normalmente se emplean 0-9 y A-F, e.g. ver Tabla

decimal | binario | hexadecimal
1 | 00001 1
2 | 00010 2
3 | 00011 3
4 1 00100 4
5 | 00101 5
6 | 00110 6
7 | 00111 7
8 | 01000 8
9 | 01001 9
10 | 01010 A
11 | 01011 B
12 | 01100 C
13 | 01101 D
14 | 01110 E
15 | 01111 F
16 | 10000 10

Tabla 2.1: Enteros desde 1 hasta 16 en base decimal, binaria, y hexadecimal.

Ejemplo.  Obtener la expresion decimal del hexadecimal z = (2AEOB) 6.

Solucion:
7=2-16*+10-16>+14-16>+0-16° + 11 - 16°

2.27
= (175 627)10 (2:27)
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Ejemplo.  Obtener la expresion decimal del hexadecimal z; = (21)16, Y 22 = (30)16.

Solucion:
z1=2-16"+1-16° = (33)19

22=3-16"' +0-16° = (48)y0
Observacion. cada digito hexadecimal puede expresarse usando 4 bits lo cual, con expe-
riencia, facilita las conversiones.

Ejemplo. Como (1110); = (14)19 = (E)16, y como (0101), = (05)19 = (5)16, se tiene
que (1110 0101), = (ES);6.

Definicion. Byte, palabra, octeto (def.): son cadenas de bits de longitud 8. Notar que un
byte se puede representar usando 2 nimeros hexadecimales.

(2.28)

En cuanto a cambios de base, lo ilustraremos con ejemplos.

Ejemplo.  Calcular z = (12 345)( en octal.

Solucion:
12345=8-1543 +1 (D)
1543 =8-192+7 (7)
192 =8-24+0 0) (2.29)
24=8-3+0 0)
3=8-0(end)+3 3)
(12 345)19 = (30 071)g
Ejemplo. Calcular z = (177 130);9 en hexadecimal.
Solucion:
177130 =16-11070 + 10 (A)
11070 =16-691 + 14 (E)
691 =16-43 +3 3) (2.30)
43=16-2+11 (B)
2=16-0(end) + 2 2)
(177 130)190 = (2B3EA) 6
Ejemplo. Calcular z = (241);( en binario.
Solucion:
241 =2-120+ 1
120=2-60+0
60=2-30+0
30=2-15+0
15=2-7+1 (2.31)
7=2-3+1
3=2-1+1

1=2-0(end)+ 1
(241)10 = (1111 0001),
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Algoritmos para operaciones con enteros

Omitir.

Exponenciacion modular

Omitir.

El algoritmo de Euclides

Intro. El algoritmo de Euclides permite calcular rapidamente el maximo comun divisor
de dos enteros a y b, donde a > b, y se basa en la propiedad

mcd (a, b) = med (b, 1) donde r = a mod b (2.32)
Cuando a < b, se permutan los términos, i.e. mcd (a, b) = mcd (b, a).
Ejemplo.  Calcular el med (30,105).
Solucién: usamos reiteradamente la Ec. (2.32), resultando:
mcd(30,105)= mcd(105,30=mcd(30,15), pues 105 mod 30 = 15

mcd(30,15) = med(15,0), pues 30 mod 15 =0 (2.33)
mcd (15,0) = 15, pues 15 es el mayor entero que dividea 15y a0

2.6. Aplicac. de la teor. de nium.

Algunos resultados ttiles

Teorema. Si a, b, y c son enteros tales que a|b y ad|c, entonces se cumple que a|(mb + nc),
para todos los enteros m y n. Demostracion:

= Si a|b entonces, también a|(bc) para todo entero c. Por eso, almb y alnc para todos los
enteros my n;

» Si almb y a|nc entonces, también a|(mb + nc), comprobando asi el enunciado del
corolario.

Observacion. Este teorema es re-util en los fundamentos matematicos de la criptografia
de clave publica RSA, i.e. cuando se utiliza la autenticacién con clave publica para co-
nectarse a un servidor remoto mediante el protocolo SSH, en donde se utilizan dos claves,
una publica y otra privada, y que en linux se generan con ssh-keygen -t rsa donde
rsa selecciona ese método.

Ejemplo.  Expresar mcd(252,198) como una combinacion lineal de 252 y 198. Solu-
cion. Utilizando el algoritmo de Euclides se tiene:

252 =1-198 + 54

198 =3-54 + 36 534
54=1-36+18 2.34)
36 =2-18+0
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Ahora
18 =54-1-36 (2.35)
36 =198 -3-54 '
A continuacion
18=54-1-36
=54-1-(198 -3-54) (2.36)
=4-54-1-198
Por altimo
54 =252 —-1-198
18=4-(252-1-198)—-1-198 (2.37)

=4-252-5-198

Teorema. Sean a, b, y c enteros positivos, tales que mcd(a, b) = 1 y albc, entonces alc.
Demostracion: como med(a, b) = 1, existen dos enteros sy ¢ tales que sa + tb = 1. Luego

sa+th=1 multiplicando lado a lado por ¢
csa+cth =c Pero:

Por enunciado se sabe que albc, entonces altbc, con t entero; (2.38)
Como ala, entonces alcsa, con c¢s entero;

Entonces, como alctb y a|csa, se concluye que alc.

= Lema 2: omitir.
= Ejemplo 2: omitir.
» Teorema 2: omitir.

Congruencias lineales

Omitir.

Teorema chino del resto
Omitir.

Aritm. comp. con nam. grandes
Omitir.

Pseudoprimos

Omitir.

Criptografia de clave publica
Omitir.
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Cifrado RSA

Omitir.

Descifrado RSA

Reseria historica de RSA (Rivest, Shamir, y Adelman): lectura optativa. Comentario:
Adelman fue quien introdujo el término virus informdtico.

RSA como sistema de clave publica

Omitir.
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CAPITULO 3

Razon. matem., inducc. y recursividad

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo

ese texto.

Contents
[3.1. Estrategias dedemostracion| . . . ... ... .. ittt e e 59
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[3.6. Verificacionde programas| . . . . . ... L L e e e e e e e 74

3.1. Estrategias de demostracion

» Introduccién: lectura.
= Estrategias de demostracion:

e Razonamiento hacia adelante y hacia atras: lectura.

e Ejemplo 1 (media aritmética y media geométrica): demostrar que (a+b)/2 > Vab

cuando a y b son reales positivos distintos: re-hacerlo.
e Ejemplo 2 (juego con piedras): omitir.
e Demostracion por casos: lectura.
e Ejemplo 3: omitir.
e Ejemplo 4:

o Previo: ecuacion diofdntica (def.): es toda ecuacion con coeficientes y solu-

ciones enteras.

o Demostrar que no-existen soluciones enteras x € y en la ecuacion diofantica

x? + 3y? = 8: re-hacerlo.
e Adaptacion de demostraciones conocidas: omitir.
e Ejemplo 5: omitir.
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= Conjetura y demostracion:

e Intro: lectura.

e Ejemplo 6 (primos de Mersenne): omitir.
e Teorema 1: omitir.

e Ejemplo 7: omitir.

= Conjetura y contraejemplos:
e Ejemplo 8. Es re-hecho a continuacion:

Conjetura. Sea f(n) = n*> + n+ 41 con n € Z*. Si calculamos f(n) para los
primeros 39 valores de n resulta f(n) es un entero primo, i.e. solo divisible por 1
y por si mismo, por lo que se podria conjeturar que f(n) es un entero primo para
todo n € Z*. Sin embargo, cuando n = 40 se obtiene f(40) = 1681 el cual no es
entero primo porque se puede expresar como 1681 = 412, Se concluye entonces
que esta conjetura es[B

e Ejemplo 9: lectura.
e Problemas abiertos: lectura.
e Teorema de Fermat:

o Teorema de Fermat: la ecuacion diofantica x" + y" = 7" no-tiene soluciones
enteras x,y, z, donde xyz # 0, para ningun entero n > 2.

o Observ.: la ecuacién diofdntica x*> + y* = z? tiene infinitas soluciones enteras,
dando las ternas de Pitagoras, y corresponden a las longitudes de los lados de
un tridngulo rectangulo con lados de longitud entera.

e Ejemplo 10. Conjetura de Goldbach (enunciado): todo entero par n» mayor a 2 es
igual a la suma de dos primos.
e Ejemplo 11: omitir.
e Ejemplo 12 (primos gemelos):
o Primos gemelos (def.): 2 primos son gemelos si difieren en 2.
o Ejemplos: 3y 5,5y 7,11y 13,17 y 19, son primos gemelos.
o Conjetura de los primos gemelos: existen infinitos primos gemelos.
e Ejemplo 13. Conjetura de Collatz (o conjetura 3n + 1, algoritmo de Hasse, pro-
blema de Kakutani, problema de Siracusa, o problema de Ulam): ya visto en el

Ejemplo|[I.5]

» Problema de Turing (o problema de la detencidn, o problema de la parada): de central
importancia en la teoria de la computacion: postergado al dltimo cap.
= Otros métodos de demostracion: omtir.

3.2. Sucesiones y sumatorias

= Sucesiones: omitir.
= Sucesiones especiales de enteros: omitir.
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sumatoria resultado

Sk @ Suma de Gauss
k=0

n

e 2+ D@D Bn induccién
k=0

n 2 v .

e ['I(HTH)] Dificil!

k=0

n k ’11+l_1 .z

3 Ar A= Progresion
k=0

conr# 1 geométrica

Tabla 3.1: Sumatorias frecuentes y sus valores.

Sumatorias

Intro. La sumatoria y la productoria son de utilidad en diversos temas, en particular en
induccién y en AED, y se expresan como sigue:

Definicion.

= Sumatoria:
n

Zak =a,+aps +...+a, 3.1)
k=m
» Productoria: .
1_[ Ay = Qe (3.2)
k=m

Ejemplo.  Cambio de indice y de limites en una sumatoria. En la sumatoria

A= Z ke * (3.3)
k=0

introducir el cambio de indice k = j — 1. Solucién: como k = j — 1 se tiene que, cuando
k=0es j=1,ycuando k =nes j=n+1.Porotra parte n — k = n — j + 1. Finalmente,

reemplazando, sresulta
n+1

A= Z( j— it (3.4)

=1

Ejemplo. [Un error algebraico algo frecuente en parciales] Sumar 5 - 11" + 5 - 11"
Solucién: Antes, como ya sabemos 5A + 5A = 2 - (5A). Ahora sea A = 11", entonces
5-11"+5-11"=2-(5-11").

= Ejemplo 9: omitir.
= Ejemplo 10: omitir.
= Ejemplo 11: omitir.
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= Ejemplo 12: omitir.

» Ejemplo 13 (sumatorias dobles): omitir.
= Ejemplo 14: omitir.

= Ejemplo 15: omitir.

= Ejemplo 16: omitir.

= Ejemplo 17: omitir.

» Cardinal: omitir.

3.3. Induccion matematica

Induccion

Intro. El Principio de Induccién Matematica (PIM)) (Sec. 3.3, p. 222, Rosen; Sec.
1.7, p. 53, Johnsonbaugh) lo usaremos para demostrar proposiciones cuantificadas de la
forma Yn P(n), donde P(n) es una[EPlen el entero n, mientras que el es el conjunto de
TODOS los enteros a partir de algin entero ny dado, i.e. es el conjunto infinito {ng, ny +
l,no + 2, }

Enunciado. Sea la proposicion cuantificada de la forma VYn P(n), donde P(n) es una
[EPlen el entero n, mientras que el es el conjunto de todos los enteros Z; a partir de un
entero ny dado. El sostiene que si se cumplen tanto el [PBlcomo el [PIL:

= Paso Base (PB)) (cuando n = ng): se comprueba que P(n) es [T}
» Paso de Induccion (PI): se demuestra que la implicacion P(k) — P(k + 1) es [T para
algiin entero k > ng arbitrario;

entonces P(n) vale para todos los enteros n > ny. El puede simbolizarse con la regla
de inferencia compuesta.

[P(no) A Hk)] — [Vn € Z, se cumple P(n)] , donde

(3.5)
H(k) = (P(k) — P(k+ 1)) para algun entero k > ng arbitrario.

Observacion.

1) En los ejercicios frecuentemente es ng = 0, ny = 1 u, ocasionalmente, ny > 1;

ii) La frase para algin entero k > ng arbitrario en la implicacién de la Ec. (3.5) es
importante, i.e. hay que demostrar la veracidad de P(k + 1) a través de la implicacion
P(k) — P(k + 1) asumiendo que P(k) es [Tl para algtin k > geO;

iii) El antecedente de la implicacién en H(k), que se asume [T cuando se demuestra el [Pl
lo llamaremos como la Hipétesis Inductiva (HI).

Ejemplos de demostraciones por inducciéon

Ejemplo. [PIM|con una igualdad en donde ny = 1]: suma de Gauss. Demostrar usando el
que
_nn+1)

1+2+3+...+
" 2

(3.6)
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para todos los enteros n positivos. Solucion:

u (n = 1): en el lado izquierdo de la Ec. (3.6)) se tiene que /; = 1 (suma reducida
al primer sumando), mientras que en el lado derecho se tiene D =1-2/2 =1 (ala
derecha). Como se cumple la igualdad I; = Dy, se verifica el

= [PI: asumimos que la[HI dada por

k(k +1
1+2+3+...+k= (2+) (3.7)
I N e’
Dy

es[Tlpara algin entero k > 1 arbitrario. A continuacion elegimos sélo uno de los lados
de la Ec. (3.7), en donde conviene tomar el lado izquierdo que contiene la sumatoria,
y lo planteamos para el siguiente indice (k + 1):

Liii={1+2+3+...+k}+(k+1) ; introducimos la Hl en {...}
k(k +1
= ( ; ) +(k+1) ; sumamos fracciones
k(k+1)+2(k+1 3.8
= (k+ ); k+1) ; sacamos factor comun (k + 1) (3-8)
_(k+ D(k+2)

> = Diy
O sea, empezando por el lado izquierdo de la Ec. (3.7) pero re-escrita para el siguiente
indice (k + 1), se obtiene la igualdad predicha por el enunciado para el lado derecho
pero re-escrito también para el siguiente indice (k+1). Es decir, la implicacion P(k) —
P(k + 1) es[Tlpara algtin entero k > 1 arbitrario.

» Finalmente, como se cumple el[PBly el[PI, el[PIM]asegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros positivos .

Ejemplo. [PIM| con una igualdad en donde ny = 1]: suma de los primeros n enteros
impares. Demostrar usando el [PIM] que

1+43+5+..+Q2n—-1)=n? (3.9)
para todos los enteros n positivos. Solucion:

= (n = 1): en el lado izquierdo de la Ec. (3.9) se tiene /; = 1 (suma reducida al
primer sumando), mientras que en el lado derecho se tiene D; = 12 = 1. Como se
cumple la igualdad I; = Dy, se verifica el [PBl

= [PT} asumimos que la[HI

1+345+..+Q2k-1)= K (3.10)
N——
Ik Dk

es [T] para algin entero k > 1 arbitrario. A continuacién elegimos s6lo uno de los
lados de la Ec. (3.10), en donde conviene tomar el lado que contiene la sumatoria, y
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lo planteamos para el siguiente indice (k + 1):

Ly ={1+3+5+..+QR2k-1)}+2(k+1)-1) ;introducimos la Hl en {...}

= k> +2(k+ 1) ; prop. distributiva
=k +2k+2 ; cuadrado del binomio
=(k+1)*

(3.11)
O sea, empezando por el lado izquierdo de la Ec. (3.10) pero re-escrita para el si-
guiente indice (k + 1), se obtiene la igualdad predicha por el enunciado para el la-
do derecho pero re-escrito para el siguiente indice (k + 1). Es decir, la implicacion
P(k) — P(k + 1) es[Tlpara algtin entero k > 1 arbitrario.
= Finalmente, como se cumple el [PBly el[PI, el[PIMlasegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros positivos n.

Ejemplo. con una desigualdad en donde ny = 1]. Demostrar usando el que
n<?2" (3.12)

para todos los enteros n positivos. Solucion:

= (n = 1): en el lado izquierdo de la Ec. (3.12) se tiene /; = 1, mientras que en
el lado derecho se tiene D; = 2! = 2. Como se cumple la desigualdad I} < D, se
verifica el [PBl

» [PI asumimos que la[HI dada por

k < 2K (3.13)
S~ S~~———
I Dy,

es(llpara algun entero k > 1 arbitrario. A continuacion elegimos s6lo uno de los lados
de la Ec. (3.13)), en donde puede convenir tomar el lado izquierdo, y lo planteamos
para el siguiente indice:

Liv1 =ik} +1 ; introd. HI en {...}
<2F41 ; reemplazo 1 < 2% parak > 0
<2k 40k ; usamos A + A = 2A (1 pera + 1 pera = 2 peras)

=2.2=21=p.,; :pot. deigual base
(3.14)
Observando desde el inicio vemos que ;.1 < D41, que es lo predicho por la des-
igualdad pero re-escrita para el siguiente indice (k + 1). Es decir, la implicacion
P(k) — P(k + 1) es[Tlpara algtin entero k > 1 arbitrario.
= Finalmente, como se cumple el [PBly el [PI, el[PIMlasegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros positivos 7.

Ejemplo. [[PIMIcon una desigualdad en donde ny = 4]. Demostrar usando el que
2" < n! (3.15)
para todos los enteros n > 4. Solucion:

64



CAPITULO 3. RAZON. MATEM., INDUCC. Y RECURSIVIDAD 3.3. INDUCCION MATEMATICA

= (n = 4): en el lado izquierdo de la Ec. se tiene I; = 2* = 16, mientras que
en el lado derecho D4 = 4! = 24. Como se cumple la desigualdad I, < Dy, se verifica
el PB

= [PI: asumimos que la[HI dada por

2k < k! (3.16)
S~ S~
I Dy,

es[Tlpara algin entero k > 4 arbitrario. A continuacién elegimos s6lo uno de los lados
de la Ec. (3.16), en donde puede convenir tomar el lado izquierdo, y lo planteamos
para el siguiente indice:

Liyq = 28! ; potencia de igual base
=25 .2 ; introd. HI en {...} y permutamos
<2 {k!} ; dato auxiliar 2 < k + 1 parak > 4 (3.17)
<(k+1)- (k! ; usamos def. del factorial
=(k+1)! ; pot. de igual base

Observando desde el inicio vemos que ;41 < D41, que es lo predicho por la des-
igualdad dada pero re-escrita para el siguiente indice (k + 1). Es decir, la implicacién
P(k) — P(k + 1) es[T] para algtin entero k > 4 arbitrario.

= Finalmente, como se cumple el[PBly el[PI, el[PIM]|asegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros n > 4.

Ejemplo. [PIM|cuando no es una igualdad ni una desigualdad]: Demostrar usando el
que (1 — n) es divisible por 3 para todos los enteros positivos n. Solucion:

= Previo: por ejemplo, como 8 div4 = 2,y 8 mod 4 = 0, decimos que 8 es divisible por
4. En general decir que un entero B es divisible por otro entero positivo A, significa
que Bmod A = 0. En particular, como 0 div 3 = 0 y 0 mod 3 = 0, decimos en general
que cero es divisible por cualquier entero positivo.

u (n = 1): tenemos P(1) = 1> — 1 = 0. Como 0 es divisible por 3, se concluye que
el PBles [Tl

= [PI: asumimos que la[HIl dada por:

P(k) : (k* - k) es divisible por 3 (3.18)

es[Tlpara algin entero k > 1 arbitrario. A continuacion, nos preguntamos qué sucede
cuando k pasa a (k + 1) en el polinomio, o sea:

k+1)>=(k+1)= - desarrollamos el (...)°
= (K + 3k + 3k + H—-(k+1) ; reagrupamos monomios
= {(K-k) + 3+ k)
N ——’ [
por HI es divisible por 3 3 veces un entero
(3.19)

vemos que (k + 1)° — (k + 1) también es divisible por 3 siempre que k* — k lo sea, y se
cumple el [Pl

65



3.3. INDUCCION MATEMATICA CAPITULO 3. RAZON. MATEM., INDUCC. Y RECURSIVIDAD

» Finalmente, como se cumple el [PBly el [PI, el PIM| asegura que se cumple para todos
los enteros positivos n.

Teorema. Nimero de elementos del conjunto potencia. Si un conjunto finito A tiene n
elementos, entonces
|P(A)| = 2" (3.20)

para todo entero n > 0. Demostracion: (i) por [PIM] (en el parcial 1); y (ii) por conteo (en
el parcial 2), (i11) ambos (después del parcial2, recuperatorios y finales).

. si n = 0 entonces no hay elementos, y se reduce al conjunto vacio. El tnico
subconjunto del conjunto vacio es el conjunto vacio. Asi que en el lado izquierdo
Iy = 1, mientras que en el lado derecho Dy = 2 = 1, y se cumple la igualdad
I, = Dy.

= [Pt cuando &k > 0:

1) Sea Ay el conjunto con (k + 1) elementos, y sea Ay el conjunto obtenido de Ay,

al eliminar un elemento cualquiera x, por lo que Ay tiene k elementos;

i1) Notar que cada subconjunto de P (A1) que contiene a un elemento genérico x, se
lo puede coordinar de un modo unico con un subconjunto que no lo contiene. Por
eso, exactamente la mitad de los subconjuntos de $(A.1) contienen al elemento
x, y la otra mitad no lo contienen (ver Fig. y releer la Obs. [1.6).

i11) Como Ay tiene k elementos, podemos utilizar la hip6tesis inductiva para concluir
que [P(A)] = 2%;

1v) Pero los subconjuntos de $(A;) son los de P(A;+1) que no contienen al elemento
X'y su nimero es la mitad, o sea

P(A
Prag) = ! (3.21)
despejando |P(Ax+1)| se tiene
[P(Ars1)l = 2 - [P(AY)|
=2.2k (3.22)

— 2k+l

que es lo predicho por la[Hll en el lado derecho pero re-escrito para el siguiente
indice (k + 1). Es decir, la implicacién P(k) — P(k + 1) es[I] para algiin entero
k > 0 arbitrario.

1) Finalmente, como se cumple el y el [PI, el [PIM| asegura que se cumple el
enunciado para todos los enteros no-negativos n.

Ejemplo. [[PIMlen leyes generalizadas de De Morgan para conjuntos, en donde ny = 2].

Demostrar usando el PIM| que
ﬂ A= U A; (3.23)
j=1 j=1

para todos los enteros n > 2, donde Ay, A,, ..., A,, son subconjuntos de un cierto conjunto
universal U. Solucién:
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{} ©o—0

{
{a} O —=0 {ac}
{b} O —=0 {bc}
{a,b} O —=0 {abc}

Figura 3.1: Coordinacidn de los subconjuntos de Az = {a, b, c}: los que no contienen al elemento c (izq.), y los que lo contienen
(der.). Notar que los mostrados a la izq. son los elementos del conjunto potencia A, = {a, b}.

» [PBl(n = 2): 1a Ec. (3.23) cuando n = 2 se reduce a:
AlNA;=A UA, (3.24)

que es una de las leyes de De Morgan para 2 conjuntos, por lo que se concluye que el
es Verdadero (por True) (D).
= [PI asumimos que la[HI dada por

k k
(A =14 (3.25)

j=1 j=1
~—— ~——
Iy Dy

es [Tl para algin entero k > 2 arbitrario. A continuacion elegimos s6lo uno de los
lados de la Ec. (3.25). Aqui elegimos tomar el lado izquierdo, y lo planteamos para
el siguiente indice (k + 1):

k+1
Ly = ﬂ A ; expandimos interseccion generalizada
j=1
k k
= ﬂAJ- N Ags1 ; reemplazo Hy = ﬂAj
J=1 J=1
= H; N Apyq ; introducimos ley de De Morgan para 2 conj.
— _ kK ko (3.26)
:{ k}UAk+1 ;porHIesHk:ﬂAj:UAj
J=1 J=1
k
= U ITJ U Ags1 ; usamos propiedad asociativa
j=1
k+1
=(J4;
j=1

O sea, empezando por el lado izquierdo de la Ec. (3.25) pero re-escrita para el si-
guiente indice (k + 1), se obtiene la igualdad predicha por el enunciado para el lado
derecho pero re-escrito también para el siguiente indice (k + 1). Es decir, la implica-
cion P(k) — P(k + 1) es[Il para algtn entero k > 2 arbitrario.
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» Finalmente, como se cumple el [PBly el[PI, el[PIMlasegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros positivos n > 2.

Tarea. [PIM|en leyes generalizadas de De Morgan para conjuntos, y con ny = 2]. Demos-
trar usando el [PIM| que

S
S

para todos los enteros n > 2, donde Ay, A,, ..., A,, son subconjuntos de un cierto conjunto
universal U.

Ejemplo. [[PIMlen conjuntos, en donde ny = 2]. Demostrar usando el PIM]| que
XﬂUAj:U(XﬂAJ-) (3.28)

para todos los enteros n > 2, donde X es un conjunto, mientras que Aj, Ay, ..., A, son

subconjuntos de un cierto conjunto universal U. Solucion:

» [PBI(n = 2): 1a Ec. (3.28) cuando n = 2 se reduce a:
XNAIUA)=XNA)UXNAy) (3.29)

que es una de las leyes distributivas para 2 conjuntos, por lo que se concluye que el
es[Tl
= [PI: asumimos que la[HIl dada por

k k

xn| Ja; = Jxna) (3.30)
j=1 j=1
I Dy

es [Tl para algin entero k > 2 arbitrario. A continuacién elegimos s6lo uno de los
lados de la Ec. (3.30). Aqui elegimos tomar el lado izquierdo, y lo planteamos para

68



CAPITULO 3. RAZON. MATEM., INDUCC. Y RECURSIVIDAD 3.3. INDUCCION MATEMATICA

el siguiente indice (k + 1):

k+1
Livi=XnN U A ; expandimos unién generalizada
j=1
k
=XnN AjUAp ; introducimos prop. ditributiva
j=1
k
=<XN UAJ- UXNA) ; introducimos la Hl en {...} (3.31)
i=1

k
= U(XﬂAj) UXNAg) ; reagrupo
j=1
k+1

=U(xnay)

J=1

O sea, empezando por el lado izquierdo de la Ec. (3.30) pero re-escrita para el si-
guiente indice (k + 1), se obtiene la igualdad predicha por el enunciado para el lado
derecho pero re-escrito también para el siguiente indice (k + 1). Es decir, la implica-
cién P(k) — P(k + 1) es[T para algin entero k > 2 arbitrario.

= Finalmente, como se cumple el [PBly el PI, el[PIMlasegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros positivos n > 2.

Tarea. [PIM|en leyes generalizadas de De Morgan para conjuntos, y con ny = 2]. Demos-
trar usando el que

Xu(jAjzfyXuAﬂ (3.32)
j=1 j=1
para todos los enteros n > 2, donde X es un conjunto, mientras que Ay, Ay, ..., A, son

subconjuntos de un cierto conjunto universal U. Solucion: tarea para el hogar.

Ejemplo. [PIMIcon una matriz y ny = 1]. Sea la matriz

A:Bi] (3.33)
demostrar usando el [PIM] que la potencia enésima A" de A estd dada por
_Anzli: ;1 (3.34)
para todo entero positivo n. Solucion:
u (n = 1): cuando n = 1 en el lado izquierdo de la Ec. (3.34) se tiene
L=A'=A (3.35)
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mientras que en el lado derecho:

a' 0 a 0
D“Wﬁ H]‘b 4 (3.36)
entonces I; = Dy y se concluye que el [PBles Tl
= [PI} asumimos que la[HI dada por

k
k_|a 0
A" = [O bk] (3.37)
es[T] para algtin entero k positivo arbitrario. A continuacién elegimos sélo uno de los
lados de la Ec. (3.37). Aqui elegimos tomar el lado izquierdo, y lo planteamos para
el siguiente indice (k + 1):

L = A = AR AT ; introducimos la HI en el primer factor
_[a" Offa © . multiplicamos matricialment
_»Ob"Ob ; multiplicamos matricialmente

[(d*a +0) (0+0) (3.38)

| (0+0) (VD)
—ak+1 0
= 0 bk+1]

; potencias de igual base

O sea, empezando por el lado izquierdo de la Ec. (3.37) pero re-escrita para el si-
guiente indice (k + 1), se obtiene la igualdad predicha por el enunciado para el lado
derecho pero re-escrito también para el siguiente indice (k + 1). Es decir, la implica-
cion P(k) — P(k + 1) es[Il para algtin entero k > 2 arbitrario.

» Finalmente, como se cumple el[PBly el[PI, el[PIM]asegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros positivos n.

Induccion fuerte

Observacion.

i) El Principio de Induccion Fuerte (PIE) (Sec. 3.3, p. 232, Rosen; Sec. 1.8, p. 65, John-
sonbaugh) lo usaremos ocasionalmente para demostrar proposiciones cuantificadas
de la forma VYn P(n), donde el es el conjunto de los enteros a partir de un entero
ngy dado, i.e. el conjunto {ng, ng + 1,n9 + 2, ...}.

i1) El texto de Johnsonbaugh denota a la afirmacién que se va a probar por P(n) en lugar
de P(n + 1), convencidn que no seguiremos aqui.
111) Omitir la propiedad del buen orden.

Enunciado. Sea la proposicion cuantificada de la forma Vn P(n), donde P(n) es una
[EP en el entero n, mientras que el es el conjunto de los enteros a partir de un ng dado.
El1[PIH sostiene que si se cumplen tanto el [PBlcomo el [P fuerte, en donde:

= (cuando n = ngp): se demuestra que P(ng) es[T};
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= [P]| fuerte: se demuestra la implicacion

k
A PG

J=no

— P(k+ 1) es[Ipara algin entero k > ng arbitrario; (3.39)

entonces P(n) vale para todos los enteros n > ng. El [PIH puede simbolizarse con la regla
de inferencia compuesta:

[P(no) A H(k)] — [Vn: P(n) conneZ;| donde

k
A PG)

J=no

(3.40)

H(k) = — P(k+ 1) paraalgin k > ng arbitrario.

Ejemplo. [PIE cuando no es una igualdad ni una desigualdad, y con ny = 12]: Demostrar
usando el [PIH que toda TP de 12 o mds centavos se puede cobrar usando estampillas de 4
o 5 centavos. Solucién:

= [PB! aunque basta demostrar el caso n = 12 pero después, para invocar el [PIE, necesi-
taremos también chequear todos los casos hasta n = 16 (después se entenderd mejor
por qué). Tenemos:

(a) Cuando n = 12 usamos 3 estamp. de 4 centavos y 0 de 5 cent.
(b) Cuando n = 13 usamos 2 estamp. de 4 centavos y 1 de 5 cent.
(c) Cuando n = 14 usamos 1 estamp. de 4 centavos y 2 de 5 cent.
(d) Cuando n = 15 usamos 0 estamp. de 4 centavos y 3 de 5 cent.
(e) Cuando n = 16 usamos 4 estamp. de 4 centavos y 0 de 5 cent.

En particular, en el caso (a), cuando n = 12, se cumple el
= Sea la[FP
P(k): una TP de k centavos se cobra usando estampillas de 4 o 5 centavos (3.41)
Ahora planteamos el [PIE:
[P(k—3)AP(k—2)A P(k—1) A P(k)] = P(k+ 1) (3.42)
para algun entero k > 15 arbitrario. En particular, si k = 15 la Ec. (3.42)) se reduce a
[P(12) A P(13) A P(14) A P(15)] — P(16) (3.43)

Dados los valores del inciso anterior, la Ec. (3.43)) es[Tl. Ademas la Ec. (3.43)) muestra
que segun el valor del entero k podemos tener estampillas de 4 y 5 centavos, o solo
de 4 centavos, o solo de 5 centavos. A continuacidn, para un entero k > 15 arbitrario;

1) Si habiamos usado, al menos, 1 estampilla de 4 centavos (en forma similar a los
casos (a-c), entonces la reemplazamos por 1 de 5 centavos;

i1) Pero si no habiamos usado estampillas de 4 centavos, o sea, que habian, al me-
nos, 3 estampillas de 5 centavos (similar al caso (d) cuando & = 15). Luego,
reemplazamos 3 estampillas de 5 centavos por 4 estampillas de 4 centavos.
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En cualquier caso, podemos pasar de una TP de k centavos a la TP de k + 1 centavos.
Es decir, la implicacion (P(k — 3) A P(k —2) A P(k— 1) A P(k)) — P(k + 1) esTlpara
algun entero k > 15 arbitrario.

» Finalmente, como se cumple el [PBly el [Pl el asegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros n > 15.

La propiedad del buen orden

Omitir.

3.4. Def. recurs. e inducc. estruc.

Funciones definidas recursivamente

Definicion. ~ Una funcién f(n) cuyo dominio es el conjunto de los enteros Z, , donde
ng es un cierto entero inicial, se puede definir en forma inductiva (o recursiva (Sec. 3.4, p.
239, Rosen)) utilizando dos etapas:

. (n = np): se especifica el valor de la funcién f(n) en ny;
= Paso Recursivo (PR)): se define una regla para obtener el valor de la funcién f(n) a
partir de sus valores en los enteros anteriores a 7.

Observacion.  Las funciones definidas en forma inductiva o recursiva frecuentemente,
tienen dominio en los enteros no-negativos (ny = 0) o positivos (ng = 1).
Ejemplo. [Funcién factorial]. La funcién factorial F(n) = n! con dominio en los enteros
no-negativos se define como
nF(n-1) sin>1
F(n) = .
1 sin=0

Ejemplo. [Funcién potencia]. La funcién potencia a” con dominio en los enteros no-
negativos se define como

(3.44)

4
1 sin=0 (3.45)

. faa™V  sinx1
a =
Ejemplo. [Numeros (o sucesién) de Fibonacci]. Los nlimeros (o sucesién) de Fibonacci
J» se define como

1 sin=1lon=2 (3.46)

£ = {fn_l + fo-2 sin>3

Por ejemplo, los primeros 8 valores de la sucesion de Fibonacci, definida por la Ec. (3.46)),
se listan en la Tabla[3.2]

Ejemplo. [Sucesion de Fibonacci y [PIE, en donde ny = 6 (para finales)]. Demostrar
usando el [PIH que

3 n—1
I >(§) (3.47)
I, ——

D,
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n |1 | 2 | 3 | 4 |5 | 6 | 7 | 8
o 1 1 2 3 5 8 13 21
(3/2)"~! | 1.0000 | 1.5000 | 2.2500 | 3.3750 | 5.0625 | 7.5938 | 11.3906 | 17.0859

Tabla 3.2: Los primeros 8 valores de la sucesién f, de Fibonacci, y de la funcién (3/2)"!.

para todos los enteros n > 6, donde f, es la sucesion de Fibonacci definida por la Ec.

(3.46)). Solucién:

= [PB! aunque basta demostrar el caso n = 6 pero después, para poder invocar el [PIE,
necesitaremos también chequear los casos n = 7y n = 8 (después se entendera por
qué). Entonces, los primeros 8 valores de la sucesion de Fibonacci y de la desigualdad
definida por la Ec. (3.47), se listan en la Tabla[3.2] De esta tltima, vemos que
(a) Cuando n = 6: se tiene I = 8 y Dg = 7.5938, por lo que I > Dg;
(b) Cuando n = 7: se tiene I = 13y D7 = 11.3906, por lo que I; > D7;
(c) Cuando n = 8: se tiene Is = 21 y D7 = 17.0859, por lo que Ig > Dsg.
En particular, en el caso (a), cuando n = 6, se cumple el

s Sea la[FP
P(n): se cumple que f, > (3/2)"! (3.48)
Ahora planteamos el [PIE:
[P(n—1)A P(n)] > P(n+1) (3.49)
para algun entero n > 7 arbitrario. En particular, si n = 7, 1a Ec. (3.49) se reduce a
[P(6) A P(T)] — P(8) (3.50)

Dados los valores (a)-(c) del inciso anterior, la Ec. (3.50) es[Tl A continuacién, para
un entero n > 7 arbitrario planteamos:

3n—2
fn—1>(§)
3n—l
fn>(§)
3n—2 3n—l
— +—
) [
V'3, (3)
2 ¥2 2
§ﬂ+%:§°9>§‘1:Dn+l
2) 1973/ 7\2) 9 (2

donde 10/9 ~ 1.1111 > 1, por lo que 1,1 > D, 1, y se cumple el [PI.

fn—l + fn >

fn+1 >

fn+1 >

= Conjuntos y estructuras definidas recursivamente: omitir.
= Induccion estructural: omitir.
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3.5. Algoritmos recursivos

Omitir.

3.6. Verificacion de programas

Omitir.
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capiTuLo 4

Recuento

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.
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4.1. Fundamentos de combinatoria

Principios basicos de recuento

Definicion. La regla del producto (o principio de la multiplicacion) (PM)). Si se tiene
una serie de ¢ tareas tales que se pueden hacer en ¢ etapas sucesivas, donde

= Latarea 1 se puede hacer de n; maneras;
= [a tarea 2 se puede hacer de n, maneras; etc.;
= La tarea ¢ se puede hacer de n, maneras;

y las tareas son compatibles dos a dos, i.e. si se hace la tarea 7; también se puede hacer
la tarea T, con i # j, entonces, el nimero de opciones z para hacer toda la tarea es
Z =Nninj...n;.

Ejemplo.  Para contar el nimero de opciones en el ment de un bar, o para combinar la
ropa (e.g. camisa, pantalon), etc., hay que emplear el [PM] ver los ejemplos del libro.

Ejemplo.  Etiquetar las butacas de un auditorio con una letra y un nimero entero posi-
tivo menor o igual a 100 ;De cudntas formas distintas existen para etiquetar una butaca?
Considere un alfabeto de 26 letras. Solucion: el proceso de etiquetar las butacas consiste
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&)

X

Figura 4.1: Diagrama de Venn cuando A C B C X.

en 2 tareas: asignar una de las 26 letras del alfabeto, y luego asignar uno de los 100 nu-
meros disponibles. Usando el hay z = 26 - 100 = 2600 formas distintas de etiquetar
una butaca.

Ejemplo. Sean los 5 caracteres A, B, C, D, E. Hallar el nimero de cadenas que se
pueden construir cuando:

1) De longitud 4, sin repetir caracteres: usamos el en 4 pasos sucCesivos Zapcp =
5-4-3-2-1=120 opciones;
i1) De longitud 4, sin repetir caracteres, y que empiezan con B: otra vez usamos el
en 4 pasos sucesivos zg = 1 -4 -3 -2 -1 = 24 opciones;
iii) De longitud 4, sin repetir caracteres, y sin empezar con B: hay dos formas para cal-
cularlo:

a) Contar las opciones que empiezan con A, luego con C, luego con D, luego con E,
y sumarlas. En cada uno se tiene el mismo nimero de opciones zg = 1:4:3-2 = 24,
por lo que en total habran z4cpg = 4z0 = 4 - 24 = 96 opciones;

b) Hacerlo por diferencia entre los numeros de opciones en total y las que empiezan
con B. Se tiene zacpr = zapcpe — 2z = 120 — 24 = 96 opciones.

Ejemplo. ;Cudntas cadenas de bits diferentes hay de longitud 7? Solucién: hay que
llenar 7 casilleros, en cada uno hay 2 opciones, por lo que usando el hay z = 27.

Ejemplo. (Cuantas patentes diferentes hay si cada una consiste en una serie de 3
letras seguidas de 4 digitos, y se permiten las repeticiones de letras o digitos? Considere
un alfabeto de 26 letras. Solucién: considerando un alfabeto de 26 letras, los 10 digitos, y
usando el PM hay en total z = 26° - 10%.

Observacion.  Una demostracion basada en un argumento combinatorio es una demos-
tracién que emplea un argumento de conteo.

Teorema. Utilizando un argumento de conteo demuestre que en un conjunto finito A de
n elementos, se cumple que |P(A)| = 2", donde P(A) es el conjunto potencia (o conjunto
de partes) del conjunto A.

Demostracion:

Un subconjunto del conjunto A = {ay, ay, ..., a,} se puede construir en n pasos sucesi-
VOs:

= Se elige (0 no) el elemento ay;
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etapa 1: colocar | etapa 2: colocar A B-A X-B | parordenado (A, B)
elemento x; elemento x, resultante
enA | {1,2} 0 0 ({1,2},{1,2})

en A enB-A {1} 2} 0 {1}, {1,2})
enX-B| {1} 0 {2} 1} {1

enA {2} {1 0 ({23,{1,2)

enB-A enB-A 0 {1,2} 0 0,{1,2})
enX-B 0 {1} {2} @,{1}

en A {2} 0 {1 ({25(2h

enX—-B enB-A 0 {2} {1} @,{2})
enX-B 0 0 (1,2} (,0)

Tabla 4.1: Ejemplo: cada uno de los subconjuntos A y B que verifican A € B C X cuando X = {1,2}.

= Se elige (o no) el elemento ajy; etc.;
= Se elige (o no) el elemento a,;

en donde cada etapa se puede realizar de 2 maneras por lo que, usando el PM] el niimero
de subconjuntos posibleses z =2-2-... - 2, n veces, o sea 7 = 2".

Teorema. (para finales) Sea un conjunto finito X de n elementos, y los subconjuntos A y
B de X. Utilizando un argumento de conteo demuestre que el nimero de pares ordenados
(A, B) tales que A C B C X es z = 3". Demostracion: Sea el par ordenado (A, B) tal que
A € B C X. Convine trazar un diagrama de Venn, ver Fig. para ver lo siguiente:
(1) Si se asigna cada elemento de X a uno de los conjuntos A, B — A o X — B, entonces
se obtendrd un par unico (A, B) que satisface A € B C X; (ii) Reciprocamente, cada
elemento del conjunto X debe estar en uno solo de los subconjuntos A, B—A o X — B. Por
eso, podemos emplear el siguiente proceso por etapas:

= Se asigna el elemento x; de X a alguno de los conjuntos A, B— A, 0 X — B;
= Se asigna el elemento x; de X a alguno de los conjuntos A, B— A, 0 X — B, etc.;
= Se asigna el elemento x, de X a alguno de los conjuntos A, B— A, 0 X — B;

En cada una de estas etapas hay 3 opciones por lo que, usando el PM] el ndimero total de
opciones esz =3 -3 -...- 3, n veces, o sea z = 3".

Ejemplo. Sea un conjunto finito X = {1,2}, y los subconjuntos A y B de X tales
que verifican A € B C X. Aplique el teorema anterior. Luego, liste cada uno de los
pares ordenados (A, B) que verifican A € B C X. Solucion: tenemos n = 2, por lo que
z = 32 = 9, i.e. hay 9 pares ordenados (A, B) que verifican A C B C X. Cada uno estd
listado en la Tabla [4.1]

Ejemplo. ;Cuéntas cadenas de bits diferentes hay de longitud 6? Solucién: usando el
hay z = 27,

Ejemplo. ;Cudantas funciones se pueden definir desde un conjunto A = {ay, ay, ..., ay}
de m elementos (dominio) a otro conjunto B = {by, by, ..., b,} de n elementos (codominio)?
Solucién: una funcién f: A — B se corresponde con una eleccion de los n elementos
del codominio B, para cada uno de los elementos del dominio A. Usando el hay
z=n-n...-n (mveces), o sea, z = |B", es decir, z = |codominio[l“®™"°l Notar que cuando
|A| = 1 (o m = 1), se tiene que son posibles definir n funciones, aunque no serdn funciones
inyectivas.
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Tarea. Escriba cada una de las funciones que se pueden definir entre los conjuntos
Ay Bcuando: (i) A = {a} y B = {1,2,3}; (i1) A = {a,b} y B = {6}. En cada caso ;jhay
inyectivas? ;cudles?

Ejemplo. (Cudntas funciones inyectivas se pueden definir desde un conjunto A =

{ai,an, ..., a,} de m elementos (dominio) a otro conjunto B = {by, b, ..., b,} de n elementos
]

(codominio)? Solucién:

1) Sea una funcién f: A — B. Si |A| > |B| entonces no hay unicidad de la preimagen,
por lo que f no serd inyectiva;
i1) Sabemos que |A| < |B| (i.e. m < n). Si f debe ser inyectiva, entonces se la puede

construir en m pasos sUCesivos:

= Eljjo la imagen de a;, para lo cual dispongo de n opciones;

= Eljjo la imagen de a;, para lo cual dispongo de (n — 1) opciones;

= Elijo la imagen de a3, para lo cual dispongo de (n — 2) opciones; etc.;
= Eljjo la imagen de a,,, para lo cual dispongo de (n — m + 1) opciones;

por lo que, usando el PM] en total hay
z=n-(n—-1..(n—-m+1) 4.1)

funciones inyectivas posibles f: A — B, siempre que |A| < |B|;
i1) Caso particular: cuando m = n entonces se pueden definir n! funciones inyectivas.

Observacion. E1[PMlen términos de conjuntos finitos. Por una parte, si A, A, ..., A, son
conjuntos finitos, entonces el nimero de elementos del producto cartesiano A} X A;... XA,
es igual al producto del numeros de elementos de cada conjunto. Por otra parte, la tarea de
elegir un elemento del producto cartesiano A; X A,... X A, consiste en elegir un elemento
de A, un elemento de A,, ..., un elemento de A,. Luego, utilizando el se tiene que
|A] X Aj... X Anl = |A]||A2||An|

Definicion. La regla de la suma (o principio de la suma) (PS)) (enunciado). Si se tiene
una serie de 7 tareas tales que:

= Latarea 1 se puede hacer de n; maneras;
= [a tarea 2 se puede hacer de n, maneras; etc.;
= La tarea ¢ se puede hacer de n, maneras;

y las tareas son incompatibles dos a dos, i.e. si se hace la tarea T; no se hace la tarea T';,
coni # j, entonces el nimero de opciones z para hacer toda la tareaes z = nj+ny +... +n;.

Ejemplo.  Un alumno puede elegir un tema proyecto entre 3 listas de temas. Si cada
lista tiene 23, 17 y 13 propuestas, entonces ;cudntas opciones dispone el alumno para
elegir? Solucion:

= De la primera lista dispone de 23 opciones;
= De la segunda lista dispone de 17 opciones; etc.;
= De la tercera lista dispone de 13 opciones.

Como las tareas incompatibles dos a dos entonces, por el [PS] el alumno dispone de z =
23 + 17 + 13 = 53 opciones.
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Observacion. El en términos de conjuntos finitos. Por una parte, si A, A», ..., A, son
conjuntos finitos disjuntos dos a dos, 1.e. A; N A; = 0 cuando i # j, entonces el nimero
de elementos de la unién A; U A;... U A, es igual a la suma del nimeros de elementos de
cada conjunto. Por otra parte, sea T; la tarea de elegir un elemento del conjunto A;, para
i =1,2,...,n. Como las tareas son incompatibles dos a dos, el nimero de formas de elegir
un elemento de la unién, que coincide con el nimero de elementos de la unidn, es la suma
z = A1 + |Az] + ... + |Anl.

Problemas de recuento mas complicados

Lectura optativa.

El principio de inclusién-exclusiéon

Observacion. El1[PIE en conteo. Cuando algunas tareas se pueden hacer simultineamen-
te, no se puede usar el [PS| para hallar el numero de opciones de hacer toda la tarea pues
estamos contando 2 veces las tareas que se pueden hacer simultdneamente. Una forma de
resolverlo, es sumando el numero de maneras de realizar cada una de las tareas, y luegos
restamos el nimero de opciones de realizar las tareas que se pueden hacer simultidnea-
mente, es decir, aplicamos el [PIEl

Ejemplo. ;Cudntas cadenas de 8 bits comienzan con 1 o terminan con 10? Solucién.
Usamos el [PIEl para 2 conjuntos:

AU B| =|A|+|B| - |AN B

4.2)
ZAUB = ZA + 7B — ZANB

a) Tarea A: el nimero de cadenas de 8 bits que empiezancon 1 es 74 = 1:2:2:2:2-2.2.2 =
27,

b) Tarea B: el nimero de cadenas de 8 bits que terminan con 10 es zg = 2-2-2-2-2.2-1-1 =
26,

ii1) Tarea A N B: el numero de cadenas de 8 bits que empiezan con 1 y terminan con 10
eszp=1-2-2-2-2-2-1-1=2%

iv) Tarea A U B: entonces zaup = 24 + 25 — 2ang = 2/ + 20— 2°= 128 + 64 — 32 = 160
opciones. Notar que, en general, z > 0.

Diagrama en arbol
Intro.

= Algunos problemas de conteo se pueden resolver usando un Diagrama en Arbol (DA));

= Un digrama en arbol estd formado por una raiz, un cierto nimero de ramas que parte
de la raiz y, quizds, por otras ramas que empiezan en los extremos libres de las ramas,
y asi sucesivamente, hasta llegar a las hojas, las cuales son los extremos de las ramas
en donde no empieza otra rama;

= Si utilizamos un 4rbol para contar, entonces usamos las ramas para representar cada
posible eleccion. Los resultados posibles estan en las hojas.
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Figura 4.3: Eliminatoria entre 2 equipos con no mds de 5 partidos, en donde el primero que gane 3 partidos es el campeén.

Ejemplo. (Cuantas cadenas de 4 bits sin dos unos consecutivos hay, y cudles son?
Solucién: hay 8 cadenas que se muestran en el diagrama en arbol de la Fig. 4.2]

Ejemplo. Una eliminatoria entre 2 equipos con, a lo mas, 5 partidos, en donde el
primero que gane 3 partidos es el campeon ;Cudles son las posibles historias de la elimi-
natoria. Solucion: los posibles historiales se muestran en el diagrama en arbol de la Fig.
4.3

Ejemplo. ;Cudntas opciones hay para elegir 2 libros de temas diferentes de la siguiente
lista de libros: 5 de Computacién (C), 3 de Matemética (M), y 2 de Arte (A), donde
todos son libros distintos. Solucién. Hay que elegir 2 libros de temas diferentes. Primero

contamos las opciones por separado con 2 temas usando el PML. Tenemos:

= Computacién-Matemadtica zcyy = 5 -3 = 15;
» Computacion-Arte zcq = 5 -2 = 10;
» Matematica-Arte zyy4 = 3-2 = 6;

Estas selecciones son incompatibles entre si, i.e. corresponden a conjuntos ajenos entre
si, por lo que usamos el [PS|resultando z = zca + zca + zma = 15+ 10 + 6.

4.2. Principios del palomar

Teorema. El principio del PP (o principo de Dirichlet). Suponga que (k + 1) o mas palo-
mas vuelan a k palomares. entonces algin palomar debe contener, al menos, 2 palomas.
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Dem. por contradiccidn: supongamos que ninguno de los palomares contienen més de una
paloma, entonces el nimero total de palomas es, como maximo, k, lo cual contradice que
hay al menos (k + 1) palomas.

Observacion.

= En la demostracion en el texto de Rosen: hay un error de tipeo.

= En la presentacion en el texto de Johnsonbaugh: hay un error de tipeo en la expresion
matematica donde aparece la funcidn piso en lugar de la funcion techo.

= EIPP en cualquiera de sus formas, no dice como localizar el palomar con al menos
dos palomas, solo asegura su existencia.

= Para usar el [PPlhay que decidir quiénes son las palomas y quiénes son los palomares.

» Entre otras aplicaciones el PP es empleado en teoria de juegos.

El principio del palomar generalizado

Teorema. El principio del generalizado. Si N palomas vuelan hacia k palomares,
entonces existe al menos un palomar que contiene por lo menos techo(N/k) palomas.
Dem. por contradiccion: supongamos que ninguno de los palomares contienen mds de
techo(N/k) — 1 palomas, entonces el nimero total Z de palomas es, como maximo, Z =
k([N/k] - 1). Pero,
k(fN/kK1=1) <k[(N/k+1)—1]
Z<N

desigualdad que contradice que hay, al menos, N palomas, donde se tuvo en cuenta la
desigualdad [N/k] < N/k + 1.

Ejemplo.  Hay 10 personas con los nombre Germén (G), Javier (J), Luciana (L), y los
apellidos Aimar (A), Ciaraviglio, y Mascherano (M). Probar que, al menos, 2 personas
tienen el mismo nombre y apellido. Solucion: vemos que hay 3-3 = 9 nombres completos

4.3)

para las 10 personas (e.g. tres posibles son LA, GC, y JM). En este caso, las palomas son
las personas N = 10, y los palomares son los nombres completos k£ = 9. Entonces, usando
el PP, alglin mismo nombre completo se asigna, al menos, a techo (10/9) = 2 personas.

Observacion.  Sean los conjuntos finitos X e Y, con m = |X| y n = |Y|, y una funcién
f: X — Y. Cuando el nimero de elementos del dominio es mayor al del codominio (i.e.
m > n), entonces la funcion f(x) no es inyectiva pues y = f(x;) = f(x;) para, al menos un
par de elementos x;, x; € X, con x; # x;, indica que la preimagen de y no es unica.

Ejemplo. = Demostrar que en cualquier grupo de 6 personas o mas hay, al menos, 3
personas que mutuamente, o bien se conocen, 0 bien no se conocen.

Solucién: sean las 6 personas Py, P,, ..., Pc. Hay 5 pares posibles (Py, P;), (Py, P3),
(P1, Py), (Py, Ps), (P1, Pg), que, 0 bien se conocen, o bien no se conocen. Empleando
el [PPl generalizado hay [5/2] = 3 pares de personas (Py, P;), (P1, P;), (P1, Px) con un
mismo valor (o bien se conocen, o bien no se conocen). Ahora ubicamos a esos 3 pares
de personas en 2 habitaciones:

» En la habitacion A ubicamos a las 3 personas P;, P, P; que conocen a Py:
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e Si, al menos, un par entre P;, P;, P, se conocen entre si, entonces, ese par mas P
constituye un grupo de 3 personas que se conocen;

e En caso contrario, P;, P}, P; no se conocen entre si, por lo que ahora tenemos un
grupo de 3 personas que no se conocen entre Si.

= En la habitacion B ubicamos a las 3 personas P;, P;, Py que no conocen a P;:

e Si, al menos, un par entre P;, P;, P, no se conocen entre si, entonces, ese par mas
Py constituye un grupo de 3 personas que no se conocen;

e En caso contrario, P;, P;, Py se conocen entre si, por lo que otra vez tenemos 3
pares de personas que se conocen entre si.

4.3. Permutaciones y combinaciones

Permutaciones

Definicion. Permutacion (o n-permutacion). Una permutacion (o n-permutacién) de n
elementos DISTINTOS x1, x, ..., x,, €s un ordenamiento de sus »n elementos. Notacion: el
numero de permutaciones de n elementos tomados de un conjunto de n elementos distintos
lo denotamos con P(n) (o con P(n,n)).

Ejemplo.  Encuentre todas las permutaciones posibles de las letras A, B, C. Solucioén:
se tienen 6 posibilidades

= ABC, BCA, CAB (obtenida con permutaciones circulares);
= ACB, BAC, CBA (fija la primera letra del caso anterior y una permutacion de las 2
restantes).

Teorema. El nimero de permutaciones con n elementos tomados de un conjunto de n
elementos distintos estd dado por P(n) = n!
Demostracion: Usamos el para construir una permutacion en n etapas sucesivas:

Se elige el ler elemento, para lo cual hay n opciones;

Se elige el 2do elemento, para lo cual quedan (n — 1) opciones;

Se elige el 3er elemento, para lo cual quedan (n — 2) opciones; etc.;
Se elige el ultimo elemento, para lo cual queda 1 opcion;

por lo que, usando el PM] el niimero de permutaciones posibles es
Pn,n)=nn-1)(n-2)..2-1=n! 4.4)

Ejemplo. Sean las 6 letras ABCDEF. Determine el nimero de permutaciones que
contienen:

» La subcadena DEF. Solucion: hay que contar todas las permutaciones de los carac-
teres A, B, C, y DEF (fija). Vemos que para el conteo tenemos 4 cadenas efectivas,
por lo que se tiene z = 4!

» Las letras DEF juntas pero en cualquier orden. Solucion: a la solucion del caso ante-
rior hay que agregarle las permutaciones de los caracteres D, E, y F, lo cual agrega
3! por lo que en total se tiene z = 4! - 3! = 6-24 = 144.
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Ejemplo.  Sean 6 personas distinguibles (i.e. no gemelos ni clones). Determine el nu-
mero de opciones para sentarlas alrededor de una mesa circular. Solucién: notar que los
arreglos obtenidos por rotacion se consideran iguales porque una vez sentados en alguna
forma, los podemos correr a todos juntos sin cambiar la disposicion relativa. En este caso,
sentamos a A en cualquier lugar, luego sentamos a las 5 = 6 — 1 personas restantes en
alguna forma, para lo cual hay (6 — 1)! opciones.

Observacion. En general, P(n, arreglo lineal) = n! y P(n, arreglo circular) = (n — 1)!

Definicion. Permutacion de r elementos (r-permutacion). Una permutacion de r ele-
mentos (o r-permutacion) tomados de entre n elementos DISTINTOS x, x», ... x,, €s un
ordenamiento de r elementos, donde 0 < r < n. Notacion: el numero de permutacio-
nes de r elementos tomados de un conjunto de n elementos distintos, con 0 < r < n, lo
denotamos con P(n, r).

Ejemplo.  Determine todas las permutaciones con 2 elementos tomados del conjunto
{A, B, C, D}. Solucion. Por fuerza bruta obtenemos:

= AB, AC, AD (la Ira con la 2da, con la 3ra, etc.);

= BC, BD (la 2da con la 3ra, con la 4ta, etc.);

= CD (la 3ra con la 4ta, con la 5ta, etc.);

= BA, CA, DA, CB, DB, DC (todas las permutaciones de los casos anteriores).

con un total de 12 alternativas.

Teorema. El numero de permutaciones con r elementos tomados de un conjunto de n
elementos distintos, con 0 < r < n, estd dado por P(n,r) = n-(n—1)...(n —r + 1).

Demostracion: Usamos el PM| para construir una permutacion con r elementos tomados
de un conjunto de n elementos, donde 0 < r < n, lo hacemos en r etapas sucesivas:

Se elige el elemento 1, para lo cual hay n opciones;

Se elige el elemento 2, para lo cual hay (n — 1) opciones;

Se elige el elemento 3, para lo cual hay (n — 2) opciones; etc.;
Se elige el elemento r, para lo cual hay (n — r + 1) opciones;

por lo que, usando el [PM] el niimero de permutaciones posibles con r elementos es
Pn,ry=nn—-1)(n-2)..(n—r+1) 4.5)
Notar que si r = n, entonces se recupera el caso anterior.

Ejemplo.  Determine el nimero de permutaciones con 2 elementos tomados del con-
junto {A, B, C, D}. Solucién: tenemosn =4yr =2,porloquen—r+1=4-2+1=3,yel
nimero de permutaciones posibles de 2 elementos tomados de un conjunto de 4 elementos
es P(4,2) =4 -3 = 12, cada una de las cuales fueron listadas en el ejemplo anterior.
Observacion. Formula alternativa de computo para P(n, r). Notar que:
Pn,ry=nn-1)(n-2)..(n—r+1)
_nn=-Dn-2).(n-r+Hn-rNn-r-1)..2-1
B nm-rn-r-1.2-1 (4.6)

n!
 (n-r)!
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Ejemplo.  Determine el numero de opciones para ubicar alrededor de una mesa (rec-
tangular) a 7 Marcianos (M) y a 5 Venusianos (V), donde todos son distinguibles (i.e.
no hay gemelos ni clones), si 2 V no-pueden sentarse juntos. Solucion. Una sentada la
podemos hacer en 2 etapas:

1) Sentamos primero a los 7 de Marte dejando un lugar libre por medio, para lo cual
hay zy; = P(7) = 7! opciones. Notar que de este modo se generaron 7+ 1=8 lugares
libres, 1.e. M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 _;

i1) Luego sentamos a los 5 de Venus en esos 8 lugares libres, para lo cual hay zy = P(8,5)
opciones;

Finalmente, usando el [PM] se tienen z = zyzy = P(7)P(8,5) = 7!P(8,5) opciones.

Combinaciones

Definicion. Combinacion. Una combinacion de r elementos tomados de entre n elemen-
tos DISTINTOS x1, x», ... x,,, €s una seleccion NO-ORDENADA de r elementos, donde
0 < r < n. Notacion: el nimero de combinaciones de r elementos tomados de un conjunto
de n elementos distintos, con 0 < r < n, lo denotamos tanto con (’r') (notacién de Newton),
como con C(n,r).

Ejemplo.  Determine todas las combinaciones con 2 elementos tomados del conjunto
{A, B, C, D}. Solucién. Por fuerza bruta obtenemos 6 posibilidades:

= AB, AC, AD (la Ira con la 2da, con la 3ra, etc.);
» BC, BD (la 2da con la 3ra, con la 4ta, etc.);
= CD (la 3ra con la 4ta, con la 5ta, etc.);

Teorema. El numero de combinaciones con r elementos tomados de un conjunto A de n
elementos distintos, con 0 < r < n, estd dado por

Conry= —" 4.7)

ri(n—r)!

Demostracion. Podemos construir las permutaciones con r elementos tomados de un con-
junto de n elementos, con 0 < r < n, en 2 etapas sucesivas:

= Construimos todas las combinaciones con r elementos tomados de un conjunto de n
elementos;
= Para cada combinacion con r elementos obtenemos todas sus permutaciones posibles.

Luego, usando el PM]| el nimero de permutaciones con r elementos es igual al producto
del nimero de combinaciones con r elementos tomados de una conjunto de n elementos,
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Figura 4.4: Grilla rectangular entre los vértices P1(0,0) y P,(m,n). Incluye un vértice intermedio Pi(r,s), y la ruta
DAADADD.
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Figura 4.5: La clase de las rutas que llegan al borde superior por primera vez en la posiciéon i = 1 enla grillan =3 X m = 4.

por el numero de sus permutaciones, i.€.

P(n,r)=C(n,r)P(r)

C(n,r) = P;r(z;;’)
_nn-1Dn-2).(n—-r+1) (4.8)
r(r—1)...1
n!
- rl(n—-r)!

Ejemplo. Si{A, B,C, D}, y r = 2, tendremos

» AB, AC, AD, BC, BD, CD (todas las combinaciones con 2 elementos);

= BA,CA, DA, CA, DB, DC (todas las permutaciones de las combinaciones anteriores);

= Aqui tenemos P(4,2) = 12y P(2) = 2! = 2, con lo que C(4,2) = P(4,2)/P(2) =
12/2 = 6, y que ya fueron listadas.

Ejemplo. Si{A, B,C, D}, y r = 2, tendremos

» AB, AC, AD, BC, BD, CD (todas las combinaciones con 2 elementos);
= BA,CA, DA, CA, DB, DC (todas las permutaciones de las combinaciones anteriores);
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Figura 4.6: Division de las rutas en clases segin la primera vez que tocan el borde superior. Una ruta toca al borde superior
por primera vez en cualquiera de las lineas verticales i = 0, 1,2, 3,4.

= Aqui tenemos P(4,2) = 12y P(2) = 2! = 2, con lo que C(4,2) = P(4,2)/P(2) =
12/2 = 6, y que ya fueron listadas.

Definicion. Identidad combinatoria. Una identidad combinatoria es una identidad que
involucra coeficientes binomiales.

Observacion. Usualmente las identidades combinatorias se demuestran utilizando dos
estrategias:

» Mediante un argumento de conteo en conjuntos finitos;
= Mediante manipulaciones algebraicas basadas en la definicidon del coeficiente bino-
mial C(m, n).

Ejemplo. Elteorema de Pascal en combinatoria es un primer ejemplo de una identidad
combinatoria relativa a los coeficientes binomiales.

Ejemplo.  Conteo de rutas posibles en una grilla rectangular entre vértices P(0,0) y
P>(m, n) dados, y posiblemente un vértice intermedio P3(r, s),con0 <r<my0 < s < n.
Demuestre, incluyendo el uso de argumentos de conteo, que:

1) Existen (’"n:") rutas para ir desde el vértice P;(0, 0) hacia el P,(m, n), yendo siempre
hacia la Derecha (D) y hacia arriba (A);

86



CAPITULO 4. RECUENTO 4.3. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

i1) Se verifican las identidades combinatorias
m+n\ [(m+n
m | \ n

o))

k=0

(4.9)

Solucion:

1) Cada ruta desde P;(0,0) hacia P,(m,n) se puede representar como una cadena de
(m + n) letras A (hacia Arriba) y D (hacia a la Derecha). Por ejemplo, en la Fig. 4.4|
se muestra el caso m = 4 y n = 3, en donde la cadena de cualquier ruta tiene 7
caracteres, e.g. en la dicha figura se ha marcado la ruta DAADADD, con 4 letras D
y 3 letras A. Entonces, contar el numeros de rutas en esas condiciones equivale al
nimero de cadenas que se pueden construir, para lo cual hay 2 opciones:

= Elegimos primero las m posiciones para las letras D, en cualquier orden, entre los
(m + n) lugares en la cadena, y luego completamos las posiciones restantes con
las letras D. Luego, el numero total de rutas posibles debe ser (m+”),

= Elegimos primero las n posiciones para las letras A, en cualquier orden, entre los
(m + n) lugares en la cadena, y luego completamos las posiciones restantes con
letras A. Luego, el nimero total de rutas posibles debe ser ("””),

= El resultado de los conteos anteriores debe ser el mismo, por lo que ("””) = ("””)

n

Observaciones:

= Las posiciones elegidas para las letras A y D se pueden distinguir, por €so, no
incide que las letras sean indistinguibles;

= La primera Ec. (4.9) también se puede comprobar usando la definicién de nimero
combinatorio y un poco de édlgebra:

(m+n)_ (m + n)! _ (m+n)!

m | mlm+n-m)  mhn!

(m+n) _ (m+m)! (m+n)! (4.10)
n | nlm+n-n)!  nlm

i1) = Dividimos las rutas en clases basdndonos en la primera vez que tocan el borde

superior. Una ruta puede tocar el borde superior por primera vez en cualquiera de
las m + 1 lineas verticales;

= Notar que (i) las clases son ajenas porque una ruta no puede llegar al borde su-
perior por primera vez en mas de una ocasion; y (i1) cada ruta pertenece a alguna
clase;

= Es decir, esas clases definan una particion del conjunto de rutas, por lo cual po-
demos emplear el [PS] segin el cual la suma del ndmero de rutas en cada clase
es igual al nimero total de rutas, pues (i) ninguna ruta se cuenta 2 veces (porque
estdn en clases disjuntas); y (i1) cada ruta pertenece a alguna clase;
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= Por ejemplo, en la Fig. 4.5|se muestran las 3 rutas que existen para llegar al borde
superior por primera vez en la linea vertical i = 2. Notar que las rutas alternativas
se dan antes de llegar al vértice H marcado, i.e. una vez llegado a H sélo hay
una forma de terminar la ruta: subiendo un cuadro (una A). Por eso basta contar
el nimero de rutas en la subgrilla sombreada 1 X 2y, por el inciso anterior, se

obtiene 7, = (l’le) = (?) = 3, valor ya obtenido;

= Haciendo lo mismo en cada una de las lineas verticales i = 0, 1,2, 3,4, ver Fig.

#.6), se tiene

0+2 2
enit 0 0
1+2 3
eni 1 1
242 4
eni=2: J2r = =6 (4.11)

2
3+2 5

4+2 6
= 4: = =1
eni ( 4 ) (4) 5

cuya suma zp es el lado derecho de la Ec. (4.9) y es igual al lado izquierdo z; de
la misma ecuacion

zp=1+3+6+10+15=35

Z1=(4;3)=(;)=35 (4.12)

= Generalizando la ley que se va generando en la Ec. (4.11)) se tiene

ZD:Z(k+(Z_1))

k=0
m-+n

] =
m

y como debe ser z; = zp, se obtiene la segunda identidad de la Ec. (4.9).

(4.13)

4.4. Coeficientes binomiales

Ejemplo. Evaluar (a + b)* a partir de un desarrollo algebraico directo.
Solucion:
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seleccion en el seleccion en el seleccion en el producto
ler factor (a + b) 2do factor (a + b) 3er factor (a + b)

a a a aaa = @’
a a b aab = a*b
a b a aba = a*b
a b b abb = ab?
b a a baa = a’b
b a b bab = ab®
b b a bba = ab®
b b b bbb = b*

Tabla 4.2: Tarea de seleccion de los simbolos a y b, en cualquier orden y permitiendo las repeticiones.

(a + b)® = (a+b)a+b)a+b)
= (a+ b)(aa + ab + ba + bb)
= (aaa + aab + aba + abb)(baa + bab + bba + bbb) (4.14)

=a’ +a*b + a*b + ab® + a’b + ab® + ab® + b’
= a® + 3d°b + 3ab® + b’
Pero este resultado se lo puede repensar como una tarea de seleccion de simbolos a 0 b, en

cualquier orden, permitiendo las repeticiones, tarea que se muestra en la Tabla 4.2}, cuya
generalizacion conduce al teorema de Newton (o teorema de binomio).

Teorema de Newton (o teorema de binomio)

Teorema. Teorema de Newton (o teorema de binomio). Si a,b € R y n es un entero
positivo, entonces

(@+by=y (n)a”_kbk (4.15)
k=0 k

1) Demostracion 1 (usando un argumento de conteo):

= En el desarrollo de (a + b)", un término de la forma a"~*b* surge de elegir b en k
factores, y elegir a en (n — k) factores adicionales;

= Pero esto se puede hacer de C(n,k) modos pues C(n, k) cuenta el nimero de
opciones para elegir k elementos de entre n disponibles;

= Entonces a"*b* debe aparecer C(n, k) veces. Esto vale para 0 < k < n'y, aplican-
do el

@+b) = ["a® + M + (T2 + .+ e (4.16)
0 | 2 n

i1) Demostracion 2 (usando induccién): para alumnos libres.

Tarea. Re-hacer ejemplos 6.7.2, 6.7.3,y 6.7.5.
Observacion. Los coeficientes binomiales son los nimeros combinatorios.
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Ejemplo. Encontrar el coeficiente de a’b* de (a + b)°.
Solucién: con n = 9,y k = 4 en el binomio de Newton se tiene que C(n, k)a"*b* =
C(9,5)a’b* = 126a°b*.

Triangulo de Pascal (o de Tartaglia)

El tridngulo de Pascal (o de Tartaglia) permite obtener rapidamente los coeficientes bi-
nomiales construyendo la siguiente disposicion de enteros en la forma de un esquema
triangular:

n=0: 1
n=1: 1 1
n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
En esta construccion se pueden identificar

fila horizontal n: (/:1)

fila horizontal (n + 1): ("“,:1)
diagonal (k — 1) diagonal k

Teorema. El tridngulo de Pascal se justifica mediante el teorema (o identidad) de Pascal
en combinatoria:

+1
(n ) = ( ' " ) + (Z) para todos los enteros positivos ny ktalesque 1 <k <n

k -1
4.17)
el cual es un ejemplo de una identidad combinatoria.

1) Demostracion (usando un argumento de conteo):

= Sea un conjunto A con n elementos. Al agregarle un nuevo elemento x, entonces
el nimero de subconjuntos de k elementos que se pueden formar a partir del
conjunto B = A U {x} estd dado por C(n + 1, k).

= Los subconjuntos de k elementos de B se pueden dividir en 2 clases ajenas, a
saber, los de la clase 1, dados por los subconjuntos de B que no contienen al
elemento x, y los de la clase 2, que si lo contienen.

= Cada subconjunto de la clase 1 es un conjunto de k elementos tomados del con-
junto A, por lo que hay C(n, k) opciones;

= Cada subconjunto de la clase 2 consiste en la union de un subconjunto de k — 1
elementos de A, y el conjunto {x}, formado por el elemento x, por lo que hay
C(n,k — 1) opciones;

= Luego, usando el se tiene que C(n + 1, k) debe ser igual a la suma C(n, k) +
C(n,k—1).

i1) Demostracion 2 (usando la definicién): es un ejercicio en la|GTPL
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Ejemplo. Demostrar que para todo entero n positivo se tiene la identidad combinatoria:
= (n
Z (k) = on (4.18)
k=1
Solucion:

1) Demostracion 1 (usando un argumento de conteo):

= Dado un conjunto A de n elementos, hay C(n, k) subconjuntos de k elementos, y
la suma de todos ellos cuenta el nimero de subconjuntos posibles de A;

= Por otra parte, se sabe que hay 2" subconjuntos posibles de un conjunto A de n
elementos;

= Dado que se trata de la misma tarea, ambas expresiones deben ser iguales.

11) Demostracion 2 (usando induccidn). A partir de:

k=0 k

(@+by'=y (”)a”—kbk (4.19)
sia = b = 1, entonces se obtiene la Ec. 4.18]|

Ejemplo. Demostrar que para todo entero n positivo se tiene la identidad combinatoria
n .
i n+1
= 4.20
Z (k) (k + 1) (4.20)
i=k
Solucién:

m Re-escribimos la identidad de Pascal

i i+ 1 i
= - < < .
(k) (k+1) (k+1) donde 1 <k <n 421

= Antes hacemos el caso particular
5=
P 3 3 3 3
(5 4
(o))
Lo (-
4 4

I
W W W W W W
+

S —

SR
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()= ()

=

= Ahora, en general,

. «+2)_«+1)
k+1 k+1
N ("*3)_(’”2) ‘. (4.23)
k+1 k+1
n+1 n
(k+1)_(k+1)

Ejemplo. Demostrar que para todo entero n positivo se tiene la identidad combinatoria

(1) + (2) M- (") _ntl (4.24)
1) 1)~ 2

Solucién: | ( b s N -
n+ n+1)! n+ Dnn-1) nn+
( 2 ) - 2!(n - 1)! - 2(n—1)! = 2 (4.25)
n+1 _ n! _n(n—l)!_
( 1 )_ Nn-01 -1 " (4.26)

Teorema. Teorema multinomial (caso m = 3. Si a,b,c € Ry n es un entero positivo,

entonces
n

n ..
(a+b+o)= ) ( , )albjck (4.27)
4 ijk
i+j+k=n
Demostracion:
= Antes, para concretar, primero evaluemos (a + b + ¢)!”. En ese caso, hay que evaluar
(@+b+c)7" =@+b+c)...(a+b+c),con 17 factores idénticos. Entre otros estard
el término a*b®c’ pues la suma de esos exponentes es 4 + 6 + 7 = 17, de donde

Como a puede ser elegido en 4 de los 17 factores:
Como b puede ser elegido en 6 de los 17 factores: (4.28)
Como c puede ser elegido en 7 de los 17 factores:

(17)(13)(7) 170 13! 7! 17! (4.29)

tendremos

4 \6 \7) ~ 213161717101 ~ 416171

entonces, en el desarrollo de (a + b + ¢)'7 estd el el término

17! 416 .7
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nimero de solucién | i j &k
13 0 O
210 3 0
310 0 3
412 1 0
512 0 1
6|1 2 0
710 2 1
810 1 2
911 0 2

|1 1 1

Tabla 4.3: Valores de i, j, k tales que i + j+ k = 3.

Lo que se estd haciendo es calcular el nimero de formas de ordenar las 17 letras
aaaabbbbbbcccccce. Se concluye que el desarrollo de (a + b + ¢)!7 es la suma de
todos los términos de la forma

17!

ipj k
i!j!k!ab c 4.31)

donde i, j, k recorren todos los posibles enteros no-negativos tales que i + j+ k = 17.
= En general, se tiene

n

(a+b+c) = Z (l_ 71() a'bick (4.32)

i+j+k=n
Ejemplo.  Evaluar (x + y + z)°. Solucién:

3
3\ .
(x+y+2’= ) ( . ) 'yt (4.33)
4L ijk
i+j+k=3
donde el nimero de soluciones de i + j+ k = 3 se obtiene con el teorema del pelotero con
k=3yt=3,resultandoz = C(k+(t—1),(t—1)) = C3+2,2) = C(5,2) = 10 sumandos.
Los valores i, j, k son mostrados en la Tabla 4.3] Tenemos

3’ 3.0.0 3' 0.3.0 3' 0.0.3

310000 2 % Tomort Y oo ”
3! 30 20 30 120

21110! TR TE I T (4.34)
3 31 3 o0, 31 g

012111 011121 T IR TS TT TR

(x+y+z)3=

+ Pyl +

+ My + Xyl +

operando y simplificando
(x+y+z)3 :x3+y3+z3
+3x%y! +3x%2 + 3432 (4.35)
+3y%z 4 3y1 22 + 3x12% + 6xlylZ!
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4.5. Permutaciones y combinaciones generalizadas

Permutaciones con repeticion

Ejemplo. Encuentre todas las cadenas que se pueden formar usando todas las letras de
la palabra MISSISSIPPI. Solucién: tenemos n = 11 letras pero, como hay letras repetidas,
la respuestanoes z = (11-10..2-1) = 11! = 39 916 800, sino que son muchas menos.
Notar que

= Hay C(11, 2) lugares para las 2 letras P, y pierdo 2 lugares;

= Hay C(11 - 2,4) = C(9,4) lugares para las 4 letras S, y pierdo 4 lugares;
= Hay C(9 —4,4) = C(5,4) lugares para las 4 letras I, y pierdo 4 lugares;

= Hay C(5 —4,1) = C(1, 1) lugares para la letra M (una sola);

y usando el se tiene
11\ (9) (5\ (1
T2/ e e

_ 119 st 436)
2191 4151 4111 110!
111
= g - o460

y que es mucho-mucho menor (en una relaciéon 1152 a 1) con respecto a una permutacion
de 11 elementos distinguibles.

Teorema. El numero de permutaciones de n elementos tomados de una coleccion con:

= 11 elementos idénticos del tipo 1;
= 71, elementos idénticos del tipo 2; etc.
= 71, elementos idénticos del tipo ¢;

tal que hay n = n; + n + ... + n; elementos en total, estd dado por

n!
1= ———— conn=ny+ny+..+n (4.37)
ny'ny!...n;!

Demostracion: Hay que asignar las posiciones a cada uno de los n elementos, en donde

= Para los n; elementos idénticos del tipo 1, hay C(n,n;) opciones, y se pierden n;
lugares;

= Para los n, elementos idénticos del tipo 2, hay C(n — ny, n,) opciones, y se pierden
otros n; lugares;

= Para los n3 elementos idénticos del tipo 3, hay C(n—n; —n,, n3) opciones, y se pierden
otros nj3 lugares; etc.

por lo que, usando el [PM] el niimero total de permutaciones posibles es

z=C(n,n)-Cn—ny,np) - Cn—ny —ny,n3)...C(n—ny —ny... — ny_1,ny)

B n! (n—ny)! (n—ny—ny...—n,_q)!
nlin—n))! m!(n—-n; —m)! n,! (4.38)
n!
Cnno!..n,
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Combinaciones con repeticion

Ejemplo. Se tienen libros de Computacién (C), Fisica (F), e Historia (H), con al menos
6 copias idénticas (clones) de cada uno. Determine el nimero de opciones para elegir 6
libros. Solucion:

= Hay que elegir, en cualquier orden, 6 libros del conjunto {C, F, H} con 3 clases, o
colores;

= Una seleccion queda definida indicando el numero de libros de cada tipo, para lo cual
conviene un esquema con circulos o para los libros de cada clase (o de cada color),
posiblemente repetidos, y 2 rectdngulos O como separadores que separan a las 3
clases de libros, e.g.

Computacion (C) Fisica (F) Historia (H)
ooo O 0o O ) 3deC,2deF, 1deH (4.39)
O ooo0o0 0O 00 0deC,4deF 2de H

= Notar que para separar las 3 clases de libros (o colores), hacen falta 2 separadores O,
1.e. es el nimero de clases (o de colores) menos 1;

= Cada ubicacion de 6 circulos y 2 separadores O define una seleccion, en donde hay 8
simbolos en total (entre circulos y rectangulos);

= Notar que basta definir la ubicacion de los 2 separadores, por lo que tendremos z =
C(8,2) = 28 formas para elegir 6 libros de C, F e H.

Teorema. “Teorema del pelotero”. El nimero de opciones para elegir una combinacion
de k elementos posiblemente repetidos (y en cualquier orden) tomados de un conjunto
con ¢ clases (o colores, asumidos ditinguibles), esta dado por

3 k+((—-1)
Z= ( F 1 ) (4.40)
Ademas k1) k(1)
+(t— +(t—
( f_1 ) = ( L ) 4.41)
Demostracion:

= Sea el conjunto de las ¢ clases (o colores) asumidos como distinguibles;

= Consideremos k circulos (para los elementos) y ¢t — 1 separadores (para los colores).
En total tenemos k + (f — 1) simbolos;

» Cada distribucion de estos simbolos define una combinacion;

= El nimero de simbolos hasta encontrar al separador 1, define una seleccion de ele-
mentos de la clase (o color) 1;

= El numero de simbolos entre los separadores 1y 2, define una seleccion de elementos
de la clase (o color) 2; etc.

» Como hay C(k + (t — 1), — 1) opciones para elegir las posiciones de los separdores,
también habran z; = C(k + (¢ — 1), ¢ — 1) selecciones;

= Como hay C(k+(t— 1), k) opciones para elegir las posiciones de los circulos, también
habrén z, = C(k + (¢t — 1), k) selecciones;
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Tabla 4.4: Valores de i, j, k en el algoritmo de 3 lazos anidados, conn =2y k = 3.

= Como es la misma tarea se concluye que z; = 2.

Ejemplo. Hay 3 pilas de pelotas: Rojas (R), Verde (V), y Amarillas (A). Cada pila tiene
al menos 6 pelotas. Determine el nimero de opciones para:

= Elegir 8 pelotas, sin restricciones;
» Elegir 8 pelotas con al menos una de cada color.

Solucion:

= Es una eleccion de k = 8 elementos, posiblemente repetidos, en cualquier orden, por
lo que podemos aplicar el “teorema del pelotero”, con ¢ = 3 clases (los 3 colores de
las pelotas), resultando z = C(8 + 3 - 1), (3 - 1) = C(10,2) = 45;

= Primero elegimos 1 pelota de cada color y, para completar, hay que agregar las que
falta, i.e. kK = 8 — 3 = 5 pelotas de cualquier color, i.e.z =C(5+3-1),3-1) =
C(7,2) =21.

def cuantas_veces(n):
for i in range (n):
for j in range (i):
for k in range (j):
print (i,j,k)

#end k
#end j
#end 1
return

Ejemplo. Determine el nimero de veces en que se ejecuta la impresion de la tdpla (i, j, k)
en el algoritmo dado.
Solucién:

» Cada print muestra los valores de los enteros (i, j,k),donde 0 <i < j<k < (n—1);

= Cada sucesion de los tres enteros i, j, k satisface dicha desigualdad. Hay que contar
el nimero de opciones de elegir 3 enteros, permitiendo las respeticiones, tomados
del conjunto {0, 1, ...,n — 1}, por lo que el nimero de clases (colores) distinguibles es
t = n, mientras que la cantidad de elementos en cada seleccion es k = 3, es decir,
z=Ctk+@—-1),t-1)=Cn+2,n-1)

= Por ejemplo, sin =2esz=C2+2,2-1)=C(4,1) = 4 se tienen los valores i, j, k
mostrados en la Tabla

Ejemplo. Contar el numero de soluciones de la ecuacion diofantica
X1+ X0+ x3+ x4 =29 (4.42)
sujeta a las siguientes restricciones:
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1) Cuando xi, x2, x3, x4 = 1. Solucién: es equivalente a elegir 29 elementos x; de tipo i,
coni = 1,2,3,4. En este caso, el numero de clases (colores) es ¢t = 4, y el numero
de elementos en cada seleccion es k = 29 (la suma de k valores uno). Se tiene z; =
Ck+(t-1,¢t-1)=CQ29+@4-1),4-1)=C(32,3) =4960

i1) Cuando x; > 0, x; > 1, x3 > 2, x4 > 0. Solucidn: es equivalente a elegir 29 elementos
con, al menos, 1 elemento del tipo 1, 2 elementos del tipo 2, y 3 elementos del tipo 3.
Después hay que completar eligiendo k = 29 — 1 — 2 — 3 = 23 elementos adicionales.
Escribimos:

X -D+n-2)+(x3-3)+(xs-0)=29-1-2-3-0
Yi+y2+y3+ys =23

donde yi, y2,y3, ¥4 > 0,y ahora puede aplicarse el teorema del pelotero con los nuevos
valores: zp = C(23 + (4 - 1),(4 - 1) = C(26,3) = 2600

Ejemplo. Contar el niimero de soluciones de la ecuacion diofantica

(4.43)

X1+ X+ X3+ X4 = 12 (444)
con0<x;<4,0<x<50<x3<8,0< x4 <9. Solucidn:
= Introducimos los conjuntos

e X: conj. de enteros no negativos, sin otras restricciones, es el conjunto universal;
e A: conj. de enteros 0 < x; < 4;
e B: conj. de enteros 0 < x, < 5;
e C: conj. de enteros 0 < x3 < §;
e D: conj. de enteros 0 < x4 < 9;

= Entonces, el conjunto solucion es
I=AnNnBNCND (4.45)

cuya cantidad de elementos z; = |I| es la respuesta pedida, pero haremos un rodeo
para hallarlo, empezando con el conjunto universal

U=1IUI (4.46)
donde _
I=ANBNCND (4.47)
Como I e I son conjuntos disjuntos se tiene que
\U| = 1] + 11| 11l = |U| - || (4.48)
Por otro lado, usando una de las leyes de De Morgan
I=AUBUCUD (4.49)
pero B
A=U-A
B=U-B
_ (4.50)
cC=U-C
D=U-D

=}
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en donde
U — A: conjunto con x; > 5y x2,x3, x4 > 0;
U — B: conjunto con x; > 6y x1, x3, x4 > 0;
U — C: conjunto con x3 > 9y xq, X2, x4 > 0;
U — D: conjunto con x4 > 10y xy, xp, x3 > 0;
por lo que
Il =|U|-|AUBUCUD|
1| =U|-|(U-A)UU-B)U(U-C)uU - D)
u=20— (@ +2+B+2)
donde
20 = U],
71 =|U - Al;
22 =1|U - B|;
73 =|U - CJ;
724 = |U - D

Conteo para el conjunto U: la ecuacion es

X1 +Xp+X3+X4 = 12 con X1, X2, X3, X4 = 0.

12+3\ (15
= =| .| =455

Conteo para el conjunto U — A: la ecuacion es

X1+x2+x3+x4=12 conx; >5yx,x3,x4 >0.

(X1 =5 +x2+x3+x4=(12-5)
yi+x+x3+x4=7 conyy,xy,x3, x4 > 0.

743 10
- = = 120

Conteo para el conjunto U — B: la ecuacion es

X1+xp+x3+x4=12 conx, >6yxy,x3 x4 >0.

X1+ —=6)+x3+x4 =(12-6)
X1+yY2+x3+x4 =6 conxp,yp,xz,xg > 0.

)

Conteo para el conjunto U — C: la ecuacion es

X1+xp+x3+x43=12 conx3>9yxy,x,x4 >0.

X1+x+(x3=-9)+x4=(12-9)
X1 +xy+y3+x4=3 conxy,x,ys,xg > 0.
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= Conteo para el conjunto U — D: la ecuacion es
X1+xX0+x3+x4=12 conxs > 10y x1,x,x3 > 0.
X1+ x3+x3+ (x4 —10) = (12 - 10)
X1+ x+x3+y4=2 conxy,xp,x3,y4 > 0. (4.58)

o)

=2— (21 +22+23+24)
=455 - (120 + 84 + 20 + 10) = 221

= Juntando resultados parciales

(4.59)

Ejemplos usando principios de conteo

Ejemplo. ;De cuintas maneras puede un fotégrafo de boda ordenar un grupo de 6 (seis)
personas si:

a) Los novios deben salir juntos en la foto;
b) Los novios deben salir separados en la foto;
c) La novia debe salir en algun puesto a la izquierda del novio.

Solucion.

a) Los ordenamientos posibles se pueden representar con el siguiente esquema:

n ny _ _ _ _ fila 1
_ n np _ _  _ fila2
. _ n n _ _ fila 3
_ _ _ n ny _ fila 4

n np fila 5

en donde n; denota a la novia y n, al novio (se pueden distinguir), y _ es un lugar para
las restantes 6-2=4 personas. Cada fila representa una ubicacion con los dos novios
juntos. En cada fila hay 2! opciones para ubicar a los 2 novios juntos (o bien n;n;, o
bien nyn;), y otras 4! opciones para ubicar a las demds personas, por lo que, usando
el [PM] se tienen 2! - 4! opciones en cada fila. El nimero total de opciones para dicha
foto serd la suma de todos estos casos que, por ser sumandos iguales, se reduce al
producto del nimero de opciones en cada fila por el nimero de filas. Lo que falta es
determinar el nimero de filas posibles sin tener que hacer este esquema. Para ese fin,
notar que la fila 1 es una cadena de la forma nn,x3...xs, donde n;n, son los novios
que van juntos, mientras que x3, ..., X¢ son las restantes 6 —2 = 4 personas. La fila 2 se
puede obtener de la 1 desplazando un lugar hacia la derecha, la fila 3 se puede obtener
de la fila 2 desplazando un lugar hacia la derecha, etc. Para llegar hasta el final, hay
que hacer 62 = 4 desplazamientos hacia la derecha. El nimero total de filas es igual
al namero total de desplazamientos hacia la derechamaslafilal,osea6-2+1 = 5.
Finalmente, el nimero total de opciones para dicha fotoes z =2!- (6 -2)!-(6-2+1)
y, sacando cuentas, z = 2! - 4! -5 = 240.
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b) Para el hogar.
c¢) Para el hogar.
d) Para el hogar.

Ejemplo. Consigna: elegir una delegacion de 4 personas de entre un total de 12 estudian-
tes para asistir a un congreso. Hallar:

a) De cudntas maneras se puede elegir la delegacion? (sin restricciones);

b) Idem pero considerando que hay 2 estudiantes que quieren ir pero se niegan a estar
en la delegacion simultdneamente;

¢) Idem pero considerando que hay 2 estudiantes que asistirdn al congreso s6lo si van
juntos;

d) Idem pero considerando que hay 2 estudiantes que no les preocupa mucho asistir
pero, si van, se niegan a estar en la delegacion simultdneamente.

Solucion:

a) Se tiene z, = C(12,4) = 495;

b) Sean los estudiantes A y B que quieren ir pero se niegan a estar juntos. Hacemos 2
etapas. Primero incluimos al estudiante A en la delegacion y excluimos al estudiante
B. Entonces restan elegir 4 - 1 = 3 delegados de un total de 12 - 1 (pues A que ya estd)
- 1 (pues a B lo echamos), o sea, z; = C(10, 3) = 120. Ahora incluimos al estudiante
B en la delegacion y excluimos al estudiante A. Es lo mismo que antes por lo que
722 = C(10,3) = 120. Finalmente usando el Principio de la Suma (PS)), el total de
opciones es z = 71 + 22 = 2C(10, 3) = 240.

¢) Sean los estudiantes A y B los que solo irdn si van juntos. Hacemos 2 etapas. Primero,
si incluimos a ambos estudiantes A y B en la delegacion, entonces sélo restan elegir a
otros 2 delegados de un total de 12-2=10 (porque A y B que ya estan), lo que da z3 =
C(10,2) = 45 opciones. Luego excluimos a ambos estudiantes A y B en la delegacion,
por lo que hay que elegir a 4 delegados de un total de 12-2=10 (porque A y B fueron
excluidos), lo que se agregan otras z4 = C(10,4) = 210 opciones. Finalmente, usando
elPS] el total es z. = z3 + z4 = C(10,2) + C(10,4) = 45 + 210 = 255.

d) Sean los estudiantes A y B que no les preocupa mucho asistir pero, si van, se niegan a
estar en la delegacion simultineamente. Una manera de resolver esto es usar el [PIE,
[.e.] considerar el total de las combinaciones sin restricciones (inciso-a), es decir,
g = C(12,4) = 495, y a ese total le restamos el numero de delegaciones en las que
Ay B aparecen juntos, dado por z3 = C(10,2) = 45 ya hallado. Con todo esto se
obtiene z; = 495 — 45 = 450. Verificacién: otro razonamiento es sumar el nimero
de opciones cuando A y B quieren ir pero se niegan a estar juntos (inciso-b) con el
numero de opciones cuando excluimos A y B de la delegacion, o sea, z;l =+ =
2C(10,3) + C(10,4) = 240 + 210 = 450, y se llega al mismo resultado.

Teorema. [Rosen: ejemplo 16 (pag. 444), y Problema 45 (pag. 448), re-re-clasico en
evaluaciones]. Conteo en relaciones: ver teorema|[7.1]en la Sec.
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CAPITULO 4. RECUENTO 4.5. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES GENERALIZADAS

relacio6n R matriz M (R) reflexiva simétrica antisimétrica
Ri=0 M, = (8 8) - 1 |
R = (@ a) m=@g)- 2 2
Ry = {(@ D) m=@é)- : 3
Ri = (b ) w=(} o) - : 4
Rs = (b, b)) m:@?)- 3 5
Rs = (@), (@.b) Mi=(g o) - : 6
Ry = (@), (b.0) M=Gg)— : 7
Ry = ((@,a), (b, ) w=fp §) 4 g
Ry = {(a,b), (b,a) w=() o - 5

Rig = ((@.b), () AM:@})- : 9
Riy = (b, (b, )} m=(7 ) - : 10
Rz ={(a,a),(a,b),(b,a)} M, = (} (1)) - 6

Ru=l@an@o.on M= ) 2 : i
Ris = ((@,0), (b, ), (b, b)) AM=G?)3 : 2
Ri5 = {(a,b), (b, a), (b, b)} M5 = ((1) i) - 7

Ris = {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)} M= (} i) 4 8

Tabla 4.5: Todas las relaciones R posibles sobre el conjunto A = {a, b} y su clasificacién.

Ejemplo. Sea R una relacion definida en el conjunto A = {a}. Aplique las férmulas de
conteo del ejemplo anterior, y obtenga cada relacién posible.

Solucion.

= El nimero de relaciones posibles R es z; = 2 =2l = 2, y estdn dadas por R = 0,
R, = {(a,a)}; X

= El nimero de relaciones R reflexivas es zp = 2(1"™=D = 21-1 =20 =1,

» El nimero de relaciones R simétricas es z3 = 2! - 24 ‘1)/22 =2.202=7;

» El nimero de relaciones R antisimétricas es z4 = 2! - 3("=D/2 = 2.30/2 = 3
Ejemplo. Sea R una relaciéon definida en el conjunto A = {a, b}. Aplique las férmulas de
conteo del ejemplo anterior, y obtenga cada relacion posible.

Solucién.
= El ndmero de relaciones R que se pueden definir en el conjunto A dado es z; = 2% =
24 = 16;
= El nimero de relaciones R reflexivas que se pueden definir en el conjunto A dado es
7 = 2(22-2) _ 942 _ 92 _ 4:
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4.5. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES GENERALIZADAS CAPITULO 4. RECUENTO

= El nimero de relaciones R simétricas que se pueden definir en el conjunto A dado es
23 =22.2@D/2 2 4 @22 Z 4 0l g

= El nimero de relaciones R antisimétricas que se pueden definir en el conjunto A dado
eszy =22.30D/2 2 4.36-D/2 - 431 = 12,

Finalmente, cada una de la relaciones posibles que se pueden definir en el conjunto A =
{a, b} se listan en la Tabla
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CAPITULO B

Probabilidad discreta

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Omuitir todo el cap.
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CAPITULO 5. PROBABILIDAD DISCRETA
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CAPITULO O

Técnicas avanzadas de recuento

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Contents
[6.1. Relaciones de recurrencia (RR)|. . . . . . . o 0 v i i i i i i it e e e e e 105
2. Resoluciondelas RR| . . . . . ot i it ittt i e e e e e 108
[6.3. Algoritmos dedivide y venceras| . . . . . . . . ..ottt ittt e e e e e 112
[6.4. Funciones generatrices| . . . . . . . v v v i i ittt e e e e e e e e e e e e 112
[6.5. Principio de inclusion-exclusion (PIE)| . . . . . . . ... o ittt it 112
[6:6. Aplicaciones del PIE]. . . . . . . o o it ittt ittt e et ettt e e 112

6.1. Relaciones de recurrencia (RR)

Intro a las RR

Lectura.

Relaciones de recurrencia

Definicion. Relacion de Recurrencia (RR)) y Condiciones Iniciales (CI)). Una para la
sucesion ay, ay, ... dy, ... €s una ecuacion que relaciona el término genérico con un cierto
nimero de términos predecesores. Para que la sea univoca, se debe especificar las
dadas por un niimero finito de términos de la sucesién conocidos expliicitamente.

Observacion.

1) A veces el término genérico es a,, en ese caso sus predecesores son a,_i, du-2, ...,
etc;

i1) Otras veces el término genérico es a,. 1, por lo que sus predecesores son a,, a,_1, ...,
etc;
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6.1. RELACIONES DE RECURRENCIA (RR) CAPITULO 6. TECNICAS AVANZADAS DE RECUENTO

Ejemplo. La y las IC]| para la sucesion de Fibonacci se puede escribir en diversas
formas, e.g.:

fo = fao1 + faer paran =34, ..

A
h=hHh=1 (6-1)
que puede re-escribirse como
n— n— = 3, 4,
£ - fu-1 + fnz paran 62)
1 paran=1lon=2
y que puede resescribirse como
n+l = Jn + Jn- aran =2,3, ...
Ju+1 = fut+ foo1 paran 6.3)

fi=H=1

Modelos con relaciones de recurrencia

Ejemplo. Sea A, la cantidad de dinero al final de n afos, y suponga una persona que
invierte Ag = 1000 al 12 % anual compuesto. Escriba unaRRly un algoritmo para obtener
la cantidad de dinero al cabo de n afios. Solucion.

= Seat = 12/100 la tasa tanto por 1. Tenemos

Ap=A, 1 +1A, =+ DA = PA-1

6.4
A, = pA,-1 contodoenteron >1yAy= 1000 64
= Resolviendo por iteracion:
Ay = pA,1 = p(pA,2) = pzAn—Z = ... = pnAO
i (6.5)
An =P Ap

Ejemplo. Hallar una y las [CIl para el numero de subconjuntos de un conjunto de n
elementos. Solucion: sea S, el numero de subconjuntos de un conjunto de n elementos.
Como al pasar de un conjunto de (n — 1) elementos a otro conjunto de n elementos se
duplica el numero de subconjuntos disponibles (pues |[P(X)| = 2", con n = |X|), obtenemos
laRR]

S,=25,-.1 conn>1ySp=1 (6.6)

Ejemplo. Hallar unaRRly las[Cllpara el nimero on de cadenas de n bits que no contienen
la subcadena 111. Solucién: sea S, el nimero de cadenas de n bits que no contienen la
subcadena 111. La cadena de n bits que no contiene la subcadena 111 puede provenir de
las subcadenas:

= Con (n — 1) bits tales que terminan en O, 1;
= Con (n — 2) bits tales que terminan en 00, 01, 10;
= Con (n — 3) bits tales que terminan en 000, 001, 010, 100, 101, 110;
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CAPITULO 6. TECNICAS AVANZADAS DE RECUENTO 6.1. RELACIONES DE RECURRENCIA (RR)

B C

A B C ‘
‘

‘

l ‘
ARRAARARRRRRAARARRRRRAARARRRRRARAAARRRRRAARAARRRRRARARRR R ARRRRRAAN !
NNNAAAANANNRAAARRR N AARRRANRRRRAARRRR AN RN WA SRR AARN NN

Al | C | ' Solucion con
A A A A A A A AR AR AR AR AN ARSI SRR

2 discos

A B C| Muevo disco
LT T E T T T T E TN T ST E 1 RS TE ST ST S TSR SSISTRSINSSSSSSNss  Mas grande
A B C | |

1 B | C _ | Solucion con

|
A AT TR AT AT S AR SRR T SRR T NN NNNNNY 2 discos
B C :
. |
|
N — V<‘ﬁf«ﬁV<ﬁﬁf\frﬁ“J\ﬁfﬁ“ﬁﬁ - L.~
ANAIANNANN AN ARNNNNN AN NNNNNNNNNNNAN NN NSNS

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 6.1: Movimientos en el juego de las[THlcon n = 3 discos.

= Usando el [PS|obtenemos la[RR]y las [CI dadas por
Spn=8S,.1+8S,2+S5,.3 conn>4
S1=2 son0Oyl
S,=3 son00,01, 10
S3 =15 son 000,001, 010, 100, 101

(6.7)

Ejemplo. Torres de Hanoi. Encontrar la [RRly 1a[ClIl para el nimero de movimientos H,
que resuelve el problema del juego de las Torres de Hanoi (THJ) con n discos, con al menos
un disco. Solucidn:

= Consigna: mover los discos, de a uno por vez, desde la estaca A hacia la C, pero
nunca colocando un disco mds grande sobre otro mds pequefio, usando la estaca B
como auxiliar;

» Por ejemplo, en la Fig. [6.1] se muestran los movimientos para resolver este juego con
n = 3 discos;

= Si hay un disco (n = 1), el juego se resuelve con un movimiento, por lo que ¢; = 1;

= Si hay més de un disco, n > 1, el juego se divide en 3 etapas: (1) se pasan n— 1 discos
de la estaca A hacia la auxiliar B, lo cual involucra H,_; movimientos; (ii) luego se
mueve el disco méds grande de manera explita a la estaca C (con un movimiento); y
(i11) se vuelven a pasar los n — 1 discos de la estaca auxiliar B hacia la C, lo cual
involucra otros H,_; movimientos. Sumando, se tiene la y la condicién inicial

H,=2H,_ 1+1 conn>2

S (6.8)
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6.2. RESOLUCION DE LAS RR CAPITULO 6. TECNICAS AVANZADAS DE RECUENTO

6.2. Resolucion de las RR

Intro

Ejemplo. Resolver la[RR|dada por a,, = a,,_ + 3, para todo entero n > 2, con la[CIldada
por a; = 2. Solucién:

a,=a,1+3 conn>?2
a,—1 = ay—p + 3 (69)
a, = (a,1))+3=0(a,2+3)+3)=(a,.3+3)+3+3=a,4+B+3+3+3)

Para hallar £ hacemos
n—-k=1 .. k=n-1
a,=a;+3(n-1) (6.10)
a,=2+3n-1) conn>1

Resolucion de RRL de CC homogéneas

Definicion. Una Relacion de Recurrencia Homogénea, Lineal, de Coeficientes Constantes
RRHILCC), de orden £, es una relacién de recurrencia de la forma

a, = C1a,—1 + 20y + ... + Cka,—x  con, al menos, ¢; # 0 (6.11)
en donde la unicidad se logra definiendo k condiciones iniciales

ap=cy aA;=C1 .. ag=Ck (6.12)

Ejemplo. Clasificar cada una de las siguientes

s, = 25,-1: es una RRHLCC, de orden 1;

Jfu = fu—1 + fn—2 (Fibonacci): es una RRHLCC, de orden 2;

» g, = 3a,_1a,->: es una RRH no-lineal, de CC, de orden 2;

= a, —a,—; = 2n: es una RR lineal, no-homogénea, de CC, y de orden 1;

= a, = 3na,_: es una RR lineal, homogénea, y de coeficientes no-constantes.

Ejemplo. Procedimiento bésico para resolver una RRHLCC. Resolver 1la[RRHLCC|dada

por a, = 5a,_1 — 6a,_,, para todo entero n > 2, con las [CIl particulares ag = 7y a; = 16.

Solucién: Sea a,, = r"*, donde r se asume como una constante real. Reemplazando
=5 - 62

=57 162 =0

"2(r* = 5r+6)=0 sir"#0,debeser (* —5r+6) =0 (6.13)
5+ V25-24
rp = 1’1:2 1’2:3

2 9
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CAPITULO 6. TECNICAS AVANZADAS DE RECUENTO 6.2. RESOLUCION DE LAS RR

entonces hay 2 soluciones linealmente independientes S, = r{ y T, = r5, por lo que la
solucién general es una combinacion lineal de ambas soluciones

a, =as, +pT,
= ar| + pr, (6.14)
= a2" + B3"
donde a y 8 son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales

ap=a2’ +83° =7

6.15
a; =a2' + 83 = 16 (6.15)
con lo que se tiene un sistema lineal de dos ecuaciones para las incognitas @ y 8
a+pB=71
20+ 3B =16 (6.16)

cuya solucion da @ = 5 y 8 = 2. Finalmente, la solucion particular es a,, = 5 - 2" +2 - 3"
paran=0,1,2,....

Teorema. Sea a, = c1a,-1 + ca,-» una RRHL de segundo orden. Se cumple que:

= Si§ y T son soluciones, entonces U = @S + ST también es solucion;

= Siresunaraiz de > — ¢;f — ¢, = 0, entonces " es solucion, paran =0, 1;

= Si {a,} es la sucesién a, = cja,- + cra,—, tal que ag = cp, a; = ¢y, y st ry,
son raices reales y distintas, i.e. r; # r,, entonces existen constantes « y S tales que
a, = ar? + Bry, paran =0,1,...;

Demostracion:

= Como S y T son soluciones de la RR, debe ser

Sp=c1Sp1+ S, oo aS, =alc1S -1 + 28 p2) 6.17)
Tn = ClTn—l + CZTn—Z ,BTn = ,B(ClTn—l + CZTn—Z) .
sumando ambas ecuaciones
U,=aS,+pT,
= ci(asS -1 + BT,-1) + c2(aS - + BT,-2) (6.18)

=c1Up-1 + U,

por lo que U también es una solucion.
= Si r es una raiz de la[ECldada por > — ¢1t — ¢» = 0, entonces se cumple 2 = ¢t + ¢,
y hacemos

ar' e = ar+ o) = = (6.19)

por lo que la sucesién ", conn = 0, 1, ..., verifica la[EC;

» Sea U, = ar| + Br;, entonces U es solucién y para cumplir con las [CI| dadas, plan-
teamos

Uy = ar? +,8r(2) =Cy

6.20
U1:ar1+,8r%:C1 ( )
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6.2. RESOLUCION DE LAS RR CAPITULO 6. TECNICAS AVANZADAS DE RECUENTO

es decir,
+B8=C
a+f=Co (6.21)
anr +ﬁ7'2 = Cl
Para igualar el primer término de ambas ecuaciones hacemos
+ =rC
rna 7’1,8 riCo (622)

ra+nrp==C

restando lado a lado se obtiene (r; — ;)8 = r;Co — Cy, y sOlo cuando r; # r, se puede
obtener 8 = (r;Co — C1)/(r; — 1), y luego a = Cy — B.

Teorema. Sea a, = cja,-; + c2a,—» una RRHL de segundo orden. Si {a,} es la sucesi6n
a, = c1ay,—1 + cra,—; tal que ag = cp, a; = ¢y, y st ambas raices de r —cir—cy = 0son
iguales a ry, entonces existen constantes « y 3 tales que a, = ary + pnrg, conn =0,1,..;
Demostracion:

= El teorema anterior prueba que la sucesion r}, paran = 1,2, ..., es solucion de la RR;

= Por lo que resta demostrar que la sucesion nrjj, para n = 1,2, ..., también es una
solucién de la[RRl

» Como ry es la tnica solucién real de la EC, se tiene

P —cir—cy = (r—ro)r—ry) = (r—ry)? (6.23)
Las raices x; y x de la ecuacién cuadritica general ax?> + bx + ¢ = 0 verifican las
propiedades x; + x, = —b/a y x; - x; = c/a. Dichas propiedades en este caso se

re-expresan como ¢; = 2ry y ¢; = —r?, por lo que
0
ap, = C1lp-1 + C2ay2

=ci(n— 1)1’6’_1 + co(n — 2)r8_2

=2ro(n — Dri™ = rg(n — 212 (6.24)
=ri2(n—1) - (n - 2)]
= nry

entonces la sucesion nrg es solucion.

Ejemplo. Resolver a, = 4a,-; — 4a,—; para todo enteron > 2, conayg = 1y a; = 1.

Solucion: Sea a,, = r", donde r se asume como una constante real no nula. Reemplazando
=4 1 4 = 0

r"P —4r+4)=0 sir"? #0,debe ser (P —4r+4) =0

4+ V16 -16

rp= > I’1=F2=I”0=2

entonces las 2 soluciones linealmente independientes son S, = ryy T, = n- rg, por lo que
la solucion general es una combinacion lineal de ambas soluciones de la forma:
a, =aS, +pT,
= ary + pnry (6.26)
= a2" + Bn2"

(6.25)
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donde a y 8 son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales

a=a2"+5-0-20=1

a=a2'+p-1-3=1 (6:27)
con lo que se tiene un sistema lineal de dos ecuaciones para las constantes @ y 8
a=1 (6.28)
2+ 2B =1
cuya solucion da @ = 1 y 8 = —1/2. Finalmente, la solucién particular es a,, = 2" — %nZ”

paran =0,1,2,....

Resolucion de RRL de CC no-homogéneas

Ejemplo. Resolver la que resuelve el nimero minimo de movimientos para resolver
el juego de las [THL dada por H,, = 2H,,_; + 1, para todo entero n > 2, con la[CI| para un
disco H; = 1. Solucioén: por iteracion (en donde el dltimo valor de k estd dado cuando
n—k=1,porloquek=n-1)
H,=2H, 1+1 conn>?2

=2Q2H,,+1)+1

=2%(H,_)) +2+1

=2°QH,.3+ 1) +2+1

=2°H, 3 +2*+2' +2°

=2°QH, 4+ 1)+22+2' +2° (6.29)
=2 H, 4 +23+27 42 +20= ..
=2¢QH,_+ D+ 2K 4 421 420
=2 H + 22 220 =
=2t o2 42420
que es una forma particular de la serie geométrica
m+1 _ 1
a+ar+m2+m+awu:ﬂi—7—l conr# 1 (6.30)
r —
cuandor =2,a=1,ym=n— 1, resulta
1-2"-1
1+2+4+8+...+2”‘1=# (6.31)

por lo que la solucién no-recursiva es

H,=2"-1 (6.32)
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6.3. Algoritmos de divide y venceras

Omitir (la gente de FICH lo vera en[AED)).

6.4. Funciones generatrices

Omitir.

6.5. Principio de inclusién-exclusion (PIE)

Ya visto en el Cap. Conjuntos.

6.6. Aplicaciones del PIE

Ver GTP y el Cap. Conjuntos.
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CAPITULO 7

Relaciones

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.
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7.1. Relaciones y sus propiedades

Intro

Definicion. Sean dos conjuntos A y B. Relacion Binaria (RB)): una relacion binaria R de
A en B es un subconjunto del producto cartesiano A X B. Notacion: R = {(a,b) | (a,b) €
A X B},donde a € Ay b € B. Se denota aRb cuando (a, b) € R, y se dice que el elemento
a esta relacionado con el elemento b mediante R. En caso contrario, se denota con a Rb
cuando (a, b)¢R.

Funciones como relaciones

Observacion. Una funcién f : A — B es un caso especial de una[RBl en donde R asigna
exactamente un elemento b € B a cada elemento a € A.

Relacion en un conjunto

Definicion. Relacion (def.): una relacién en un conjunto A es una de Aen A, ie.
R ={(a,b)|(a,b) € A X A}, donde a, b € A.
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7.1. RELACIONES Y SUS PROPIEDADES CAPITULO 7. RELACIONES

Relacion reflexiva, simétrica, antisimétrica, e inversa

Definicion. Relacion reflexiva (def.): una relacién R en un conjunto A es reflexiva si
todos los pares ordenados de la forma (a, a) pertenecen a la relacion R. Notacién: una
relacion R en un conjunto A es reflexiva si (a,a) € R, para todo a € A.

Ejemplo. Como n|n para cada entero positivo n, se concluye que la relacion “divide a” en
el conjunto de los enteros positivos es reflexiva.

Definicion. Relacion simétrica (def.): una relaciéon R en un conjunto A es simétrica si
(a,b) € R, entonces (b,a) € R, para todo a,b € A. Notacion: una relaciéon R en un
conjunto A es simétrica si (a,b) € R — (b,a) € R, para todo a,b € A. Observacion:
en una relacion simétrica no importan la presencia o ausencia de los pares con elementos
iguales (a, a).

Definicion. Relacion antisimétrica (def. 1): una relacion R en un conjunto A es antisimé-
trica si (a,b) € R A a # b, entonces (b, a)¢R, para todos a, b € A. Relacion antisimétrica
(def. 2): una relacion R en un conjunto A es antisimétrica si (a,b) € R A (b, a) € R, enton-
ces a = b, para todo a,b € A. Observacion: en una relacién antisimétrica no importan la
presencia o ausencia de los pares con elementos iguales (a, a). Notacion: una relacion R
en un conjunto A es antisimétrica si ((a, b) € RA(b,a) € R) — a = b, paratodoa, b, c € A.

Ejemplo. Como n|n para cada entero positivo n, se concluye que la relacién “x divide a
y” es reflexiva cuando x, y pertenecen al conjunto de los enteros positivos.

Observacion.

a) Los términos simétrico y antisimétrico no son opuestos entre si. Una relacion R en
un conjunto A puede tener simultdneamente ambas propiedades (poco frecuente), o
carecer de ambas (bastante mas frecuente);

b) Si una relacién R en un conjunto A contiene algin par ordenado (a, b) tal que a # b,
entonces no puede se simétrica y antisimétrica a la vez.

Ejemplo. Analizar las siguientes relaciones R en el conjunto A = {a, b, c} dadas por la

Ec. (7.1):
Ry = {(a,a),(b,b),(c,c)} : es reflexiva, es simétrica, y es antisimétrica;
R, = {(a,a), (b, b)} : no es reflexiva, es simétrica, y es antisimétrica;
R3; = {(a,a), (a,b)} : no es reflexiva, no es simétrica, y es antisimétrica;
Ry ={(a,a),(a,b),(b,a)} : no es reflexiva, es simétrica, pero no es antisimétrica.

(7.1)

Teorema. Conteo en Relaciones . [Rosen: ejemplo 16 (pag. 444), y Problema 45 (pag.
448), re-re-clasico en evaluaciones]. Sea R una relacién en un conjunto finito A de n
elementos. Utilice un argumento de conteo para demostrar que el nimero méximo de:

. 2
= relaciones z; = 2" ;
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) ) -
= relaciones reflexivas z, = 20 ";
) S )
= relaciones simétricas z3 = 2" - 20* /2.
. . . Vd . 2_
» relaciones antisimétricas z4 = 2" - 3(n*=n)/2

Demostracion:

= La base 2 surge porque cada par ordenado (x, y) del producto cartesiano A X A tiene 2
posibilidades en una relacién dada, o bien estar, o bien no estar. Como hay n - n pares
ordenados en el producto cartesiano A X A, se concluye que hay 2 opciones;

= En una relacién R en un conjunto A de n elementos, los pares ordenados que tienen
componentes iguales (de la forma (x, x)) son n, y los restantes serdn (n> — n). Al
formar todas las relaciones reflexivas posibles, esos pares remanentes pueden o no
estar y por eso hay (=) opciones;

= En una relacién R en un conjunto A de n elementos, los pares ordenados que tienen
componentes iguales (de la forma (x, x)) son n, estos pueden (0 no) estar en una
relacion simétrica, por lo que tenemos un factor 2". Los restantes pares ordenados
que se pueden formar de A X A son (n> — n). Al contar todas las relaciones simétricas
posibles, si un par ordenado (x,y) € R, con x # y, entonces también hay que incluir
al par simétrico (y, x). Luego, s6lo disponemos de la mitad de los pares iniciales, i.e.
(n* — n)/2, los cuales pueden (0 no) estar. En total tenemos 2" - 2(*~"/2 gpciones;

= Por empezar, podemos (0 no) incluir los pares con elementos iguales (x, x)en una
relacion antisimétrica, por lo que tenemos un factor 2". En los restantes pares orde-
nados (x,y), con x # y, hay 3 opciones: o bien colocar (x, y) sélo, o bien colocar (y, x)
s610, 0 bien no colocar (x, y) ni (y, x). En total tenemos 2" - 3¢"~"/2 gpciones.

Ejemplo. Contrapositiva de la definicion de relacion antisimétrica. Escriba la contra-
positiva de: una relacién R en un conjunto A es antisimétrica si (a,b) € R A (b,a) € R,
entonces a = b, para todo a, b € A.

Solucion: una relacién R en un conjunto A es antisimétrica si a # b, entonces (a, b)¢R V
(b,a)¢R, paratodo a,b € A.

Definicion. Relacion inversa. Sea una relacién R de un conjunto A en otro B. La relacién
inversa se denota con R™! y es la relacién de B en A definida por R~™! = {(b,a) | (a,b) € R},
cona€AybeB.

Ejemplo. Sean los conjuntos A = {2,3,4}y B = {3,4,5, 6,7}, y las relaciones:

a) R = {(a,b) | si a divide a b}. En este caso queda R = { (2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4) }.
b) R~ = {(b,a) | si b es divisible por a}. Ahora R™! = { (4,2), (6,2), (3,3), (6,3), (4,4) }.

Relacion transitiva

Definicion. Relacion transitiva: una relacién R en un conjunto A es transitiva, si (a, b) €
Ry (b,c) € R, entonces se tiene también (a, c) € R, para todo a, b, c € A. Notacion: una
relacién R en un conjunto A es transitiva si ((a,b) € R A (b,c) € R) — (a,c) € R, para
todoa,b,c € A.

115



7.1. RELACIONES Y SUS PROPIEDADES CAPITULO 7. RELACIONES

Ejemplo. Sealarelacion R = {(a, b) | a divide a b para todo a, b € Z. Se tiene:

1) Si a divide a b, usando la definicién de divide se tiene: como aRb, entonces b = aa,

cona € Z;

ii) Si b divide a ¢, usando la definicién de divide se tiene: como bRc, entonces ¢ = 8b,
conpB € Z;

iii) Reemplazando ¢ = Bb = Baa = vya, o sea, ¢ = vya, es decir, ¢ divide a a, donde
v =af,cony € Z;

1v) Eso ocurre para todo aRb y bRc, por lo que la relacién “a divide a b” es transitiva en
Z.

Ejemplo. Sean Ry S relaciones en un conjunto A. Demuestre o dé un contraejemplo
en cada caso:

1) Si Ry S son transitivas, entonces jes RU S transitiva? Rpta: es[F], contraejemplo: sea
el conjunto A = {1, 2,3}, y las relaciones transitivas R = {(1,2)} y S = {(2,3)}. Se
tiene RU S = {(1,2),(2,3)} que no es transitiva.

2) Si Ry S son transitivas, entonces jes R NS transitiva?

3) Si Ry S son transitivas, entonces jes R o § transitiva?

4) Si R es transitiva, entonces ;s R~ ! transitiva? Solucién. Para todo a, b, ¢ € A se tiene:

= SiaR'by bR 'c, entonces, por definicién de R~!, debe ser bRa y cRb, o sea, cRb
y bRa;

= Como R es transitiva, debe ser cRa;

= Por definicién de relacién inversa, debe ser aR™'¢;

= Se concluye que toda vez que aR~'b y bR 'c, debe ser aR™'c, por lo que R™!
también es transitiva.

5) Si R es reflexiva, entonces jes R~ reflexiva? Rpta. Para todo a € A se tiene:

= Si R es reflexiva, entonces aRa para todo a € A. Por definicién de R~!, debe ser
aR'a paratodoa € A, porloque RC R !;

= Si R! es reflexiva, entonces aR™'a para todo a € A. Por definicién de R, debe
ser aRa para todo a € A, por lo que R~! C R. Por eso, R = R™!;

= Por ultimo, si R es reflexiva, entonces aRa para todoa € A. Y como R = R~
debe ser aR™'a para todo a € A.

6) Si R y S son reflexivas, entonces jes R U S reflexiva? Rpta. Para todo a,b € A se
tiene:

= Si RUS es reflexiva, entonces (a,a) € (RU S) para todo a € A;
= Por definicion de la unién se tiene (a,a) € RV (a,a) € S paratodo a € A;
= Como Ry S son reflexivas, cada una es [T},

7) Si Ry S son reflexivas, entonces jes R NS reflexiva? Rpta. Para todo a,b € A se
tiene:

= Si RN S esreflexiva, entonces (a,a) € (RN S) paratodo a € A;
= Por definicién de la interseccion se tiene (a,a) € R A (a,a) € S paratodo a € A;
= Y como Ry S son reflexivas, cada una es [T},

8) Si Ry S son reflexivas, entonces ;es R o § reflexiva? Rpta. Para todo a € A se tiene:
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o 01\/,0t
B 2 u
Y o

4

Figura 7.1: Diagramas de flechas de las relaciones R}, R;, y de la composicién R; o R;.

= Como R es reflexiva, entonces (a,a) € R para todo a € A;

= Como S es reflexiva, entonces (a,a) € S paratodo a € A;

= En esas condiciones, R o S se reduce a {(a,a) | Va € A, por lo que R o S también
es reflexiva.

Composicion de relaciones

Definicion. Composicion de dos relaciones. Sean los conjuntos A, B, y C, y sean las
relaciones Ry, de A hacia B, y R;, de B hacia C. La composicion de R; y R; se denota con
R;0oR|, yeslarelacion de A hacia C definida con Ry,oR;| = {(a,c) | (a,b) € RiA(b,c) € Ry},
cona€A,beB,yceC.

Ejemplo. Sean los conjuntos A = {a, 8,7y}, B ={1,2,3,4}, y C = {t,u}, y las relacio-
nes: R; = {(@,2), (a,4), (B, 1), (y,2),(v,3),(y,4)}, R, = {(1,1),(2,1),(4,u)}. En este caso,
resulta la composicion Ry o Ry = {(a, 1), (@, u), (B,1), (y,1),y,w)}, ver Fig.[TT}

7.2. Relaciones n-arias y sus aplicaciones

Omitir.

7.3. Representacion de relaciones

Representacion de relaciones usando matrices

Definicion. Matriz de una relacion binaria. Sean los conjuntos finitos A y B, donde m =
|A| y n = |B|. La matriz de una relacion binaria R de A en B es la matriz de bits M (R) de
m X n definida por la Ec. (7.2)).

[M]_ 1 Si(ai,bj)ER;
Y0 siai b)) 2R;

parai=1,2,...myy j=1,2,..,n.

(7.2)

Observacion.
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Figura 7.2: Diagrafo asociado a la relacién R del ejemplo

» Las filas de M se corresponden con los elementos del conjunto A en algin orden
arbitrario pero fijo;

= Las columnas de M se corresponden con los elementos del conjunto B en algun
orden arbitrario pero fijo;

= En general la matriz M de una relacion binaria es rectangular excepto en una relacion
R definida sobre un conjunto A.

Ejemplo. Sea los conjuntos A = {8,y,6} y B = {a, b, c,d}, y la relacion binaria R =
{B,b), (B,d), (y,b),(y,d)}, entonces la matriz de la relacion binaria esta dada por la Ec.
(7.3).

a b ¢ d

(0 1 0 1
M=y]0 1 0 O (7.3)

o\l0 0 0 1

Definicion. Matriz de una relacion en un conjunto (def.). Sea una relacién R en un con-
junto finito A de n elementos. La matriz de la relacion R es la matriz de bits M, cuadrada
de n X n, dada por la Ec. (7.4).

1 si(a,a)) €R;

. (7.4)
0 en caso contrario;

[M]; ; :{

donde i, j = 1,2,...,n,y los elementos a;,a; € A.

Repres. de relaciones usando digrafos

Nota: preferimos emplear “digrafo” en lugar de “grafo dirigido™.

Definicion. Digrafo asociado a una relacion finita. Sea R una relacién en un conjunto
finito A. El digrafo G asociado con la relacién R se traza de la siguiente manera: (i) se
representa cada elemento a de A con un vértice (o punto); (ii) para cada par ordenado
(a,b) € R se traza una flecha (lado o arco orientado) desde el vértice a hacia el b, con
a,b e A.

Definicion. Trayectoria. Sea R una relacion en un conjunto A. Una trayectoria (o camino,
o ruta) de longitud n en R desde el elemento a hacia el b es una sucesion finita P :
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L 2N

Q@
1 02 5 \
/ °
3 4 6
3 4 6

Figura 7.3: Digrafos asociados a las relaciones R y R? del ejemplo

a, xi, X, ..., Xy—1, b que empieza en a, termina en b, y tal que aRx; A x;Rx;... A x,_1RbD.
Ciclo: es una trayectoria que empieza y termina en un mismo vértice.

Observacion. Una ruta de longitud n involucra (n + 1) elementos de A aunque no nece-
sariamente distintos.

Ejemplo. Sea el conjunto A = {1,2,3,4,5}, y la relaciéon R = {(1,2),(2,2),(2,3),
(2,4),(4,3),(5,1),(5,4)}, ver Fig. [1.2] Tres trayectorias cualesquiera en R son: P;: 1, 2,
5, 4, 3, P23 1, 2, 5, 1, y P3I 2,2, donde |P1| = 4, |P2| = 3, y |P3| = 1.

Observacion. Las trayectorias de longitud 1 estdn asociadas con los pares ordenados
(a,b) € R. Las trayectorias en una relacion R permiten definir nuevas relaciones a partir
de R.

Definicion. Relaciéon R” sobre un conjunto finito A. La relacion R", con entero positivo
n estd formada con los pares ordenados (a, b) € R", en donde aR"b indica que existe una
trayectoria de longitud n entre los elementos a y b pertenecientes al conjunto A.

Para obtener R" puede ser mds comodo hacerlo a través de la matriz M (R") asociada, la
cual se obtiene mediante la potencia n de la matriz M (R) dada por

M(R") = M(R)® M(R)...0 M(R) (7.5)

n factores

realizada con n factores, en donde © denota el producto matricial de bits (o producto
matricial booleano) definido a continuacion.

Definicion. Producto matricial de bits (o producto matricial booleano). Sean los con-
juntos finitos A, By C, con p, q y r elementos, respectivamente, las relaciones R de A en
B,y R, de B en C, respectivamente, y las matrices de relaciones M (R ) de p X gy B(R>)
de g X r, se define el producto matricial de bits M (R; o Ry) = M(R;) ®© M(R;) a la ma-
triz obtenida realizando primero el producto matricial usual, y a continuacion reemplazar
cada entrada no nula de M (R, o R;) por 1, mientras que las entradas nulas siguen siendo
nulas.

Ejemplo. Sea el conjunto A = {1,2,3,4,5,6}, y larelacién R = { (1,2), (1,3), (2,2),
(2,4), (2,5), (3.4), (4,5), (5,6) }, ver Fig.[1.3| Calculando R?> = R o R mediante la definicién
se obtiene: R* = { (1,2), (1,4), (1,5), (2,2), (2:4), (2,5), (2,6), (3,5), (4,6) }, y que son todas
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las trayectorias de longitud 2 en A obtenidas a partir de R, verlo en la Fig. [7.3] Tarea:
obtener R?> mediante el producto matricial de bits M (R?) = M(R) © M(R).

En la Tabla[/.1|se resumen recetas practicas para chequear en una relacién R en un conjun-
to finito A de n elementos las propiedades: reflexiva, simétrica, antisimétrica, y transitiva,
en donde

Iy = {(x1, x1), (x1, x1)..., (X, X,,)} relacion identidad en A;
R>=RoR composicion de R con R; (7.6)
R = {(y,x) ] (x,y) € R} relacion inversa de R;
propiedad | como conjunto | en la matriz de R
R es reflexiva I, CR M) < M(R)
R es simétrica R=R"! M@®)=M®R™"
R es antisimétrica | RNR™' C I, M@R) o MR < M,)
R es transitiva R*’CR M(R*) < M(R)

Tabla 7.1: Recetas para chequear algunas propiedades de una relacién R en un conjunto A.

Ejemplo. Seael conjunto A = {a, b, ¢} y la matriz de la relacién R dada por la Ec. (7.7).
Usar el producto matricial de bits (o producto booleano) para decidir si R es transitiva (o
no).

a b c
a(0 1 1
M@R)=> [O 0 1} (7.7)
c\0 1 O
Solucién. Calculando:
a b c
a(0 1 1
M@PR>» =b [0 1 0) (7.8)
c\0 0 1

A partir de las Ecs. (7.7H7.8) se concluye que no se cumple que M (R*) < M(R), por lo
que R no es transitiva.

Ejemplo. Seael conjunto A = {a, b, c} y la matriz de la relacién R dada por la Ec. (7.9).
Usar el producto matricial de bits (o producto booleano) para decidir si R es transitiva (o
no).

a b c

a(0 1 1
M@R)=b [0 1 1] (7.9)

c\0 1 1
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Solucion. Calculando:

MER»)=b|0

b
1
1
1

—_—— 0

(7.10)

(U

A partir de las Ecs. (7.947.10)) se concluye que se cumple que M (R?) < M (R), por lo que
R es transitiva.

Observacion. [omitir] Implementaciones de tests para determinar si una relacién R en
un conjunto A es: reflexiva, simétrica, antisimétrica, transtiva, relacion de equivalencia,
relacion de orden parcial, o ninguna, analizando la matriz M asociada a R, son mostradas
a continuacion.

def

def

def

def

def

es_reflexiva (M):

n = len(M)

for i
if not M[i,1]:

in range (n):

return False

return True

es_simetrica_vainilla (M):

n = len (M)
for i in range (n):
for j in range
if M[i,j]

return
return True

es_simetrica (M) :
n = len (M)
for i
for j in range
if (M[i,j]
return
if (M,
return
return True

in range (n):

(n):
and not M[j,i]):
False

(i+1,n):

and not M[j,i]):
False

and not M[i,j]):
False

es_antisimetrica (M):

n = len (M)
for i in range (n):
for j in range
it (M[i,j]
return

return True

es_transitiva (M):

n = len (M)
for k in range (n):
for i in range
for j

(i+1,n):
and M[j,i1]):
False

(n):

in range (n):

if (M[i,k] and M[k,j]) and not M[i,j]):
return False

return True
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def es_relacion_de_equivalencia (M):
return (es_reflexiva (M) and
es_simetrica (M) and
es_transitiva (M))

def es_relacion_de_orden_parcial (M):

return (es_reflexiva M) and
es_antisimetrica (M) and
es_transitiva ™M)

7.4. Cierre de relaciones

Para el hogar:

= Cierre reflexivo, relacion diagonal: definiciones y ejemplos;
= Cierre simétrico: definicion y ejemplos;
= Cierre transitivo, relacion de conexion, y matriz boolena del cierre transitivo:
e Definicion 2 (pag. 466);
e Enunciados de los teoremas 2 y 3 (pags. 466 y 468);
e Re-hacer Ejemplo 7 (pag. 468);
e Omitir el algoritmo de Roy-Warshall.
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7RI

5 6

Figura 7.4: La relacion R es una[REl
7.5. Relaciones de equivalencia

Intro

Definicion.  Relacion de Equivalencia: es una relaciéon R sobre un conjunto A que es
reflexiva, simétrica, y transitiva.

Ejemplo. Seael conjunto A = {1,2,3,4,5, 6} y la Relacién de Equivalencia (RE) dada
por la Ec. (7.11)). Se tiene que esta R es una[REl Verlo mas rdpidamente analizando la Fig.

[7.4.

R ={(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,6),(3,5),

7.11
(4,4),(5,5),(6,6),(3,1),(5,1),(6,2),(5,3)} 1D

Definicion. Particion (def.): una particion S de un conjunto A es una coleccién de n
subconjuntos Ay para k = 1,2, ..., n, llamados también como bloques, tales que: (i) cada
bloque A es no vacio; (i1) los bloques son disjuntos dos a dos; y (iii) la unién de todos los
bloques recupera al conjunto A.

Notacion: los subconjuntos (bloques) A, definen la particién
S ={A;|parak=1,2,...,n}
con n entero positivo, cuando

Ar#0 parak=1,2,..,n;
AiNA;j=0 coni# jparai,j=1,2,..n;

OA" =A
k=1

Ejemplo. SeaelconjuntoA ={a,b,c,d,e, f,g,h,1i, j}, con|A| = 10, y los subconjuntos
(bloques) A} = {a,b,c}, Ay ={d, e}, A3 = {f},y Ay = {g, h, 1, j}. Como se cumplen las tres
condiciones

(7.12)

= Cada bloque Ay es no vacio, parak = 1,2, 3, 4;

= Todas las intersecciones de los bloques de a pares son vacias, i.e. AjNA; = A|NA;3 =
AlNA;=0,AoNA3=ArNAy = (Z),yAg NAy = 0;

m AfUA,UA3UA, = A;

entonces la coleccion de conjuntos (bloques) Ay, Ay, Az, y A4, define una particion S del
conjunto A.
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Clases de equivalencia y particiones

Observacion. Si S es una particion de un conjunto A, entonces se la puede emplear para
construir una [RElen el conjunto A.

Ejemplo. Sea el conjunto de 6 pelotas A = {1,2,3,4,5, 6}, numeradas y pintadas
con los colores rojo (red, pelotas 1, 3, 5), verde (green, pelotas 2,6), y amarillo (yellow,
pelota 4). Si las separamos en los bloques obtenemos la Ec. ([/.13)). entonces la coleccién
S = {A1,A,, A3} define una particion de A, donde la relacion aRb indica que las pelotas
a 'y b son del mismo color, donde R estd dada por la Ec. (7.14). Se observa que R es una
REl Verlo quizds mas rdpidamente analizando la Fig.[7.4]

Aj = {x| x es una pelota roja }
Ay = {x| x es una pelota verde } (7.13)
Az = {x| x es una pelota amarilla}

R={(1,1),(,3),(1,5),(2,2),(2,6),(3,5),(4,4),(5,5),(6,6),(3,1),(5, 1), (6, 2), (5, 3)}
(7.14)

Teorema. (teor. 3.2.1, pag. 125 Johnsonbaugh). Sea S una particién en un conjunto A.
Se define la relacion R en A como sigue: aRb siy solo si los elementos a y b pertenecen
a un mismo bloque A; de la particiéon S. En esas condiciones, la relacién R es una [REL
Demostracion:

= Sea un elemento a € A. Por la definicién de particiéon S, un elemento a debe perte-
necer a algtin conjunto Ay de la particién S, por lo que aRa. Ademas, se observa que
eso ocurre para todo elemento a € A. Por eso, la relacion R es reflexiva;

= Suponga que aRb. Eso significa que ambos elementos a y b estdn en un mismo bloque
Ay de la particién S. Por eso, se concluye que también bRa. Otra vez, eso vale para
todo a,b € A, por lo que la relacion R es simétrica;

= Suponga que aRb y que bRc. En el primer caso, significa que ambos elementos a 'y b
pertenecen a un mismo bloque A; de la particién S, mientras que en el segundo caso
significa que los elementos b y ¢ pertenecen a algun otro bloque A j, posiblemente con
i # j. Pero el elemento b pertenece exactamente a un bloque de la particién S, por
lo que debe ser i = j. En consecuencia, ambos elementos a y ¢ estardn en el mismo
bloque A; y, por ende, aRc. Otra vez, esto vale para todo a,b,c € A, por lo que la
relacion R es transitiva.

Si S es una particién de un conjunto A, y R es una [REl determinada por S, entonces los
bloques de la particién S pueden ser descriptos en términos de la[RE| expresada por R. Si
Ay es un bloque genérico de la particion S, y a € Ay le pertenece, entonces, por definicion
de particion, se tiene que A, consta de todos los elementos x que estdn relacionados con
a.

Definicion. Conjunto relativo en unaRElde un elemento: sea R una[RE sobre un conjunto
A, y un elemento p de A. El conjunto relativo en R del elemento p de A es el conjunto
formado por todos los elementos x € A tales que xRp, y se denota con la Ec. (7.15).
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[p] = {x | xRp} (7.15)

Definicion.  Clases de Equivalencia: sea R una[RE|sobre un conjunto A. Los conjuntos
relativos [a] definidos por la particién S asociada con R se llaman las [CE|sobre el conjunto
A.

Ejemplo. En el ejemplo de las pelotas numeradas y pintadas con los colores rojo (red,
pelotas 1, 3, 5), verde (green, pelotas 2,6), y amarillo (yellow, pelota 4), tenemos la tres
dadas en la Ec. (7.16). En general, los nimeros de elementos en cada [CEl son diferentes
entre si. Sugerencia: omitir el ter. 3.2.15 por inducir a confusion.

Ci=1{1.3,5) = [1] = [3] = [5]
C, =1{2,6} =[2] =[6] (7.16)
Cs = 4) = [4]

Teorema. Se R una[REl en el conjunto A. Las afirmaciones listadas en la Ec. (7.17) son
equivalentes.

(i) aRb .
(i1) [a] = [b] ; (7.17)
Gi)) [alN[p]£0 ;

Demostracion:

1) (1) — (i1) Suponga que aRb. Para probar que [a] = [b] mostraremos que [a] C [b] y
que [b] C [a]. Para eso hacemos:

= Sea x € [a], entonces, por la definicién de [a], se concluye que xRa;

= Como xRa, aRb, y R es transitiva, debe ser xRb, por lo que x € [b];

= Como x € [a] y x € [b], para todo x € [a], debe ser [a] C [b];

= Al revés, sea z € [b], entonces, por la definicion de [b], se tiene que zRD;
= Como R es simétrica, si aRb debe ser bRa;

= Como zRb, bRa, y R es transitiva, debe ser zRa, con lo que z € [a];

= Como z € [b] y x € [a], para todo z € [D], debe ser [b] C [a];

= Se concluye que [a] = [D].

2) (ii) — (ii1) Suponga que [a] = [b]. Como R es reflexiva, se tiene que aRa para todo
a € A. En ese caso, como [a] es no vacia, se concluye [a] N [b] # 0;

3) (iii) — (1) Suponga que [a] N [b] # (. Entonces existe un elemento c tal que ¢ €
[A] A ¢ € [b], es decir, aRc y bRc. Por simetria, si bRc debe ser cRb. Entonces
tenemos aRc, cRb, y R transitiva, por lo que debe ser aRb;

4) Como se cumplen (i) — (ii), (ii) — (iii), y (iii) — (i), las 3 afirmaciones son equiva-
lentes.
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7.6. Ordenes parciales

Relacion de orden parcial

Definicion. se dice que una relacién R en un conjunto A es una Relacién de Orden Parcial
si es reflexiva, antisimétrica, y transitiva.

Relacion de orden total

Definicion. Elementos comparables e incomparables. Sea una R sobre un con-
junto A, y sean los elementos a,b € A. Se denota con a < b para indicar que (a,b) € R,
notacion que sugiere interpretar a la R como un ordenamiento de los elementos de
A. Si en una R en un conjunto A se verifica que a < b o bien b < a, entonces se
dice que los elementos a y b de A son comparables y, en el caso contrario se dice que son
elementos incomparables.

Definicion. Relacion de orden total: una relacién R en un conjunto A es una Relacién
de Orden Total (ROT)) cuando todos los elementos de A son comparables.

Ejemplo.

1) Ejemplo de orden total: la relacion < en los enteros positivos es una[ROT], pues para
todos los enteros a, b € Z se tiene, o bien x < y, o bien y < x;

2) Ejemplo de orden parcial: la relacion alb en los enteros positivos es una[ROP|porque
tiene elementos tanto comparables como incomparables, e.g. 3 y 6 son comparables
(pues 3 divide a 6), pero 2 y 3 son incomparables (pues 2 no divide a 3).
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CAPITULO 8

Grafos

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracion
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Contents
[8.1. Introduccionalosgrafos| . . ... ... ...ttt ittt e e 127
[8.2. Representaciones e isomorfismoengrafos|. . . . ... ... ... ... L i i i i oo n ., 132
8 03 10§ (1) 1) 136
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[8.6. Grafos planos (nociones)| . . . . . . . o i i i e e e e e e e e e 150

8.1. Introduccion a los grafos

Lectura para el hogar.

Tipos de grafos
Definicion.

» Grafo: un grafo se denota con la dupla G = (V, E), y estd formado por un conjunto
V de vértices (o nodos), y de un conjunto E de aristas, tal que cada arista e € E se
asocia a un par no-ordenado de vértices;

= Si existe una unica arista e asociada a los vértices u y v se escribe e = (u,v) o e(v, u)
en donde, en este contexto, (u, v) no-representa un par ordenado;

= Supondremos (suposicion mas frecuente en literatura) que el conjunto de vértices V
es no-vacio, el de aristas E puede ser vacio, y que ambos son finitos;

= Se dice que dos o mds aristas son aristas paralelas cuando estdn asociadas a un

mismo par de vértices;

Lazo (o bucle): es una arista incidente en un mismo vértice;
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= Vértice aislado: es un vértice que no incide en ninguna arista;

» Un grafo simple es un grafo G = (V, E) sin lazos ni aristas paralelas;

» Multigrafo: un multigrafo G = (V, E) consta de un conjunto de vértices V, un con-
junto de aristas E, y una funcién f de E en {{u,v} | u,v € V, u # v}. Se dice que las
aristas e; y e; son aristas multiples (o paralelas) si f(e) = f(ey);

» Pseudografo: un pseudografo G = (V, E, f) consta de un conjunto de vértices V, un
conjunto de aristas E, y una funcion f de E en {{u,v} | u,v € V}. Se dice que una
arista e es un lazo (o bucle) si f(e) = {u, u} para alginu € V.

Teorema. [en el texto de Rosen: teorema de los apretones de manos reclasico en eva-
luaciones]. Sea G = (V, E) un grafo con n = |V| vértices y m = |E| aristas. Se cumple
que

Z S(vy) = 2m (8.1)
k=1

En particular, la suma de los grados de todos los vértices de un grafo es un nimero par.
Demostracion: cada arista contribuye en 2 unidades a la suma de los grados de los vértices,

pues cada arista incide en 2 vértices, posiblemente iguales. Eso significa que la suma de
los grados de todos los vértices, debe ser igual al doble del numero de aristas.

Teorema. [en el texto de Johnsonbaugh figura como un corolario del teorema anterior
reclasico en evaluaciones]. Todo grafo G = (V, E) tiene un nimero par de vértices de
grado impar. Demostracion: sean Vp y V; los conjuntos de vértices de grado par e impar,

respectivamente, de G. Descomponemos la suma de los grados de todos los vértices en 2

sumas:
Z S(v) + Z 5(v) = 2m (8.2)

veVp vevVy

Como 6(v) es par si v € Vp, la primera sumatoria es la suma de niimeros pares, por lo
que es un nimero par.

Ademads la suma de ambas sumatorias es otro nimero par, € igual a 2m. En conse-
cuencia la segunda sumatoria debe ser otro niimero par.

Pero todos los términos en la segunda sumatoria son nimeros impares, por lo que
la Unica chance es que debe haber un nimero par de sumandos. En definitiva, debe
haber un nimero par de vértices de grado impar.

Observ.: notar que este teor. se cumple, por ejemplo, incluso en los siguientes casos
particulares:

e Cuando G(V, E) tiene un vértice y sin aristas:

e Cuando G(V, E), conexo o desconexo, tiene unicamente vértices de grado par,
con lo que el nimero de vértices de grado impar es cero. Pero como cero es un
entero par, otra vez, se verifica el enunciado.

Familias distinguidas de grafos simples

Definicion.
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€4
V4 V3
s &0 u@——0v
@
es e3 €2] €3 X €4 | €5 €2] €3 €5
© O0+0 Ael O h e
V2 U1 () V2 U1 V2

U1 U1 U1

Figura 8.1: Los grafos completos K1, K3, K3, y K4, en donde K4 graficado de dos maneras.
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Figura 8.2: Los grafos ciclo C3, C4,y Cs.

Grafo completo: el grafo completo de n vértices, con n > 1, es el grafo simple que
contiene exactamente una arista entre cada par de vértices distintos. Se denota con
K,.

Grafo ciclo: el grafo ciclo para n > 3 vértices es un grafo simple que consta de n
vértices {vy, vy, V3, ..., vy}, ¥y las aristas {(vi,V2), (v2,V3), ..., (V4—1, V,)}. Se denota con
C,.

Grafo rueda (wheel): el grafo rueda es el grafo simple que se obtiene cuando se
agrega un vértice adicional al ciclo C, y lo conectamos con cada uno de los vértices
de C,,. Se denota con W,,.

Grafo n-cubo (o hipercubo): el cubo n dimensional es el grafo simple que tiene 2"
vértices, el grado de cada vértice es n, cuyos vértices representan a las 2" cadenas de
bits de longitud n, de modo tal que dos vértices son adyacentes si las cadenas de bits
a las que representan difieren exactamente en un bit. Se denota con Q,,. Para construir
en forma recursiva de Q. a partir de Q,: se hacen dos copias de Q,,, anteponiendo un
0 a cada una de las etiquetas de los vértices de una de las copias de Q,,, anteponiendo
un 1 a cada una de las etiquetas de los vértices de la otra copia, y agregando aristas
que conectan 2 vértices cuyas etiquetas difieran tinicamente en el primer bit.

Ejemplo. Los grafos completos K, K>, K3, y K4 se muestran en la Fig. [8.1]

Ejemplo. Los grafos ciclo C3, C4, y Cs se muestran en la Fig. [8.2]

Ejemplo. Los grafos rueda W3, Wa, y Ws se muestran en la Fig.[8.3]
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Figura 8.3: Los grafos rueda Wz, Wy, y Ws.
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Figura 8.4: Los hipercubos Q;, 0>,y Os.

Ejemplo. Los hipercubos Q;, Q,, y O3, obtenidos en forma recursiva, se muestran en la

Fig. 3.4,

Tarea. Obtener: el hipercubo Q, a partir de Oy, y el hipercubo Q3 a partir de Q;, en forma
recursiva.

Ejemplo. Utilizando un argumento de conteo determine el numero de aristas de K,, y de
Q,. Solucion:

= El grafo completo K, tiene n vértices y el grado de cada vértice es (n — 1). Eso se
repite en todos los n vértices, y utilizando el principio de la multiplicacion el nimero
de aristas seria n(n—1), pero notar que en el conteo las aristas se cuentan dos veces: la
arista e;; se cuenta una vez como arista incidente en el vértice i y otra vez como arista
incidente en el vértice j, por lo tanto el nimero total de aristas en K,, es la mitad, o
sean(n—1)/2.

= El hipercubo Q,, tiene 2" vértices y el grado de cada vértice es n. Eso se repite en todos
los 2" vértices, y utilizando el principio de la multiplicacion el nimero de aristas seria
n2", pero otra vez en el conteo las aristas se cuentan dos veces: la arista ¢;; se cuenta
una vez como arista incidente en el vértice i y otra vez como arista incidente en el
vértice j, por lo tanto el numero total de aristas en Q, es la mitad, o sea n2"/2, es
decir, n2" !,

Grafos bipartitos

Definiciones.
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Figura 8.5: Un grafo bipartito Gs 4, y el grafo bitartito completo K3 4.

» Grafo bipartito: un grafo G = (V, E) es bipartito si es un grafo simple en donde
existen dos conjuntos de vértices V| y V, de V, cualesquiera posiblemente vacio,
talesque ViNV, =0,y V; UV, =V, y donde cada arista de E es incidente en un
vértices de V| y en un vértice de V. En particular, el grafo completo K es bipartito:
donde V; es el conjunto que contiene al unico vértice, y V, es el conjunto vacio,
donde cada arista, en realidad ninguna, incide en un vértice de V| y en un vértice de
Vo,

» Grafo bipartito completo: un grafo G = (V, E) es bipartito completo si es un grafo
simple tal que: (1) el conjunto de vértices admite una particion en V| con m vértices
y en V, con n vértices; y (ii) el conjunto de aristas E consiste en todas las aristas de
la forma (v;,v;), con v; € V; y v; € V5. Se denota con K, ;.

Ejemplo. En la Fig. 8.5 se muestran un grafo bipartito G3 4, y el grafo bitartito completo
K3 4.

Algunas aplicaciones de tipos especiales de grafos
Lectura optativa:

= Ejemplo 12: redes de area local;
= Ejemplo 13: redes en calculo paralelo.

Grafos definidos a partir de otros

Definiciones.
= Subgrafo: se dice que G’ = (V’, E”) es un subgrafo del grafo G = (V,E)si V' C Vy
E' CE,
» Union de dos grafos: 1a union de dos grafos simples G| = (V1, E) y G = (V,, E) es
el grafo simple G = (V,E)donde V=V, UV, y E = E, UE),.
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8.2. Representaciones e isomorfismo en grafos

Representaciones de grafos

Sea un grafo G = (V, E) sin aristas multiples. Dos representaciones de grafos comprenden:
(1) enumerar todas las aristas de G; (i1) utilizar listas de adyacencia, i.e. listar los vértices
que son adyacentes a cada vértice de G.

Matrices de adyacencia

Definiciones.

= Matriz de adyacencia en grafos simple: Sea un grafo simple G = (V, E), con n = |V]|
vértices y m = |E| aristas, con un orden arbitrario en los vértices y en las aristas. la
matriz de adyacencia A de G tiene n filas y n columnas, siguiendo el orden dado a
los vértices, y con valores enteros segun:

1 silaarista (v, v,) € E,coni # j

[A]i,j = (8.3)

0 en otro caso

» Matriz de adyacencia en grafos con bucles y aristas paralelas: Sea un grafo G = (V, E)
con lazos o con aristas paralelas, con n = |V| vértices y m = |E]| aristas, con un orden
arbitrario en los vértices y en las aristas. la matriz de adyacencia A de G tiene # filas
y n columnas, siguiendo el orden dado a los vértices, y con valores enteros segun:

k  sihay k aristas paralelas (v;,v;), coni # j
[A];; = {2z sihay zlazos (v;, v;) (8.4)
0O en otro caso

= [La matriz de adyacencia A es cuadrada y simétrica;

» La suma de la fila o de la columna del vértice v; es igual al grado 6(v;);

» Lamatriz de adyacencia depende del ordenamiento dado a los vértices, y como hay n!
formas de enumerar los vértices, hay n! matrices de adyacencia distintas para mismo
un grafo G dado de n vértices.

Matrices de incidencia

Definicion. Sea un G = (V,E), con n = |V| vértices y m = |E]| aristas, con un orden
arbitrario en los vértices y en las aristas, tal vez con lazos o con aristas paralelas. La
matriz de incidencia I de G tiene n filas y m columnas, siguiendo el orden dado, y con
valores enteros segun:

1 siel vértice v; es incidente en la arista ¢;

[I]i,j = (8.5)

0 en otro caso

132



CAPITULO 8. GRAFOS 8.2. REPRESENTACIONES E ISOMORFISMO EN GRAFOS

Figura 8.6: G: grafo simple (sin lazos ni aristas paralelas) (izq.). G,: grafo no-simple (con lazos o aristas paralelas) (der).

Ejemplo. En los grafos trazados en la Fig. [8.6}
= En el grafo simple G| (izq.):

Vi V2 vz V4 vs o(v)
vi 1O 1 O 1 1 3
Vo 1 0 1 0 1 3
A= v (0 1 0 1 O 2 (8.6)
V4 1 0 1 0 1 3
Vs 1 1 0 1 O 3
ov,y 3 3 2 3 3
= En el grafo no-simple G, (der.):
vi v2 vz va vs o(v)
Vi 0O 3 0 1 2 6
v |3 2 0 1 0| 6
A= v [0 0 0 0 O 0 (8.7)
V4 1 1 0 0 2 4
vs L2 0 O 2 4 8
sSv) 6 6 0 4 8

Observar la fila y columna nulas del vértice vs.

Isomorfismo de grafos (nociones)

Definiciones.

= Los grafos G| y G, son isomorfos si existe una dupla de funciones (f, g) biyectivas,
en donde la funcién f mapea los vértices de G a los vértices de G, y la funcion g
mapea las aristas de G a las aristas de G,, de modo tal que una arista e es incidente
en los vértices u y v de G si la arista g(e) es incidente en f(u) y en f(v) en Gy.

= La tupla de funciones (f, g) definen el isomorfismo de G| en G;.

Ejemplo. En la Fig.[8.7]se muestran los grafos G (izq.) y G, (der.):
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Y1

a - c AQ—OB-B
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Figura 8.7: Los grafos G (izq.) y G, son isomorfos.

» El grafo G| tiene los 4 vértices: a, b, c,d, y las 4 aristas: (a, b), (b, c), (c,d), y (d, a);

= El grafo G, tiene los 4 vértices: A, B,C, D, y las 4 aristas: (A, B), (B,C), (C,D), y
(D, A).

= Los grafos G| y G, son isomorfos, en donde el isomorfismo es descripto por la tupla

de funciones:
fla=A fb)=B f(c)=C f(d=D

g(’xl) =) g(X2) =0 g(X3) =Yy3 g(x4) = V4 (88)

Observacion.

» En general, la matriz de adyacencia de un grafo cambia cuando se modifica el orden
de los vértices.

= No obstante, los grafos | y G, resultan isomorfos si para algun orden de sus vértices,
sus matrices de adyacencia son iguales.

Teorema. Sean los grafos G| y G, ambos de n vértices. Entonces, G| y G, son isomorfos
si, para algun orden de sus vértices, sus matrices de adyacencia A; y A, son iguales.
Demostracion:

= Suponemos que G; y G, son isomorfos, por lo que existe una tupla de funciones
biyectivas (f, g), con una funcién f de los vértices de G a los de G5, y una funcién
g de las aristas de G a las de G, de modo tal que una arista e incide en los vértices
uy v silaarista g(e) incide en f(uy en f(v) en Gy;

= Sea uy, u, ..., u, un orden de los vértices de G, y A; la matriz de adyacencia de G
relativa a dicho orden;

= Sea A, la matriz de adyacencia de G, relativa al orden f(uy), f(u), ..., f(u,) de los
vértices de G»;

= Supongamos que la entrada i, j (fila i, columna j,coni # j)de A, esigual k. Entonces
existen k aristas ey, ey, ...e; incidentes en u; y en u;;

» En ese caso, hay otras k aristas g(ej), ..., g(ex) incidentes en f(u;) y en f(u;) en Gy;

= Por eso, la entrada i, j en A,, que cuenta el nimero de aristas que inciden en f(u;) y
en f(u;) también es igual k;

= Un razonamiento similar muestra que las entradas diagonales de A; y A, también
son iguales;

= Por lo que debe ser A; = A».

Enunciado. Sean los grafos G; = (V|,E)) y G, = (V,, E,) isomorfos. Entonces las
siguientes enunciados son equivalentes:
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= G| y G, son isomorfos;
= Existe una funcién biyectiva f de V| a V; en donde: los vértices u y v son adyacentes
en G, si los los vértices f(u) y f(v) son adyacentes en G».

Ejemplo. Para los grafos G| y G, mostrados en la Fig. (izg. y der.) se tiene que la
matriz de adyacencia de G relativa al orden a, b, ¢, d es

a b ¢ d

0101
Ay=0b |1 0 10 (8.9)
0101
1010

L QR

y que es igual a la matriz de adyacencia de G, relativa al orden A, B, C, D, i.e.
A B C D

01 0 1
A, = 10 10 (8.10)
01 0 1
1 01 0

SAaw >

por lo que G| y G, son grafos isomorfos.

Definicion. Invariante: sean dos grafos G| y G, isomorfos. Se dice que la propiedad P
es un invariante si G tiene la propiedad P, entonces G, también tiene la propiedad P.

Observacion.  Si G| y G, son isomorfos, entonces G y G, tienen:

= Un mismo numero de vértices, por lo que la propiedad “tiene n vértices” es un inva-
riante, con n > 0;

= Un mismo numero de aristas, por lo que la propiedad “tiene e aristas” es un invariante,
cone > 0;

» La misma cantidad de vértices de igual grado, por lo que la propiedad “tiene un
vértice de grado £ es un invariante, con k > 0;

» [a misma cantidad de ciclos simples de longitud k, por lo que la propiedad “tiene un
ciclo simple de longitud k£ es un invariante, con k > 3;

= Nota: hay muchos otros invariantes que no veremos.

Ejemplo. En la Fig. 8.8 se muestran los grafos G (izq.) y G, (der.), en donde:

= Ambos tienen 6 vértices cada uno;
= Ambos tienen 10 aristas cada uno;
= G| no tiene vértices de grado 3, pero G, tiene 2, por lo que G| y G, no son isomorfos.

Ejemplo. En la Fig. [8.9]se muestran los grafos G (izq.) y G» (der.), en donde:

= Ambos tienen 8 vértices cada uno;

= Ambos tienen 16 aristas cada uno;

= Cada vértice en G y en G, tiene grado 4;

= Los ciclos simples en G| son de longitud 3, pero en G, los ciclos simples son de
longitud 4, por lo que G| y G, no son isomorfos.
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Figura 8.8: Los grafos G, (izq.) y G, tienen 6 vértices y 10 aristas cada uno, pero G no tiene vértices de grado 3 mientras
que G, tiene 2 (en rojo), por lo que no son isomorfos.
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Figura 8.9: Los grafos G (izq.) y G, tienen 8 vértices, 16 aristas, y 8 vértices de grado 4 cada uno, pero G, tiene ciclos
simples de longitud 3 mientras que G, no, por lo que no son isomorfos.

8.3. Conexion

Caminos

Definiciones. Sea un grafo G = (V, E), dos vértices u y v de G, y n es un entero no-
negativo. Entonces:

= Camino (o trayectoria o ruta): Un camino de longitud n de u a v en G, es una secuencia
de n aristas ey, e, ..., e, de G tal que f(e;) = {xo, x1}, f(e2) = {x1,x2}, ..., f(en) =
{xn-1,xn}, donde xo = u 'y x, = v. Si G en particular es simple, entonces denotamos
ese camino por su secuencia de vértices xg, xi, ..., X, (pues al enumerar esos vértices
el camino es Gnico);

Circuito (o ciclo): cuando el camino empieza y termina en el mismo vértice, i.e.
u = v, y tiene longitud mayor a cero;

Se dice que el camino o el circuito pasa por los vértices Xy, X1, ..., Xy}

Se dice que el camino o el circuito recorre las aristas ey, ey, ..., €,;

Camino simple (o trayectoria simple, o ruta simple): cuando no-repite aristas.
Circuito simple: cuando no-repite aristas.
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Figura 8.10: El grafo completo K4 (atriba, izq. y der.), y el hipercubo Qs (abajo, izq. y der.) son grafos planos.

Definicion. Grafo conexo: Un grafo G = (V, E) es conexo si exite al menos un camino
entre cada par de vértices distintos de G.

Enunciado. Sea G = (V, E) un grafo conexo. Existe un camino simple entre cada par de
vértices distintos.

Definicion.

= Componente (0 componente conexa). Sea un grafo conexo G = (V, E) y un vértice
u en G. El subgrafo G’ de G formado por todas las aristas y vértices de G que estdn
contenidos en algin camino que comienza en el vértice u se llama componente (o
componente conexa) de G que contiene a u;

» Vértice de articulacion. Sea un grafo conexo G = (V, E) y un vértice u en G. Un
vértice v en G es un vértice de articulacion si al eliminar v y todas las aristas incidentes
en v, se desconecta G;

» Arista puente. Sea un grafo conexo G = (V, E) y un vértice u en G. Una arista e en G
es una arista puente si la eliminacién de e (pero conservando los vértices incidentes
en e), desconecta a G.

Ejemplo. El grafo G = (V, E) trazado en la Fig. [8.11] es un grafo conexo porque existe,
al menos, un camino entre cada par de vértices en G. Por eso, se puede listar las rutas
sin las aristas. Por ejemplo, la ruta 77 = (vg, ez, Vs, €3, V2, €5, V3, €7, V4, €3,V1), O la ruta
T, = (vg,ey,Vs,es,V2,e€4,V3,€7,V4,€1,V1), ambas de longitud 5. Ademas, la ruta 75 =
(vs, €12, Vs, €6, V1), de longitud 3, y la T4 = (vg) de longitud O.

Ejemplo. El grafo G = (V, E) trazado en la Fig. es un grafo simple (sin lazos ni
aristas paralelas), y también es conexo (existe al menos una ruta entre cada par de vértices
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Figura 8.11: El grafo G =

V4 U3 g
‘ €7 ‘ €11 ‘
€1l€e2 €3 €4 €5 €12
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€8 €9
U1 (%] Us

grafo simple porque tiene las aristas paralelas ey, e», e3 y ey, es.

V4 U3 (%S (%rd

oo ——Q

l l e
€5 . €6
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7

(V, E) es conexo porque existe, al menos, una ruta entre cada par de vértices de G, pero no es un

Figura 8.12: Un grafo conexo G = (V, E) porque tiene, al menos, una ruta entre cada par de vértices de G. Ademds, no es un
grafo simple porque tiene las aristas paralelas e, e, e3 y ey, es.

de G). En particular, entre los vértices vg y v; se pueden listar las rutas sin incluir las
aristas, e.g. T1 = (vg, vs, V2, V3, 4, vy) de longitud 5, y la 7> = (vg,vs, 2, v;), de longitud

3.

Ejemplo. El grafo G = (V, E) trazado en la Fig.[8.13no es conexo porque entre otros, por
ejemplo, no hay una ruta entre los vértices vg y vy.

Ejemplo. El grafo conexo G = (V, E) trazado en la Fig. [8.14] (arriba, izquierda o dere-
cha) particionado mediante: las aristas puente e4 y eg (mitad-izq.), o con los vértices de
articulacion v4 y vg (mitad-der.), la eleccion de los mismos es arbitraria, resultando dos

componentes conexas (abajo-izq. y abajo-der.).

Ejemplo. En el grafo conexo G = (V, E) trazado en la Fig. [8.14] (izq. o der.):

Figura 8.13: Un grafo G =

V4 V3
O——0

iez
V2

Ve

Vg U7
648.
egI (&rd
Q——

(V, E) que no es conexo porque, por ejemplo, no hay una ruta entre los vértices vg y v;.
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Figura 8.14: Un grafo conexo G = (V, E) (arriba, izq. o der.) particionado mediante: las aristas puente e4 y eg (mitad-izq.),
o los con los vértices de articulacion v4 y vg (la eleccién de los mismos es arbitraria), resultando dos componentes conexas
(abajo-izq. y abajo-der.).

» Ty = (v4,Vs,V7,V6, V8, V7, V9): NO €S UNa ruta simple, tampoco un ciclo, ni un ciclo
simple;

» 75 = (v4,Vs,V7,V9): si €s una ruta simple, pero no es un ciclo, ni un ciclo simple;

» T3 = (v, ve, Vs, V7, V9, V3, V2, V4, V5, V7): NO €S Una ruta simple, si es un ciclo, pero no
un ciclo simple;

» Ty = (v7,Vv9,V3,V2, V4, Vs, V7): NO €S Una ruta simple, si es un ciclo, y si es un ciclo
simple;

= T's = (v7): si es una ruta simple, pero no es un ciclo, ni un ciclo simple.

Caminos e isomorfismo

Omitir.

El namero de caminos entre dos vértices

Teorema. [Conteo de caminos de longitud p en un grafo G]: sea G = (V, E) un grafo
simple de n vértices, y la matriz de adyacencia A asociada a G, con respecto a un orden
dado. Se cumple que: la entrada ij (en la fila i y columna j) de la potencia A? es igual al
nimero de caminos de longitud p entre los vértices i y j, para p = 1,2, ..... Demostracion
(por induccién sobre p).

= PasoBase (p = 1):si p = 1, Al sereduce a A. Laentrada ij es 1 si hay una arista de
i a j, lo cual representa un camino de longitud 1, y O en otro caso, entonces se verifica
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Figura 8.15: Un camino de i a j de longitud p + 1 cuyo peniltimo vértice es k consiste en un camino de longitud p de i a
k, seguida de la arista (k, j). Si hay Bj caminos de longitud p de i a k, y Ag; vale 1 si estd la arista (k, j) y O en otro caso,
entonces la suma de si#; sobre toda k da el nimero de caminos de longitud p + 1 de i a j.

el PB.

= Paso Inductivo: suponemos que el teorema es cierto para algin entero p, positivo y
arbitrario pero fijo, y vemos qué sucede con p+ 1. Ademas, sea A” = B. Calculamos
AP*! con el producto matricial AP*! = AP A, i.e. laentradaijen AP*! se obtiene al
multiplicar por pares los elementos en la fila i de A? por los elementos de la columna
jde A,y después sumamos:

columna jde A
A

Ap
filaide A’ =B: By Bn .. Bi .. Bu|x |
Ai (8.11)

Am
= BilAlj + Bi2A2j + ...+ BikAkj + ...+ BinAnj
= entrada ij de AP

Por la HI, Bj; es el nimero de caminos de longitud p de i a k en el grafo G. Como la
tltima arista es (k, j), Fig. @], y Agjvale O o I:
e Si Ai; = 0 no hay arista (k, j), por lo que hay ByAi; = Bjx - 0 = 0 caminos de
longitud p + 1 dei a j;
e Si A;; = 1, hay una arista (k, j). Como hay Bj caminos de longitud p del vértice
i al k, entonces hay BjxAxj = Bj; - 1 = B caminos de longitud p + 1 de i a j;
e Al sumar sobre k se cuentan todas las caminos de longitud p+1 de i a j. Entonces,
la entrada ij en AP*! es igual al nimero de caminos de longitud p + 1 deia j,y
se prueba el paso inductivo.

Circuitos y circuitos simples

Teorema. Sea G = (V, E) un grafo, y un vértice u cualequiera de G. El grafo G con-
tiene un circuito de u a u, entonces G contiene un circuito simple de u# a u. Demostra-
cion: sea el ciclo (verlo en el dibujo) C = (vo, €1, V1, ..., €, Vi, €ix15 €5 Vs €415 wves €4y Vi)
de u a u, donde u = vy = v,, ver Fig. 8.16 Si C no es un circuito simple, enton-
ces v; = v; para algun i < j < n. Se sustituye C por el circuito (verlo en el dibujo)
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Figura 8.16: Un circuito C que, o bien es simple, o bien se puede reducir a un circuito simple.

C" = (Vo, €1, V1, s €0, Vi5 €41, ..., €5, V). S1 C” 0o resulta un circuito simple de v a v, enton-
ces se repite este procedimiento recursivamente hasta obtener un circuito simple de u a
u.

8.4. Caminos eulerianos y hamiltonianos

Caminos y circuitos de Euler

Definiciones. Sea un grafo G = (V, E) y un vértice v cualquiera de G:

» Circuito de Euler (o ciclo de Euler) [CE]: un circuito de Euler en un grafo G es
un circuito SIMPLE (circuito sin aristas repetidas de longitud mayor a cero), y que
contiene a TODAS las aristas del grafo G;

» Camino de Euler: un camino de Euler es un camino SIMPLE (sin aristas repetidas)
que contiene a TODAS las aristas de G.

Observacion. Entre los textos de Johnsonbaugh/ (2005) y de Rosen| (2004): hay dife-
rencias sutiles en las definiciones, e.g. trayectoria, ciclo, trayectoria simple, ciclo simple,
circuito de Euler, etc. De todos modos, cada libro es consistente pero atencion cuando se
interconsultan ambos textos.

Ejemplo. En la Fig. se muestra el grafo G que describe el problema de los siete
puentes de Konigsberg, donde G no tiene un circuito de Euler ni un camino de Euler.

Ejemplo. En los grafos conexos trazados en la Fig. 8.18}

= En el grafo G, (izq.): un circuito de Euler es C| = (vy, vs, V3, V2, Vs, V4, V1);
= En el grafo G, (med.): no tiene un circuito de Euler ni un camino de Euler;
= En el grafo G3 (der.): no tiene un circuito de Euler, pero si un camino de Euler, e.g.

T3 = (vs,Vv2, V3, V4, V2, V5, Va).

Teorema. Sea G = (V, E) un grafo, y los vértices u y v arbitrarios en G. Entonces (G
tiene un circuito de Euler (CE)), ssi (G es conexo y todo vértice tiene grado par).
Demostracién. Sean:
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Figura 8.17: Grafo para el problema de los siete puentes de Konigsberg: no tiene un circuito de Euler ni un camino de Euler.

V4 V3 V4 V3 Vs V4
O\v5 \WQ/ / V
U1 U2 U1 U2 U1 U2 U3

Figura 8.18: Grafo G, (izq.): con un circuito de Euler; grafo G, (med.): no tiene un circuito de Euler ni un camino de Euler;
grafo G (der.): no tiene un circuito de Euler, pero si un camino de Euler.

» p: el grafo G = (V, E) tiene un Circuito de Euler (CE);
= g: el grafo G = (V, E) es conexo y todo vértice tiene grado par.

(1) Si p entonces g:

= Suponga que G tiene un CE que empieza en un vértice 1 y contintia con una arista
(u, x) incidente en u;

La arista (u, x) contribuye con 1 al grado de u. Cada vez que el circuito pasa por
un vértice subsiguiente v contribuye en 2 al grado de ese vértice, pues el circuito
entra a v por una arista y sale por otra arista incidentes en v;

Cuando el circuito vuelve al vértice inicial u, contribuye con otro 1 al grado de u.
Por eso el grado 6(u) tiene que ser par puesto el circuito contribuye con 1 cuando
comienza, con 1 cuando finaliza, y con 2 cada vez vez que pasa por u, si es que
lo hace;

Los demads vértices x tienen grado par porque el circuito contribuye con 2 en d(x)
cada vez que el circuito pasa por x;

En definitiva, si G es conexo y tiene un CE, entonces todos sus vértices tienen
grado par.

(i1) Si g entonces p:

= Suponga que G es un grafo conexo y que el grado de cada vértice es par;
= La tarea es formar un circuito simple Cy a partir de un vértice arbitrario u de G,
se elige una arista (i, x) adyacente a u arbitraria, continuamos construyendo un
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Figura 8.19: Un grafo G(V, E) conexo donde todo vértice tiene grado par (izq.), puede descomponerse en G = Gy U H, donde:
(i) el subgrafo Gy (centro) se obtiene con un circuito (arbitrario) Cy = (vi, v, v3, v4 a partir de un vértice (también arbitrario
v1, centro); y (ii) el subgrafo H (der.) que contiene la diferencia G — Gy. En general H resulta desconexo, como en este
ejemplo con 4 circuitos: C; = (v, V12, Vs, V1), C2 = (v2,V6,V7,2), C3 = (V3,V8,V9,V3), ¥ Ca = (v4, V10, V11, v4). Empero, la
uniéon Cy U C; U C, U C3 U C4 conduce a un circuito de Euler en G.

circuito simple (sin aristas repetidas), tomando todas las aristas que se puedan,
e.g. u =v; enlaFig. .19

El circuito Cy tiene que ser finito pues G tiene un numero finito de aristas, co-
mienza en una arista (u, x), y termina en otra arista (y, u), donde cada vez que
el camino atraviesa un vértice, utiliza una arista cuando entra, otra arista cuando
sale (que debe existir pues el grado de cada vértice es par);

Tal vez el circuito Cy hace uso de todas de las aristas o tal vez no, e.g. la Fig.[8.19|
es un ejemplo en que no;

Si se usaron todas las aristas, entonces se obtiene un CE, en caso contrario, se
considera el subgrafo H obtenido de G al eliminar todas las aristas utilizadas en
Cy y los vértices no-incidentes en las aristas que sobreviven;

Como G es conexo, entonces H tiene al menos un vértice w en comun con el
circuito eliminado Cy;

Todos los vértice de H tienen grado par (pues todos los vértices de G son de grado
par y en cada uno se eliminaron aristas por parejas para formar H). Tal vez H no
resulte conexo, e.g. en la Fig. se muestra un ejemplo en que no;

En H se construye un circuito simple empezando en w eligiendo todas las aristas
que se puedan, e.g. en la Fig. con w = v; se obtiene un circuito Cy;

Luego, formamos un circuito simple contatenando los circuitos Cy y Cy, lo cual
puede hacerse pues el vértice w es compartido por Cy y por Cy;

El proceso se repite hasta utilizar todas las aristas de G. Por ejemplo, en la Fig.
B.19] se obtienen sucesivamente los circuitos C,, C3, y C4. Después, la unién de
Co, C1, Cy, C3,y C4 conduce aun CE en G.

Teorema. Sea G = (V,E) un grafo y dos vértices u y v cualesquiera de G, con u # v.
Entonces (el grafo G tiene un camino euleriano entre u y v que contiene a todas las aristas
y vértices), ssi (G es conexo y los unicos vértices de grado impar son u y v).
Demostracion. Sean:

= p: el grafo G tiene un camino euleriano entre u y v que contiene a todas las aristas y
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Figura 8.20: Grafo G, (izq.): con un circuito de Hamilton y con un camino de Hamilton; grafo G, (med.): no tiene un circuito
de Hamilton ni un camino de Hamilton; grafo G (der.): no tiene un circuito de Hamilton, pero si un camino de Hamilton.

vértices;
= g: el grafo G es conexo y los tunicos vértices de grado impar son u y v;

Demostracion:

(1) Si p entonces g:

= Suponemos que G tiene un camino euleriano P (todas las aristas sin repetir) de u
a v que contiene a todas las aristas y vértices, por eso G debe ser conexo;

= Si se agrega una arista (u, v) se obtiene el grafo G’ el cual admite un circuito de
Euler uniendo el camino P junto con la arista agregada (u, v);

= Por teorema de Euler cada vértice tiene grado par, por lo que al eliminar la arista
agregada solo afecta a los grados de u y v, que se reducen en 1;

= Por eso, en el camino original los vértices u y v tienen grado impar y los demads
otros tienen grado par.

(i1) Si g entonces p:

= Suponemos que el grafo G es conexo y tiene exactamente dos vértices u y v de
grado impar;

= Provisoriamente se agrega la arista e = (u, v) resultando el grafo G’ que es conexo
donde cada vértice tiene grado par;

= Por teorema de Euler G’ tiene un CE. Luego, al eliminar la arista e de este CE, se
obtiene un camino simple (sin aristas repetidas) de u# a v que contiene todas las
aristas y vértices de G.

Caminos y circuitos de Hamilton
Definicion. Sea un grafo G = (V, E), y un vértice u cualquiera de G:

= Circuito de Hamilton (o ciclo de Hamilton) [CH]: un circuito de Hamilton es un
circuito simple (circuito sin aristas repetidas de longitud mayor a cero), que contiene
a TODOS los vértices de G;

» Camino de Hamilton [TH]: es un camino que pasa por cada vértice de G exactamente
sOlo una vez.

Ejemplo. En los grafos conexos trazados en la Fig. 8.20;
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Figura 8.21: Grafo G, (izq.) y grafo G, (cen.): ninguno tiene un circuito de Hamilton. Pero el grafo G (der.) si tiene un
circuito de Hamilton.

= En el grafo G; (izq.): un circuito de Hamilton es C; = (vi,Vv;,V3,V4,Vs5,V1), Y UN
camino de Hamilton es 75 = (vq, va, v3, V4, V5);

= En el grafo G, (med.): no tiene circuito de Hamilton, ni camino de Hamilton;

= En el grafo G3 (der.): no tiene un circuito de Hamilton, pero si un camino de Hamil-
ton, e.g. T3 = (v, V2, V3, V4).

Observacion. Sobre la existencia de los circuitos de Hamilton:

= No se conoce una manera sencilla de determinar si un grafo G tiene un circuito o un
camino de Hamilton, lo cual contrasta fuertemente con la tarea de determinar si un
grafo tiene un circuito de Euler porque ahi, simplemente, aplicamos el teorema de
Euler. Es decir, para determinar la existencia de los circuitos de Hamilton en G no se
conocen criterios simples (necesarios y suficientes);

= Sin embargo, se conocen diversos resultados parciales que dan condiciones suficien-
tes para la existencia de los circuitos de Hamilton;

= Por otra parte, ciertas propiedades pueden usarse para mostrar que un grafo G no
tiene un circuito de Hamilton. Por ejemplo:

e Un grafo con un vértice de grado 1 no puede tener un circuito de Hamilton,
porque en un circuito de Hamilton cada vértice es incidente en otros dos vértices
del circuito;

e Siun vértice en el grafo G tiene grado 2, entonces ambas aristas que inciden con
ese vértice deben ser parte de cualquier circuito de Hamilton;

e Cuando se va construyendo un circuito de Hamilton y el mismo ha pasado a
través de un vértice, entonces todas las aristas incidentes en ese vértice que no
se usaron (distintas de las dos utilizados en el circuito que se intenta construir),
pueden ser eliminadas en la subsiguiente busqueda;

e Un circuito de Hamilton no puede contener otro circuito de Hamilton més peque-
no dentro del mismo.

Ejemplo. En los grafos conexos trazados en la Fig. [8.21}

» En el grafo G (izq.): no tiene un circuito de Hamilton porque G| tiene un vértice de
grado 1;

= En el grafo G, (cen.): los vértices vy, v,, v3, v4 tienen grado 2, por lo que las aristas
incientes en esos vértices deben ser parte del circuito de Hamilton, pero entonces
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Figura 8.22: Grafo G (izq.). Se traza un circuito C en G (en rojo a la der.): todos sus vértices tienen grado 2, pero al intentar
agregar una arista algun vértice v pasa a 6(v) > 2, por lo que G no tiene un CH.

todo CH debe tener las 4 aristas incidentes en vy, entonces hay que pasar dos veces
por vy. Por eso, G, tampoco tiene un circuito de Hamilton;
= En cambio, en el grafo G3 (der.): un circuito de Hamilton es C; = (vy, vy, v3, V4, Vg, V1).

Ejemplo. En el grafo conexo G trazado en la Fig. (izq.):

= Como vy tiene grado 2, sus aristas incidentes (vy, 1) y (vg, vi9) son parte del CH que
se intenta trazar, marcadas en rojo en la Fig.[8.22] (der.);

= Como vy tiene grado 2, sus aristas incidentes (v, vig) y (v11,vs) también son parte
del CH que se intenta trazar, marcadas en rojo en la Fig.[8.22] (der.);

= Dado las dos aristas ocupadas en vy, las restantes aristas incidentes en vy no pueden
estar en el CH que se intenta trazar, marcado en punteado en la Fig. [8.22] (der.);

= Entonces, las aristas (vi, v¢), (vg, v7), ¥ (v7, vg), (v8, V5), también deben estar en el CH,
con lo que resulta el circuito C trazado en la Fig. [8.22] (der.);

= Ahora, al intentar alguna arista adicional a C, se obtiene un circuito con algun vértice
v con grado 6(v) > 2, lo que no es posible en un CH. Por eso, este grafo no tiene un
CH.

8.5. Algoritmo de Dijkstra

Caminos de longitud minima

= Algoritmo de Dijkstra (o caminos de longitud minima). El Algoritmo de Dijkstra
(AD) permite encontrar un camino de menor peso (o Ruta de Peso Minimo (RPM)))
entre dos vértices v4 y vz cualesquiera en un grafo ponderado G = (V, E, W), donde
V es el conjunto de vértices, V es el conjunto de aristas, y W es el conjunto de los
pesos de las aristas (nimeros no-negativos);

= Contiene una modificacion simple al algoritmo bésico admite grafos G no-conexos
(ver mas abajo, es ejercicio de la GTP, y re-clasica pregunta en examen), resultando
un Algoritmo de Dijkstra Modificado (ADM);

= El ADM asigna una etiqueta L(v) a cada vértice v. En cada iteracion, algunos vértices
tienen etiquetas temporales y otros tienen etiquetas permanentes;
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Figura 8.23: El AD para hallar una RPM desde el vértice A hacia el D. Vértice de peso minimo « elegido y aristas adyacentes
a u (en rojo) [izq.]. Eventual cambio de los pesos de los vértices adyacentes a u, y siguienteo vértice de peso minimo (en
amarillo) [der.].

= Sean S es el conjunto de vértices con etiquetas permanentes;

= Se puede demostrar que si L(v) es la etiqueta permanente del vértice v, donde v € S,
entonces L(v) es la longitud de una desde v4 hacia v;

= Al inicio, como condicion inicial para todo el grafo, el vértice de partida v4 tiene
etiqueta temporal 0, y los demds vértices tienen etiquetas temporales oo;

= En el caso en que los vértices de partida v4 y de llegada v, estdn en una misma
componente conexa, el AD terminara cuando el vértice de llegada v, se le asigne una
etiqueta permanente. Cuando eso ocurre, L(v;) es la longitud de una desde v,
hacia vz. En ese caso, como verificacion en examen, L(v;) debe coincidir con la suma
de los pesos de todas las aristas de la RPM hallada.

= El algoritmo dado en Rosen para la busqueda a lo ancho puede re-escribirse como:
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Figura 8.24: El AD para hallar una RPM desde el vértice A hacia el D: continuacion de la Fig.[8.23]

def dijkstra (G, v_A,
# inicializa

for u := 1 to n:
L (u) := infini

#end for

L (v.A) =0

S = vacio

while (True):

v_7):

to

#
#
#
#
#
#
#

grafo ponderado G(V,E,W),
vertice de partida v_A, vy
vertice de llegada v_Z

todos los vertices

con peso infinito

peso O en vertice de partida v_A
lista de vertices de peso minimo

#busca un vertice de peso minimo
elije un vertice u de peso L (u) minimo

if (u == infi
return error

nito):

elif (v == v_Z):

return (S,L)
#end if
#agrega vertice
agregar_vertice

en S
(u,S)

#
#
#
#

no hay ruta entre v_A y v_Z
aborta

llega al vertice de llegada v_Z
termina OKI

agrega u en S
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CAPITULO 8. GRAFOS 8.5. ALGORITMO DE DIJKSTRA

L:=V-S # vertices que no—estan en S
for v en L: # recorre solo esos vertices
cta := L (u) +W (u,v) # peso vertice u min + peso arista
if (test < L(v)): # es menor
L (v) := cta # actualiza
#end if # y que no—forme ciclo
#end for
#end while

#end dijkstra

En cada iteracion del ADM se cambia el estado de alguna etiqueta de vértice de temporal
a permanente de la siguiente manera:

= En el grafo iterado se busca el vértice temporal u# con peso L(z) minimo y se lo pasa a
S, (como vértice con peso permanente, en color rojo en la Fig. del ejemplo siguiente);
Si u = vz, entonces fin del ADM, retornando L(vz) y S con la RPM;

En cambio, si el peso del vértice u es L(u) = oo, entonces se aborta;

En otro caso, para todos los vértices v que no-estdn en S se hace la cuenta test

Liest(v) = L(u) + L[(u, v)] (8.12)

y, solo si es menor que el peso actual L(v), entonces se cambia L(v) con el peso test

Liest(v);
Ademads, para recordar de donde provino el cambio del peso y poder re-construir la
RPM, se recuerda en el vértice v al vértice u que ocasiono el decremento mediante la

dupla (Liest(v), u).

En el caso cuando el L(x#) minimo resulta infinito se tiene:

= Dado que existe al menos un camino entre cada par de vértices ubicados dentro de
una misma Componente Conexa (CC), el test de la Ec. (8.12) siempre dispondra
de vértices adyacentes, y cambiard gradualmente los pesos iniciales co de algunos
vértices por otros valores menores;

= Si los vértices de partida v4 y de llegada vz estdn en una misma CC, entonces existe
al menos un camino entre v4 y vz, por lo que siempre habrdn vértices adyacentes
disponibles para el test de la Ec. (8.12));

» Como entre CC diferentes no hay aristas que las vinculen, el test de la Ec. (8.12)
no-podréd cambiar los pesos temporales de los vértices ubicados en otras CC;

» Cuando todos los vértices disponibles en la CC del vértice de partida v4 se eligieron
como vértices de peso minimo, y ninguno corresponde al de llegada vz, en la siguiente
iteracion se elegird un vértice ubicado en otra CC;

= Pero, como no hay conexion entre la CC del v, y las restantes CC, entonces todos los
vértices temporales de las restantes CC mantuvieron el peso inicial oo;

= Entonces, cuando se elige un vértice u con peso L(u) = oo, se estd eligiendo por
primera vez un vértice ubicado en otra componente conexa, y por eso no serd posible
continuar.

Ejemplo. En el grafo conexo G trazado en la Fig. (arriba-izq.), encontrar una RPM
desde el vértice A hacia el D. Solucidn: el desarrollo del AG se muestra con los grafos
trazados en las Figs. [§.23{8.24] Luego de finalizar, una RPM es R = (D, G, B,A), y su

149



8.6. GRAFOS PLANOS (NOCIONES) CAPITULO 8. GRAFOS

V1 Vo Vs (% Vo
@
./A
@) (9] (@)
(2 Vs Ve V4 Vs

Figura 8.25: El grafo bipartito completo K33 (izq.) y el completo Ks (der.) no son grafos planos.

peso es L(D) = 5, y se marca en rojo en la Fig. [8.24] (abajo-derecha). Se verifica que
L(D)=1+3+2=35,1.e.esigual alasuma de los pesos L[(D, E)], L[(E, B)],y L[(B,A)]
de esas aristas.

Nota. En los ejercicios con algoritmos de grafos:

= Use orden alfabético cada vez que se pueda, utilizado en estas notas, y que es el
criterio empleado en el texto de Johnsonbugh pero ausente en el de Rosen;
= Se admiten 3 alternativas:

1) Un dibujo del grafo por cada iteracion que precise el orden en que se van eligien-
do las aristas o los vértices, e.g. como se hizo en las Figs. [8.2318.24}

2) Un tnico gran dibujo del grafo, ocupando toda la pidgina, empleando el etiquetado
dado en las practicas:

e En cada iteracion k y en cada vértice v se indica la etiqueta (p, e);, donde p es
el peso del vértice v desde el cual se llega, e es la etiqueta del vértice desde el
cual proviene, y el subindice k es la iteracion;

e Las etiquetas se escriben incluso cuando el peso p con el que llegan al vértice
v en la iteracion k no es menor, en cuyo caso se escribe la etiqueta (p, e); y
después se la tacha, excepto aquella etiqueta con el menor peso para llegar al
vértice en cuestion;

3) Una tabla completa, en el estilo de los textos de Johnsonbaugh y Rosen, que liste
cada iteracion.

Puede haber cierta preferencia por la alternativa 1 en parte porque puede resultar mas
rapida de trazar y de revisar por eventuales errores antes de entregar. S0lo hay que
lograr cierta soltura en dibujar en forma expeditiva.

El problema del viajante

Omitir (alumnos de FICH lo verd en[AED] y los de FIQ quizas nunca).

8.6. Grafos planos (nociones)
Definicion.

150



CAPITULO 8. GRAFOS 8.6. GRAFOS PLANOS (NOCIONES)
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Figura 8.26: Subdivision elemental: de izq. a der.; suavizado (o alisado): de der. a izq.

U5 on V5 vy

Q Q
WA A

V3 V1 V2 V3

Figura 8.27: Los grafos G; (izq.) y G, (der.) son homomorfos: G, puede obtenerse de G; con 2 subdisiones elementales, y
G/ puede obtenerse de G, con 2 suavizados.

» Grafo plano: un grafo G = (V, E) conexo y simple (simple: no hay lazos ni aristas
paralelas), es un grafo plano si puede trazarse sobre una superficie sin que se crucen
sus aristas;

= Cara o region f: es cada una de las regiones contiguas en que queda dividida una
superficie por un grafo plano (incluyendo la region no-acotada), y queda delimitada
por el ciclo de frontera;

= Cara exterior (o region exterior): estd definida por la region no-acotada;

» Grado de una cara G (o region G,): es igual al nimero de aristas que hay en el ciclo
de frontera;

= En un grafo plano, cada arista pertenece al menos a 2 ciclos frontera (e.g. verlo en
K3);

» Formula de Euler (FE) para un grafo plano: si G es un grafo conexo, simple, y plano,
tiene v vértices, e aristas, y f caras, entonces se verifica que:

f=(—-v)+2 (8.13)

esto es: todas las representaciones planares de un grafo dividen al plano en un mismo
nimero de regiones.

Ejemplo. Los grafos G| y G, mostrados en la Fig. son homomorfos porque mediante
subdisiones elementales se reducen a G’.

Observacion.

» El grafo completo K4 (Fig. [8.10] arriba), y el hipercubo Q3 (Fig. [8.10] abajo), son
grafos planos;
= El grafo bipartito completo K33 no es plano. Demostracion:
e Los ciclos en el grafo bipartito completo K3 3 tienen al menos longitud 4, e.g. ver
ciclo (vy, v3, v, v) trazado en color rojo en Fig. [8.25](izq.);
¢ Entonces cada cara en K33 estard delimitada al menos por 4 aristas, y el nimero
ey de aristas que acotan las caras debe ser ey > 4
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e En un grafo plano, cada arista contribuye en 2 al grado de cada cara, por lo que
es = 2e (donde e es el numero total de aristas en G);
e Suponiendo que K3 3 fuera plano, podemos introducir la FE dada por la Ec. (8.13):

6f24f

Qe>Af=4de—v+2 8.14
or = 2 e 4f =4e-v+2) (8.14)

Como en K33 hay v = 6 vértices, y e = 9 aristas, resulta

29)>2409-6+2)

18 > 20 8.15)

lo que no es posible, por lo que K33 debe ser un grafo no-plano;
= También se puede demostrar que el grafo completo K5 tampoco es plano, ver Fig.

[8.25]
= Ademads, si un grafo G contiene a K33 0 a K5 como subgrafos, entonces G no puede
ser un grafo plano.

Definiciones.

= Aristas en serie: si un grafo G = (V, E) tiene un vértice v de grado 2, y aristas (v, vy)
y (v, ), con v; # v, se dice que las aristas (v,v;) y (v, ;) estdn en serie;

» Subdivision elemental (en Rosen) o reduccion de una serie (en Johnsonbaugh): con-
siste en eliminar el vértice v, y sustitur las aristas (v, v;) y (v, v2), con (v, v2), ver Fig.
[8.26] yendo de izq. a der.;

» Suavizado (0 alisado): es la operacion inversa de la anterior, 1.e. introducir el vértice
v, y sustitur la arista (v1, v2) con (v, v;) y (v, v2), ver Fig.[8.26] yendo de der. a izq.;

= Se dice que los grafos G| y G, son un homomorfismo si G| y G, se pueden obtener
mediante una serie de subdivisiones elementales.

Teorema de Kuratowski: un grafo G no-es plana, ssi G contiene un subgrafo homomorfo
a K3’3 Ooa K5.
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cAPITULO 9

Arboles

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen (2004) manteniendo la numeracion
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Contents
L Introaarboles| . . . . . . 0 i i i e e e e e e e e 153
[9.2. Aplicacionesdelosarboles| . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e 157
Recorri narboles| . . . . .. e e e e e e 157
[9.4. Arboldeexpansion| . . . . .. .. .. ittt e e e e e e 160
[9.5. Arboldeexpansion minimol. . . . . . . . ot ittt e e e e e e e e e e e e e e e 162

9.1. Intro a arboles

Definiciones.

= Arbol: un arbol T (por Tree) es un grafo G = (V, E) simple (sin lazos ni aristas
paralelas), que ademds es conexo y sin circuitos;

» Arbol con raiz: un arbol con raiz es un arbol 7" en donde un vértice cualquiera ha sido
designado como vértice raiz (o simplemente raiz), de modo tal que todas las aristas
se miran desde la raiz.

Teorema. (Un grafo T = (V, E) es un arbol) ssi (existe un UNICO camino entre cada par
de vértices).

Demostracion. El ssi se desdobla en 2 implicaciones. Sean: p : el grafo T es un arbol, y
g : existe un Unico camino entre cada par de vértices, con lo que:

(1) Si T es un arbol, entonces T es un grafo conexo sin circuitos. Sean los vértices u
y v. Puesto que T es conexo, entonces existe al menos un camino entre u y v. Si
hubiera un segundo camino, entonces combinando el primer camino de u a v, y el
segundo camino de v a u, entonces se obtendria un circuito, lo que implica que habria
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un circuito en 7, pero eso no es posible, por eso se concluye que: si 7 es un arbol,
entonces existe un tnico camino entre cada par de vértices;

(i1) Si existe un Unico camino entre cada par de vértices u 'y v de T, entonces T no puede
tener un circuito ;Por qué? Rpta: porque si T tuviera un circuito que contuviera a los
vértices u y v, entonces habria un camino de u a v, y otro camino de v a u, con lo que
se tendrian dos caminos entre u y v.

Definiciones. Sean 7 un arbol con vértice raiz vy, v es un vértice de T distinto de vy.
Entonces:

Vértice padre: el vértice padre de v es el UNICO vértice u de T tal que existe una

arista entre u 'y v;

Vértice hijo: cuando u es el vértice padre de v, se dice que v es el vértice hijo de u;

Vértices hermanos: los vértices hermanos son TODOS los vértices con un mismo

vértice padre u;

Vértices antecesores: los vértices antecesores de un vértice v distinto del vértice raiz

vo, son TODOS los vértices del tinico camino a la raiz vy, excluyendo al vértice v e

incluyendo a la raiz vy (i.e. los antecesores de v es el padre de v, y el padre del padre,

y asi sucesivamente hasta llegar a la raiz);

Vértices descendientes: los vértices descendientes de un vértice v son todos los vér-

tices tales que v es un antecesor;

Vértice hoja: es un vértice sin hijos;

Vértice interno: es un vértice con hijos. Obs.: si el vértice raiz vy tiene hijos, entonces

también es un vértice interno, sino es un vértice hoja;

Subdrbol: si u es un vértice de T, entonces el subdrbol con vértice raiz u que contiene

al vértice u, a todos sus descendientes, y a las aristas incidentes en los mismos, es el

subdrbol con vértice raiz u;

Arbol con raiz m-ario: un arbol con raiz m-ario es un arbol con raiz donde todos sus

vértices internos tienen, a lo sumo, m hijos;

m Arbol binario: un arbol binario es un arbol con raiz m-ario donde m = 2;

» Arbol con raiz m-ario completo: un arbol con raiz m-ario completo es un arbol con
raiz m-ario donde todos sus vértices internos tienen exactamente m hijos;

» Arbol ordenado con raiz: un arbol ordenado con raiz en el que los hijos estdn orde-
nados. Se los dibujan de modo tal que los hijos de cada vértice interno se colocan
ordenados de izquierda a derecha. Obs.: lo anterior implicitamente define un orden
para las aristas;

» Hijo izquierdo e hijo derecho, y subdrbol izquierdo y subdrbol derecho: en un arbol
binario ordenado (usualmente denominado simplemenente arbol binario) si cada vér-
tice interno tiene dos hijos, entonces el primer hijo es el hijo izquierdo, y el segundo
hijo es el hijo derecho. El subarbol con raiz en el hijo izquierdo es el subdrbol iz-
quierdo, y el subdrbol con raiz en el hijo derecho es el subdrbol derecho, y Obs.: un
arbol binario puede faltar uno de los hijos.
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Arboles como modelos

Lectura optativa:

= Ejemplo 5: hidrocarburos saturados y drboles.

= Ejemplo 6: representaciones de organizaciones.

= Ejemplo 7: sistema de archivos en una compu.

= Ejemplo 8: micros en computo paralelo conectados en arboles.

Propiedades de los arboles

Teorema. Un arbol de n vértices tiene (n — 1) aristas, para cualquier entero n positivo.
Demostracién. Usando se tiene:

= (n = 1): un arbol con un vértice no tiene aristas. Por otro lado: si n = 1 entonces
n—1 =0, con lo cual se verifica el

= Asumimos que la[HI: un arbol con k vértices tiene (k — 1) aristas, es [Tl para algin
entero k positivo. Sea T arbol con (k + 1) vértices, y sean v una hoja cualquiera de 7'
(que existe si T es finito), y w es su padre. Al eliminar de T tanto a la hoja v como
a la arista (v, w) se obtiene un subarbol 7’ de k vértices, conexo y aciclico. Por HI,
T’ tiene (k — 1) aristas. Como T tiene una arista mds que 7”, i.e. la arista eliminada
(v,w), se tiene que T tiene k aristas.

= Finalmente, como se cumple el[PBly el[PI, el[PIM]asegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros n > 0.

Propiedades de los arboles m-arios completos

Teorema. Sea un arbol m-ario completo 7" con I vértices internos, M hijos en cada vértice
interno, entonces tiene N = M1 + 1 vértices en total. Demostracion:

= Todo vértice excepto la raiz es hijo de algtn vértice interno;

= Cada uno de los I vértices internos tiene M hijos, por lo que hay M1 vértices sin
contar la raiz,

= Agregando la raiz, en total hay M1 + 1 vértices.

Obs.: cuando en un arbol m-ario completo 7" se conoce alguno de los enteros N (vértices),
I (vértices internos), M (hijos en cada vértice interno), L (hojas), entonces los otros dos
quedan definidos. Para hallarlos:

Teorema. Sea T un arbol m-ario completo:

1) Si se sabe que tiene N vértices, entonces tiene

I=(N-1)/M vértices internos ©.1)
L=[(M-1)N+1]/M hojas '
2) Si se sabe que tiene [ vértices internos, entonces tiene
N=NM+1 vértices
. (9.2)
L=[(M-DI+1 hojas
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3) Sitiene L hojas, entonces tiene

N=WML-1)/(M-1) vértices

I=M-1/(L-1) vértices internos ©-3)

Demostracion:

1) Del teor. anterior se sabe que cuando 7" es un arbol m-ario completo 7 con I vértices
internos, y M hijos en cada vértice interno, entonces tiene N = M1 + 1 vértices en
total. Ademads, como cada vértice es, o bien una hoja, o bien un vértice interior, se
tiene N = L + I. Luego

N=MI+1 . I=(N-1)/M
N=L+I . L=N-1 (9.4)
L=N-(N-1)/M - L=((M-1DN+1)/M

2) Para el hogar;
3) Para el hogar.

Definiciones. Sean 7 un arbol con vértice raiz vy, mientras que v es un vértice de T
distinto de vy. Entonces:

= Nivel: el nivel de un vértice v es la longitud del dnico camino desde la raiz vy a v.
Obser.: la raiz v, tiene nivel O;

» Altura: la altura de un arbol 7 con raiz vy, es el maximo nivel;

» Arbol equilibrado (o balanceado): un arbol con raiz v, y altura H esta equilibrado (o
balanceado) cuando todas sus hojas estin en los niveles H o H — 1.

Teorema. Un arbol m-ario de altura H tiene, a lo sumo, L = M* hojas, para cualquier
entero H positivo. Demostracion. Usando en la altura k, se tiene:

u (k = 1): un arbol m-ario de altura 1, que es un arbol con una sola raiz con, a lo
suma, M hijos, los cuales todos son hojas. Por eso, no hay mas de L = M' hojas en
un arbol m-ario de altura 1.

n Asumimos que la[HI: un arbol m-ario de altura k tiene, a lo sumo, MF hojas. es[T]
para un entero k positivo, arbitrario pero fijo. Sea T drbol m-ario de altura k + 1. Las
hojas de T son las hojas de los subarboles de T obtenidos al eliminar las aristas que
conectan la raiz de T con los vértices del nivel 1. Cada uno de los subarboles de T
tiene altura menor o igual a k. Por la HI, cada uno, tiene a lo sumo, MF hojas. Pero, a
lo sumo, hay M de estos subdrboles, cada uno con un maximo de M* hojas, hay M**!
hojas como médximo en el d&rbol m-ario de altura k + 1;

= Finalmente, como se cumple el [PBly el [PI, el[PIMlasegura que se cumple el enunciado
para todos los enteros H > 0.

» Corolario 1: si un arbol m-ario de altura H tiene L hojas, entonces H > [log,,(L)].
Caso especial: cuando M = 2 (arbol binario) es H > [log 2(L)];

= Corolario 2: si un arbol m-ario de altura H es completo y equilibrado y tiene L hojas,
entonces H = [log,,(L)].
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9.2. Aplicaciones de los arboles

Arboles binarios de bisqueda

Omitir (la gente de FICH lo verd en[AED), y la de FIQ en (quizds o nunca).

Arboles de decision

Omitir (la gente de FICH algo vera en[AED)).

Cédigos de Huffman (o cédigos instantaneos)

Es la antesala de los zipeadores (o compresores): omitir pues la gente de FICH lo vera en
AED

Arboles de juegos

Es la antesala de ciertos tipos de juegos: omitir!

9.3. Recorridos en arboles

Observacion. La “forma practica” (con ldpiz y papel) bastard en las evaluaciones para
todos los algoritmos. En particular:

= Listado preorden;
» Listado inorden (o enorden, o entreorden);
= Listado postorden.

Sistema de rotulado universal

Para recorrer todos los vértices de un drbol ordenado con raiz necesitamos ordenar todos
los hijos. En el papel los hijos se dibujan de izquierda a derecha pero, en general, hace
falta rotular (o etiquetar) todos los vértices. Para tal fin utilizamos el siguiente esquema
recursivo:

1) Rotulamos la raiz con el entero 0. Luego, rotulamos sus k hijos (del nivel 1), de
izquierda a derecha, con los enteros 1, 2, 3, ..., k;

2) Para cada vértice v del nivel n con etiqueta A, rotulamos sus k, hijos, de izquierda a
derecha, como A.1,A.2, ..., A.k,.

Algoritmos de recorrido

Los recorridos sisteméticos de todos los vértices de un arbol ordenado con raiz se llaman
algoritmos de recorrido de un arbol, los cuales son recursivos. Mencionamos 4 recorridos:
en preorden, en inorden (o enorden, o entreorden), en postorden, y por niveles. Omitire-
mos el cuarto pues la gente de FICH lo vera en[AED| mientras que los de FIQ nunca, asi
nos restringiremos a los 3 primeros. Primero daremos una “forma practica” (con lapiz y
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/T\
IN N
NI

Figura 9.1: Un arbol m-ario ordenado T = (V, E) con raiz en el vértice A. Los recorridos preorden, inorden, y postorden son
dados en el texto.

papel), que bastard en las evaluaciones y, a continuacion, las definiciones recursivas y los
algoritmos de cada uno.

Observacion. Listados preorden, inorden, y postorden: una “forma practica” (con la-
piz y papel) es listar los vértices del arbol ordenado 7 con raiz r de la siguiente manera:

» Listado preorden: empezar en el vértice raiz r de T, si es hoja entonces listarlo, sino
recorrer T siguiendo sus ramas de izquierda a derecha, y listar cada vértice v la
primera vez que se lo visita;

» Listado inorden (o enorden o entreorden): empezar en el vértice raiz r de T, si es
hoja entonces listarlo, sino recorrer 7 siguiendo sus ramas de izquierda a derecha,
y listar cada vértice v la segunda vez que se lo visita;

» Listado postorden: empezar en el vértice raiz r de T, si es hoja entonces listarlo, sino
recorrer T siguiendo sus ramas de derecha a izquierda, y listar cada vértice v la
primera vez que se lo visita.

Observacion. En libros de texto es mas frecuente la siguiente forma del postorden:

» Listado postorden (version alternativa): empezar en el vértice raiz r de 7, si es hoja
entonces listarlo, sino recorrer 7 siguiendo sus ramas de izquierda a derecha, y
listar cada vértice v la dltima vez que se lo visita;

= Notar que es completamente equivalente a la version anterior.

Ejemplo. [lo usual en evaluaciones] En el arbol m-ario ordenado T = (V, E) con raiz r
trazado en la Fig.[9.1] listar todos sus vértices utilizando los recorridos: preorden, inorden,
y postorden. Solucion: a partir de la Fig.[9.1]se tiene:

Lpreorden = {A,B7E,F7L7M7N’ C9G,H7P1D7[7 J, Q’R,K}
Linorden = {E’ B9L7 F’ M’NaAa G, C,PaHaIaD’ Q7 J7R7 K} (9'5)
Lpostorden = {E’L,M’N,F’BaG’P’H’CaI’ Q,R7‘]7K’D3A}

Definicion. Recorrido en preorden. Sea 7 un arbol ordenado con raiz r. Entonces:

= Si T consta s6lo de r, entonces r es el recorrido en preorden de T
» En otro caso, sean T, T», ..., T, 1os p subarboles de r, listados de izquierda a derecha,
en T. El recorrido en preorden comienza visitando r, continia recorriendo 7 en
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reorden, luego recorre T, en preorden, y asi sucesivamente hasta recorrer 7, en
p
preorden.

Un algoritmo para el recorrido en preorden es el siguiente:

def preorden (T): # subarbol T(u)
u := raiz (T) # la raiz de T(u)

tarea (u) # tarea sobre u, e.g. imprimirlo

L := hijos (u) # todos los hijos de u

for ¢ in L: # para cada hijo c de u, de izq. a der.
preorden (T(c)) # recorre subarbol de c

# end for

return

Definicion. Recorrido en inorden. Sea 7 un arbol ordenado con raiz r. Entonces:

= Si 7T consta sélo de r, entonces r es el recorrido en inorden de 7T';

» En otro caso, sean T, T», ..., T, 1os p subarboles de r, listados de izquierda a derecha,
en 7. El recorrido en inorden comienza recorriendo 7; en inorden, continda visitando
r, luego recorre T, en inorden, y asi sucesivamente hasta recorrer T, en inorden.

Un algoritmo para el recorrido en inorden es el siguiente:

def inorden (T): # subarbol T(u)
u := raiz (T) # la raiz de T(u)
if (u == hoja): # cuando u no—tiene hijos
tareasobre (u) # tarea sobre u, e.g. imprimirlo
else:
p := hijo_mas_izquierdo (u) # primer hijo de u
inorden (T(p)) # recursion sobre p
tareasobre (u) # tarea sobre u, e.g. imprimirlo
L := hermanos_derechos (p) # todos los hermanos derechos de p
for c¢c in L: # cada hermano c¢ de p, de izq. a der.
inorden (T(c)) # recorre subarbol de c¢
# end for
# end if
return

Definicion. Recorrido en postorden. Sea 7 un arbol ordenado con raiz r. Entonces:

= Si T consta sOlo de r, entonces r es el recorrido en postorden de T

= En otro caso, sean T, T», ..., T, los p subarboles de r, listados de izquierda a derecha,
en T'. El recorrido en postorden comienza recorriendo 7 en postorden, luego reco-
rre T5 en postorden, y asi sucesivamente hasta recorrer T, en postorden, y finaliza
visitando r.

Un algoritmo para el recorrido en postorden es el siguiente:

def postorden (T): # subarbol T(u)

u := raiz (T) # la raiz de T(u)

L := hijos (u) # todos los hijos de u

for ¢ in L: # para cada hijo c de u, de izq. a der.
postorden (T(c)) # recorre subarbol de c

# end for

tarea (u) # tarea sobre u, e.g. imprimirlo

return
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Notacion infija, prefija, y posfija

Omitir: la gente de FICH lo vera en [AED] y la de FIQ: nunca! Comentario: la notacion
prefija (o notacion polaca, o RPN (por Reverse Polish Notation)) se ha usado en calcula-
doras comerciales (e.g. la HP-15C).

9.4. Arbol de expansion

Intro

Definicion. Arbol de expansion. un arbol de expansion (o arbol generador) de un grafo
simple G = (V, E) es un arbol que contiene a TODOS los vértices de G.

Teorema. (Un grafo SIMPLE es conexo) ssi (si tiene un arbol expansion). Demostracion:
omitir.
Ejemplo 2. Redes con Protocolo de Internet (redes IP): lectura para el hogar.

Observacion. La “forma practica” (con lapiz y papel) bastara en las evaluaciones para
todos los algoritmos. En particular:

= Bisqueda en profundidad (o bisqueda en retroceso);
= Busqueda a lo ancho.

Busqueda en profundidad

Dado un grafo conexo G(V, E) se puede encontrar un arbol de expansiéon 7 (V, E’), donde
E’ C E, utilizando el algoritmo de la busqueda en profundidad (también denominado
busqueda en retroceso).

El algoritmo dado en Rosen para la busqueda en profundidad (o busqueda en retroceso)
puede re-escribirse como:

def busca_en_profundidad (G): # grafo conexo G(V,E), V={vl,..,vn}
T := inicia_arbol (vl) # inicia arbol T(V’,E’) con vl
visita (vl,G) # es la llamada semilla
B
def visita (u,G,T): recibe un vertice generico u de G

#
L := vecinos (u) # en L los vecinos de u
for ¢ in L and ¢ not in T: # cada vecino c que NO-ESTA en T
agrega (c,u,T) # agrega ¢ y arista (c,u) en T
visita (c,G,T) # visita al vertice adyacente de
#end for
#end visita

#end busca_en_profundidad

Ejemplo. En el grafo conexo G = (V, E) trazado en la Fig. encontrar un arbol de
expansion T'(V, E’) utilizando la Buisqueda en Profundidad (BP), y el orden alfabético
ante igualdades de eleccion. Solucidn: el desarrollo de la BP se muestra con los grafos
trazados en la Fig. [9.3] donde las aristas en trazo continuo son las aristas del arbol en
construccion. El drbol T obtenido se dibuja aparte en la Fig.[9.4]
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‘ C

AN

E D

Figura 9.2: Ejemplo de un grafo conexo G = (V, E) a utilizar en bisqueda en profundidad y en bisqueda a lo ancho.

H A < H A B\C
G F E D G F E D
1 J 1 J
H A B\C\‘ ‘HA i‘
G F E D G F D) D
1 J 1 J

Figura 9.3: Iteraciones en la bisqueda en profundidad en el grafo conexo G = (V, E) de la Fig.[9.2] donde cada subgrafo
iterado (cada dibujo) es el obtenido antes de tener que hacer un retroceso. El arbol de expansion T = (V, E’) de G(V, E) es el
ultimo dibujado con todos los vértices de G.

Busqueda a lo ancho

Dado un grafo conexo G(V, E) se puede encontrar un drbol de expansiéon 7'(V, E’), donde
E’ C E, utilizando el algoritmo de la busqueda a lo ancho. El algoritmo dado en Rosen
para la busqueda a lo ancho puede re-escribirse como:

def busca_a_lo_ancho (G): # grafo conexo G(V,E), V={vl,.., vn}
T := inicia_arbol (vl) # inicia arbol T(V’,E’) con vl
C = [] # inicia cola (del cajero) auxiliar
agrega (vl,C) # agrega vertice vl a la cola C
while not vacia (C): # mientras no esta vacia
u := frente_cola (C) # el primero y lo quita de la cola
L := vecinos (u) # en L los vecinos de u
for c¢c in L: # cada vecino ¢ que NO-ESTA en T

if ¢ not in C and ¢ not in T: # vec ¢ NO-ESTA en C ni en T

agrega (c,u,T) # agrega ¢ y arista (c,u) en T
encola (c,Q) # encola ¢ en C
#end if
#end for
#end while

#end busca_a _lo_ancho
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B

J

C/\E
A

I/\G
/

J

H

Figura 9.4: Arbol T = (V, E) con raiz en el vértice A obtenido con bisqueda en profundidad.

Ejemplo. En el grafo conexo G = (V, E) trazado en la Fig. encontrar un arbol de
expansion 7'(V, E’) utilizando la Bisqueda a lo Ancho (BA), utilizando el orden alfabético
ante igualdades de eleccion. Solucion: el desarrollo de la busqueda a lo ancho se muestra
con los grafos trazados en la Fig. [0.5] donde las aristas en trazo continuo son las aristas
del arbol en construccion. El arbol T obtenido se dibuja aparte en la Fig.[9.6]

Aplicaciones de la biisqueda en profundidad

» Ejemplo 6. Coloracion en grafos: lectura.
= Ejemplo 7. El problema de las n reinas: opcional.
= Ejemplo 8. Suma de subconjuntos: omitir.

Busqueda en profundidad en digrafos (aranas web)

= Ejemplo 9: opcional.
= Ejemplo 10: aranas web, e.g. buscadores en internet, e.g. Google: lectura.

9.5. Arbol de expansion minimo

Intro

Definicion. Arbol de expansion minimo: un arbol de expansién minimo (o arbol generador
minimo) de un grafo ponderado G = (V, E, W) es un 4rbol generador tal que la suma de
los pesos de todas sus aristas es la minima posible.

Observacion. La “forma practica” (con ldpiz y papel) bastard en las evaluaciones para
todos los algoritmos. En particular:

= Algoritmo de Prim;

= Algoritmo de Kruskal.
Algoritmo de Prim
Idea del algoritmo de Prim:
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H/A‘iBC H/A‘<<
G F E D G F I D

1

/N

I

G F

N

E

J I J

D G F FE D
J I J

D G F FE D
J I J

Figura 9.5: Iteraciones en la bisqueda a lo ancho en el grafo conexo G = (V, E) de la Fig.[0.2] donde cada subgrafo iterado es
el obtenido al agregar todos los vértices ¢ adyacentes al vértice u quitado del frente de la cola C en cada iteracion (tal que no
se formen circuitos). El arbol de expansion T = (V, E’) de G(V, E) es el Gltimo dibujado con todos los vértices de G.

/

C

ST

J I

Figura 9.6: Arbol T = (V, E) con raiz en el vértice A obtenido con busqueda a lo ancho.

= Elegimos un orden arbitrario para los vértices;
= Elegimos una arista e = (u,v),, de peso w tal que sea minimo. Esta arista sera la

primera arista del arbol T

= Agregamos sucesivamente aristas al arbol 7' de entre las de peso minimo disponibles,
tal que sean incidentes con un vértice u que ya estd en el arbol 7' y un vértice v que
aun no estd en T, y siempre que no formen un ciclo;

» Finalizamos cuando se agregaron (n — 1) aristas.

El algoritmo de Prim puede describirse con:

def prim (G):

for k := 1 to (n-1):

T := vacio
if (k ==
elegir
else:

1):

arista e_min

#

#
#
#
#
#

grafo ponderado G(V,E,W)

inicia T(V’,E”)

E’ tiene (n-1) aristas , con n=|V|
si es la primera arista

arista e de peso min

las que siguen

163



9.5. ARBOL DE EXPANSION MINIMO

CAPITULO 9. ARBOLES

H , A ¢ B ., C
1
3l L7 7|6 5 N\ [1
3 2 3
G\ F |\6 E /D
s\ 4 3
1
1 8
H 4, A (B C
: A
3/ n 6
/3 :'_'_,_2_:\_\
G\, F 8 E D
s
I J

Figura 9.7: Iteraciones en el algoritmo de Prim en el grafo conexo G = (V, E) de n vértices (arriba-izq.), donde cada subgrafo
iterado T} es el drbol parcial obtenido al agregar la arista adyacente a T} de peso menor (tal que no se formen circuitos).

Observacion.

# y que no—forme ciclo
# agrega arista (u,v) en E’

7 elegir arista (u,v)_min # con u en V' y v en V con w_min
8 #end if

9 agregar (u,v) en T

10 #end for

11 |#end prim

= La eleccion de la arista e = (u,v),, de vértice u € T', y vértice v € T, de peso w tal
que sea minimo, puede (o suele) no-ser univoca;
= Aqui optamos por elegir aquella con vértice u € T’ menor segin un orden predefinido

para los vértices, tipicamente el orden alfanumérico.

Ejemplo. En el grafo conexo ponderado G = (V, E, W) trazado en la Fig. (arriba-
izquierda), encontrar un arbol de expansién minimo 7'(V, E’, W’) utilizando el algorimo
de Prim (AP), utilizando el orden alfabético ante igualdades de eleccién en cada iteracion.
Solucién: el desarrollo del AP se muestra con los grafos trazados en la Figs.[9.7H9.8] donde
las aristas en trazo continuo son las aristas del arbol en construccion.

Algoritmo de Kruskal
Idea del algoritmo de Kruskal:

» Elegimos un orden arbitrario para los vértices;
» Elegimos una arista e = (u, v),, de peso w minimo, y que serd la primera arista de T’;
= Agregamos sucesivamente aristas al arbol 7" de entre las de peso minimo disponibles,

siempre que no formen un ciclo;
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Figura 9.8: Iteraciones sucesivas en el algoritmo de Prim (continuacién de la Fig.[9.7). El drbol de expansién minimo T =
(V,E', W) de G(V, E, W) es el tltimo dibujado y que tiene (n — 1) aristas de G, i.e. n = 10 vértices, 9 aristas, y wyi, = 17.

= Finalizamos cuando se agregaron (n — 1) aristas.

El algoritmo de Kruskal puede describirse con:

def kruskal (G): # grafo ponderado G(V,E,W)
T := vacio inicia T(V’,E’)
for k := 1 to (n-1): E’ tiene (n-1) aristas , con n=|V|
elegir arista (u,v)_min pero que no—forme un ciclo
agrega arista (u,v) en T agrega arista (u,v) en E’
#end for
#end kruskal

#
#
#
#

Ejemplo. En el grafo conexo ponderado G = (V, E, W) trazado en la Fig. [9.9] encontrar
un arbol de expansién minimo 7'(V, E’, W’) utilizando el algoritmo de Kruskal (AK), uti-
lizando el orden alfabético ante igualdades de eleccidon en cada iteracion. Solucion: el
desarrollo del AK se muestra con los grafos trazados en la Fig. [9.9] donde las aristas en
trazo continuo son las aristas del arbol en construccion.

Observacion. No-unicidad del arbol de expansién minimo. En un grafo conexo pon-
derado G = (V, E, W) pueden haber mas de un arbol de expansién con un mismo peso
minimo pero con diferentes conjuntos de arsitas. Por ejemplo, en la Fig.[9.10|se muestran
dos arboles de expansion minimos T1(V, E’, W) (izq.) y T>(V, E”, W) (der.), ambos de
igual peso minimo w,;, = 17.
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H3ASB7C __________________ C
1
3l L6 s N1 ol
3 2 3N 3 2 3 N
G\ FINS /1E /D D
/,2
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Figura 9.9: Iteraciones sucesivas en el algoritmo de Kruskal en el grafo conexo G = (V, E) de n vértices (arriba-izq.), donde
cada subgrafo iterado T es el drbol parcial obtenido al agregar todas las aristas de menor peso (tal que no formen circuitos)
empezando con las de menor peso, i.e.: todas las de peso: 1 (arriba, der.), 2 (abajo, izq.), y 3 (abajo, der.). El arbol de expansién
minimo 7 = (V,E’, W) de G(V, E, W) es el dltimo dibujado y que tiene (n — 1) aristas de G, i.e. n = 10 vértices, 9 aristas, y
Wmin = 17.

Figura 9.10: Dos arboles de expansién minimos T1(V, E’, W’) (izq.) y T>(V, E”,W"") (der.), con n = 10 vértices, 9 aristas,
donde ambos son diferentes pero tienen igual peso minimo wy,;, = 17.
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Algebra de Boole

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen| (2004) manteniendo la numeracién

de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto.

Omuitir todo el cap.
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capituLo 11

Modelos de computacién

Nota. Estas notas siguen el texto de referencia Rosen (2004) manteniendo la numeracion
de las secciones y sus titulos, como una referencia adicional para el auto-estudio siguiendo
ese texto. Por otra parte, para interesados en este tema, puede resultar de interés consultar,
ademads del texto de Johnsonbaugh| (2005), las presentaciones dadas en Aho et al. (1998,
2008); Hopcroft et al. (2008]) (“libros del dragén” (rojo, verde, purpura, etc.) en la jerga
de los hackers), o en Alfonseca Moreno et al. (2006).

Contents
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11.1. Lenguajes y gramaticas

Intro informal

= Palabra: una palabra en las gramdticas mas clasicas es una unidad con algun signi-
ficado que estd separada de otras unidades mediante pausas en el habla o bien con
blancos en la escritura;

= Frase (u oracion): es una combinacion de palabras;

» Gramatica: define una serie de reglas precisas para una construccioén correcta de
las oraciones. Por ejemplo, segin la gramatica espafola, la frase el perro explica
pacientemente, esti compuesta por un sujeto el perro, formado a su vez por el articulo
el y el nombre perro, y un predicado explica pacientemente, formado a su vez por el
verbo explica y el adverbio pacientemente;

» Sintaxis: predefine reglas para un orden correcto para construir una oracién con una
forma vadlida, e.g. una regla para un orden correcto en una oracion es: sujeto + verbo
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+ predicado, e.g. la frase el perro explica pacientemente es aceptable, en cambio la
frase pacientemente perro explica el no tiene una forma valida;

Semantica: analiza el significado de las oraciones, e.g. la frase el perro explica pa-
cientemente, en general, no tiene mayor realidad para el sentido comiin excepto en
situaciones especiales como en literatura, e.g. en las fabulas de Esopo;

Lenguaje natural: abarca al lenguaje hablado entre personas en los diferentes idio-
mas, e.g. ordenados por el nimero de (1) hablantes: inglés, chino mandarin, hindi,
espafiol, francés, etc.; (ii) hablantes nativos: chino mandarin, espafiol, inglés, hin-
di, francés, etc.. Empero, un gran problema es que tienen sintaxis extremadamente
elaboradas como para formalizarlas mateméaticamente;

Lenguaje formal (primera aproximacion): un lenguaje formal queda definido con un
conjunto de reglas precisas bien definidas. Es mucho mas restringido comparado con
el lenguaje natural, pero de gran utilidad tanto en la traducciéon automatizada como
en los lenguajes de programacion.

Ejemplo. Una gramdtica rudimentaria (“de juguete”) para un subconjunto del idioma
espanol queda descripta con la siguiente serie de definiciones:

1) frase (u oracién): compuesta por un sujeto seguido por un predicado;
2) Un sujeto: compuesto por, o bien un articulo seguido de un nombre, o bien un

articulo seguido de un nombre y luego seguido de un adjetivo;

3) Un predicado: compuesto por, o bien un verbo seguido de un adverbio, o bien un

verbo;

4) Un articulo es alguna de las palabras: un, el

5) Un adjetivo es alguna de las palabras: nuevo, agudo;

6) Un nombre es alguna de las palabras: coronavirus, gedlogo;

7) Un verbo es alguna de las palabras: explora, contagia,

8) Un adverbio es alguna de las palabras: rdpidamente, globalmente.

junto con las reglas de sustituciones:

frase

sujeto predicado

(articulo nombre adjetivo) predicado
articulo nombre adjetivo verbo adverbio

las cuales permiten obtener diferentes frases eligiendo sustituciones permitidas en for-
ma sucesiva hasta que no se puedan aplicar mds reemplazos. Por ejemplo, una posible
secuencia de sustituciones es:

frase

(sujeto) predicado

articulo nombre adjetivo (predicado)
articulo nombre adjetivo verbo adverbio
el nombre adjetivo verbo adverbio

el coronavirus adjetivo verbo adverbio

el coronavirus nuevo verbo adverbio
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= ¢l coronavirus nuevo contagia adverbio
» el coronavirus nuevo contagia rdpidamente

Entonces, e.g. son frases vélidas un gedlogo agudo contagia globalmente, o un gedlogo
nuevo explora minuciosamente, pero no lo es nuevo un globalmente contagia gedlogo.

Gramatica con estructura de frases
Definiciones.

» Un vocabulario (o alfabeto) V es un conjunto finito y no-vacio cuyos elementos se
denominan simbolos;

» Una palabra sobre un alfabeto V es una cadena finita de elementos de V;

» La palabra vacia (o cadena vacia) es la cadena sin simbolos, y se denota con 4;

» El conjunto de todas las palabras finitas sobre V se denota con V*;

» Un lenguaje (formal) L sobre un alfabeto V es un subconjunto de V*;

Observacion.

= Notar que A es diferente del conjunto vacio 0;
= El conjunto {1} contiene exactamente una palabra: la palabra vacia.

Especificaciones de un lenguaje
Los lenguajes se pueden especificar de varias formas:

= Enumerando todas las palabras que pertenecen al lenguaje;

= Definiendo criterios para que una palabra pertenezca al lenguaje;

» Definiendo una gramatica G, como en el ejemplo de la gramética rudimentaria (“de
juguete”), y que se describe a continuacion.

Definicion. Una Gramdtica con Estructura de Frases (GEF, o simplemente gramdtica)
eslatuplaG = (V,T, N, P, sy), en donde:

= Vocabulario (o alfabeto) V: es un conjunto finito y no-vacio formado por todos los
simbolos utilizados en el lenguaje;

= Simbolos terminales 7': es un subconjunto del vocabulario V cuyos elementos no
pueden reemplazarse por otros simbolos;

= Simbolos no-terminales N: es el subconjunto de los elementos del vocabulario V
que pueden reemplazarse por otros elementos, y estd dado por N = V — T. Obs.: el
vocabulario V es launién de 7T y N, donde T y N son disjuntos, i.e. V= NU T, con
NNT =0;

= Simbolo inicial s(: es un simbolo no-terminal arbitrario por el cual se empieza;

= Produccion P: es el conjunto de las producciones de la gramatica G. Una produc-
cién en la gramdtica G es toda regla que define como reemplazar una cadena del
conjunto V* (de todas las palabras finitas) por otra cadena, y se denota por z9p — zi,
la produccién en donde zy puede reemplazarse por z;.
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Ejemplo.  En el ejemplo introductorio de una gramatica rudimentaria (“‘de juguete”)
tenemos:

= Conjunto de simbolos terminales

T = {un, el, coronavirus, geologo, explora, contagia, rdpidamente, globalmente

(11.1)
= Conjunto de simbolos no-terminales

N = {frase, sujeto, predicado, adjetivo, articulo, nombre, verbo, adverbio}

(11.2)
» Simbolo inicial sy = frase;
= Producciones P: las primeras producciones pueden escribirse como:
frase — sujeto predicado
sujeto — articulo nombre
— articulo nombre adjetivo
(11.3)

predicado — verbo
— predicado adverbio
frase — sujeto predicado

Gramaticas con estructura de frases

Definicion. Consideremos la gramética con estructura de frases G(7, N, P, sp), y sean las
cadenas wy = hzgr y w; = hz;r sobre V (la concatenacion de hzyr). Se tiene:

= Si zp — z; es una produccién de G, entonces decimos que la cadena w; se deriva
directamente de wy (0 que es directamente derivable), y se escribe wy = wy.
= Si wg, wy, ..., w, son cadenas sobre V tales que wy = wy, wi = Wy, ..., Wy = Wy,
%

decimos que w,, es derivable de wy, y se denota con wy = w,. La secuencia de pasos

utilizada para obtener w, a partir de w, se llama derivacion.

Ejemplo. Sean: el vocabulario V = {a, b, A, B, sy}, los terminales T = {a, b}, 1os no-
terminales N = {A, B, s¢}, el simbolo inicial sg, y las producciones

P ={so — ABa
A — BB
B — ab
AB — b}

(11.4)

Entonces, la tupla G(T, N, P, s¢) define una gramética con estructura de frases.

Ejemplo.  En la gramdtica G(T, N, P, s¢) del ejemplo anterior: (i) la cadena Aaba se
deriva directamente de ABa porque B — ab es una produccion de G; y (i1) la cadena
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abababa se deriva de ABa en base a las producciones:
A(B)a = A(ab)a
(A)aba = (BB)aba (11.5)
(B)(B)aba = (ab)(ab)aba
Definicion. Sea G = (V,T, N, P, sp) una gramatica con estructura de frases. El lenguaje

generado por G es el conjunto L(G) de todas las cadenas de terminales que se derivan del
estado inicial sg. En simbolos

LG) = (we T | sy = w) (11.6)

Ejemplo. Sea la gramatica con estructura de frases G = (V, T, N, P, s¢) con el vocabu-
lario V = {a, b, A, 5o}, los terminales T = {a, b}, los no-terminales N = {A, so}, el simbolo
inicial s, y las producciones
P= {S() — aA
so = b (11.7)
A — aa}

Encuentre el lenguaje L(G) generado por la gramadtica G.

Solucion:
S0 — aA

so — b (11.8)
aA — aaa
Como no-puede derivarse ninguna otra palabra con las producciones P dadas, se concluye
que el lenguaje generado por G es L(G) = {b, aaa}.

Ejemplo. Sea la gramdtica con estructura de frases G = (V,T, N, P, sy) con el voca-
bulario V = {0, 1, s¢}, los terminales 7" = {0, 1}, los no-terminales N = {sp}, el simbolo
inicial sg, y las producciones
P = {S() — 11S()
(11.9)
S0 — 1}
Encuentre el lenguaje L(G) generado por la gramatica G. Solucién:
So — 0
So — 11S0
11sg — 110
I1sg — 1111sg
111159 — 11110
111159 — 111111
11111159 — 1111110
11111159 — 111111115
Se observa que, en cualquier etapa, se puede agregar dos unos al final de la cadena y, o

bien continuar derivando, o bien finalizarla con un cero, por lo que se concluye que el
lenguaje generado por G es de la forma L(G) = {0,110,11110,1111110, ...}.

(11.10)
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Ejemplo. Construya una gramdtica con estructura de frases G = (V, T, N, P, sy) tal que
genere el lenguaje L(G) = {0"1"} paran = 0,1,2,.... Solucién: La gramética G puede
obtenerse anteponiendo un O y posponiendo un 1 a la cadena inicial, siendo la cadena
inicial A (la cadena vacia), resultando: el vocabulario V = {0, 1, 5o}, los terminales 7 =
{0, 1}, los no-terminales N = {sp}, el simbolo inicial A (la cadena vacia), y las producciones

P= {S() - OS()l

11.11
S0 —>/1} ( )

Ejemplo.  Construya una gramética con estructura de frases G = (V, T, N, P, sy) tal que
genere el lenguaje L(G) = {0"1"} param,n =0, 1,2, ....
Solucién 1: La gramética G puede obtenerse, o bien anteponiendo un 0, o bien pospo-
niendo un 1 a la cadena inicial, siendo la cadena inicial A (la cadena vacia), resultando:
el vocabulario V = {0, 1, s¢}, los terminales 7 = {0, 1}, los no-terminales N = {sg}, el
simbolo inicial A (la cadena vacia), y las producciones

P = {50 — Osg
so — Spl (11.12)
so — A}
Solucién 2: otra G es con el vocabulario V = {0, 1, 59, A}, los terminales 7" = {0, 1}, los
no-terminales N = {sg, A}, el simbolo inicial A (la cadena vacia), y las producciones
P = {SQ - OS()
so — 1A
So — 1
(11.13)
So — A
A — 1A
A — 1}

Tipos de gramatica con estructura de frases

tipo | restricciones en las producciones w; — w;

sin restricciones

len(w;) < len(wp) ow, = A

wy = A, donde A es un no-terminal

w) =Ayw, =aB,ow, =a, siendo A, B € N (no-terminal), y a € T (terminal), o0 5o — 4

W = O

Tabla 11.1: Tipos de graméticas.

Definiciones. Clasificacion de las graméaticas de Chomsky (ver Tabla|11.1):

» Gramatica de tipo 0. No se impone restriccion alguna a las producciones. Por eso
se dice que una gramatica de tipo 0 es también una gramatica sin restriciones;
» Gramatica de tipo 1. Cuando las producciones son de las formas:
w1 — wy  silen(wp) > len(wy)

(11.14)

W1—>/l
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Cuando se tiene una produccion de la forma aw ;8 — aw,B (pero no de la forma
wy, — wy), la w; se puede reemplazar por w, Unicamente cuando w; estd entre las
cadenas a y B, es decir, cuando w; estd en el contexto de a y 5. Por eso se dice que
una gramatica de tipo 1 es también una Gramadtica Sensible al Contexto (GSC) (o una
gramdtica dependiente del contexto);

» Gramatica de tipo 2. Cuando las producciones son de la forma:

w1 — wy donde w; es un Unico no-terminal (11.15)

En una gramatica de tipo 2 las producciones tienen un no-terminal inicamente en
su lazo izquierdo, y ademds se puede sustituir un no-terminal a la izquierda de una
produccion independientemente de lo que figure en la cadena (siempre que aparezca
en la misma). Por eso se dice que una gramatica de tipo 2 también es una gramatica
libre de contexto;

» Gramatica de tipo 3. Cuando las producciones son de la forma:

wy—=wy conwy=A, yw,=aBow,=a
con A y B no-terminales, pero a es un terminal (11.16)
Wy — wy conwy =S5y, ywr=4
Una gramatica de tipo 3 tiene reglas de sustitucion sencillas: se reemplaza un no-
terminal por,

e 0 bien un terminal;
e 0 bien un terminal seguido de otro no-terminal;
e 0 bien por la cadena vacia.

Por eso se dice que una gramatica de tipo 3 es tambien una Gramatica Regular (GR).

Observacion. Notar que (e.g. ver Fig.[11.1]):

= toda gramdtica de tipo 3 es también una gramadtica de tipo 2;
= toda gramdtica de tipo 2 es también una gramadtica de tipo 1;
= toda gramdtica de tipo 1 es también una gramética de tipo O.

Observacion.

» Las gramaticas de tipo 2 (o libres de contexto) se utilizan para definir la sintaxis en
casi todos los lenguajes de programacion;

= [as gramadticas de tipo 3 (o regulares) se emplean internamente en los compilado-
res para el andlisis sintdctico, donde ingresa una cadena y retorna sus componentes
1éxicos (lexemas, o tokens).

Definicion. Un lenguaje L es sensible al contexto (respectivamente, libre de contexto,
regular) si existe una gramatica G sensible al contexto (respectivamente, libre de contexto,
regular), tal que L = L(G).

Ejemplo.
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tipo 1

Figura 11.1: Clasificacién de Chomsky de las gramdticas, tipos: O (con estructura de frases), 1 (dependiente del contexto), 2
(independiente del contexto), y 3 (regular).

» El lenguaje L(G) = {0™1" | m,n = 1,2,...} es un lenguaje regular porque admite una
gramatica regular G;

= El lenguaje L(G) = {0"1" | n = 1,2, ...} es un lenguaje libre de contexto porque las
producciones son sog — Ospl y sg — A.

Arboles de derivacion

Definicion. Un arbol de derivacion es un arbol con raiz ordenado que representa todas
las derivaciones posibles en un lenguaje generado por una gramadtica libre de contexto,
donde la raiz del arbol representa al simbolo inicial, los nodos internos representan los
simbolos no-terminales, mientras que las hojas representan los simbolos terminales. Si la
produccion A — w es parte de una derivacion, donde w es una palabra, entonces el nodo
del 4rbol que contiene al simbolo A tiene como hijos a todos los nodos que representan a
todos los simbolos de w, ordenados de izquierda a derecha.

Observacion. El problema de determinar si una frase w dada pertenece (o no) a un len-
guaje generado por una GLC aparece en la construcciéon de compiladores, cuya solucion
admite dos enfoques posibles:

= Analisis descendente: se empieza en el simbolo inicial sy, y se van aplicando pro-
ducciones sucesivamente hasta llegar a la palabra dada w;

= Analisis ascendente: se empieza en la palabra dada w y se van aplicando produccio-
nes sucesivamente hasta llegar al simbolo inicial s.

Ejemplo. Un arbol de derivacion para la frase el coronovirus nuevo contagia rapidamente
es mostrada en la Fig. [11.2]

Ejemplo. Determine si la palabra cbab pertenece al lenguaje generado por la gramética
G = (V,T, 5o, P), con vocabulario V = {a,b,c,A,B,C,S}, terminales T = {a, b, c}, no-
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frase\

el coronavirus nuevo contagia rapidamente

\

ujeto

\%

Figura 11.2: Un 4rbol de derivacion para la frase el coronovirus nuevo contagia rapidamente.

terminales N = {A, B, C, S }, simbolo inicial s, y las producciones

P={S0—>AB
A — Ca
B — Ba
B — Cb (11.17)
B—-b
C —>ch
C — b}

Solucion:

= Analisis descendente: empezamos en simbolo inicial sy e intentamos derivar la pa-
labra chbab usando las producciones disponibles. Se tiene:

so = (A)B — (Ca)B = (C)aB — (cb)aB = cba(B) — cbab (11.18)

= Analisis ascendente: empezamos en la cadena dada chab analizada y otra vez se van
aplicando producciones sucesivamete. Se tiene:

(cb)ab — (C)ab = (Ca)b — (A)b = A(b) - AB — s (11.19)

La forma de Backus-Naur

La forma de Backus-Naur suele utilizarse para especificar una gramdtica de tipo 2, e.g.
para la sintaxis de lenguajes de programacion tales como C, Java, Pascal, Fortran, LISP
(e.g. en los manuales de los compiladores de IBM), lenguajes de bases de datos tales
como SQL, o lenguajes de marcas, como XML.
La forma de Backus-Naur se define como sigue:

= Las producciones en una gramatica de tipo 2 tienen un tnico simbolo no-terminal en
el lazo izquierdo;

» Las producciones aparecen en el lado derecho en una misma linea separadas por
barras | verticales;

» El simbolo — se reemplaza con ::=

= [os simbolos no-terminales se rodean con (...), mientras que los simbolos terminales
con nada.
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Por ejemplo, el conjunto de producciones
P={(A — Aa),(A — a),(A - AB)} (11.20)

se re-escriben con
(A) :=(A)ala|(A)|(B) (I1.21)

Ejemplo.  Hallar la forma de Backus-Naur para la gramdtica rudimentaria “de juguete”
dada en el inicio del cap.
Solucién: estd dada por la Ec. (T1.22)):

(frase) ::= (sujeto)predicado)
(sujeto) ::= {articulo){nombre){ad jetivo) | {articulo)(nombre)
(predicado) :: (verbo) | (adverbio) | (verbo)
(articulo) :: un | el (11.22)
(ad jetivo) :: nuevo | agudo
(nombre) :: coronavirus | geologo

(verbo) :: explora | contagia

(adverbio) :: rapidamente | globalmente

Ejemplo.  Hallar la forma de Backus-Naur para la produccién de enteros con signo en
notacion decimal.
Solucién: estd dada por la Ec. (T1.23)):

(enteroconsigno) ::= (signo){entero)
(signoy ::= +| —
(entero) ::= + | — (digito) | {digito){entero) |
(digito) :: 011121314 |5/6]7]8]9

(11.23)

Ejemplo.  Hallar la forma de Backus-Naur de un identificador vélido en programacion
(las variables de usuario cuando se programa), definido como una cadena de caracteres
alfanuméricos que debe empezar con una letra.

Solucién: la forma de Backus-Naur en este caso estd dada en la Ec. (11.24):

(identificador) ::= (letra) | (identificador){letra) | (identificador){digito)
(letray :=a|b|c|..|x| |yl|z (11.24)
(digito) :=01]1213]4|5|6]7|8]9

11.2. Maquinas de estado finito con salida

Intro

Las Mdquinas de Estado Finito (MEF) son la base de diversos dispositivos/software, e.g.
maquinas expendedoras (de jugo, café, etc.), correctores ortograficos y gramaticales, in-
dexadores, reconocimiento de voz, protocolos de comunicacidn entre compus, etc.
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estado siguiente f funcién de salida g
estadko | 5 10 25 N R |5 10 25 N R
S0 51 \Y) 53 S0 S0 n n n n n
S1 \Y) 853 S6 S1 S1 n n n n n
$2 S35 S4 S¢ S» S| moon 5 n n
853 S4 S5 S6 53 53 n n 10 n n
S4 Ss S¢ S¢ S4 S4|nm n 15 n n
S5 S6 S¢ S¢ S5 Ss|m 5 20 mn n
S6 S6 S6 S6 S0 S0 5 10 25 N M

Tabla 11.2: Estados posibles en una miquina expendedora de jugos.

Ejemplo.  Describir una miquina expendedora de jugos que acepta monedas de 5, 10,
y 25 pesos. Cuando un cliente ingresa 30 pesos o mds, la maquina da vuelto a todo ingreso
superior a 30 pesos y, a continuacion, el cliente opta por pulsar, o bien un botén naranja
(N) para obtener un jugo de naranja, o bien un boton rojo (R) para obtener un jugo de
manzana.

Solucion:

Para describir el funcionamiento de esta maquina expendedora de jugos hay que:

e Definir todos sus estados posibles;
e Determinar cémo cambia de un estado dado a otro cuando recibe una moneda;
e La salida para cada combinacion posible de entrada y estado inicial;

Segun las monedas ingresadas, la maquina expendedora puede estar en alguno de
7 estados s posibles, con k = 0,1,...,6, donde s; es el estado cuando la maquina
expendedora ha recaudado 5k pesos;

La maquina expendedora empieza en el estado sp, con 0 pesos recaudados, mientras
que las posibles entradas son: 5, 10, o 25 pesos, el boton naranja N, y el boton rojo
R;

Las posibles salidas son: nada (n), 5, 10, 15, 20, o 25 pesos, un jugo de naranja, o un
jugo de manzana;

= Por ejemplo, si un cliente introduce 10 pesos seguido de 25 pesos, entonces la ma-
quina expendedora le devuelve 5 pesos, y luego el cliente selecciona apretar, o bien
el botén N, o bien el botén R. En este ejemplo tenemos:

e La maquina expendeora empieza en el estado s¢ (0 pesos);

e La primera entrada es 10 pesos, que hace cambiar el estado de la maquinaa ex-
pendedora de sg a s, pero no devuelve nada;

e La segunda entrada es 25 pesos, que ahora hace cambiar el estado de s, a s¢,
donde d4 un vuelto de 5 pesos;

e La siguiente entrada es el boton N que cambia el estado de s¢ a 5o y produce la
salida que es el jugo de naranja N;

» La Tabla[IT.2)muestra todos los cambios de estados y salidas posibles en esta maqui-
na expendedora.
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Maquinas de estado finito con salida

Definicion. Una Maquina de Estado Finito (MEF) con salida es la tipla M = (1, O, S, f, g, So)
que tiene:

. Un alfabeto finito I de entradas (o inputs);

. Un conjunto finito O de salidas (o outputs);

. Un conjunto finito S de estados (o states);

. Una funcion f de transicion (o funcion estado siguiente), que asigna a cada tupla
(estado, entrada) el estado siguiente, en simbolos f : S XI — §;

. Una funcién g de salida que asigna a cada tupla (estado, entrada) una nueva salida,
en simbolos g : § X I — O;

. Un estado inicial sy.

Observacion.  Para representar los valores de las funciones [y g se puede emplear:

. Una Tabla de Estados (TE) y una Tabla de Transicion (TT), que listan todas tuplas
(entrada,estado) posibles;

. Un Diagrama de Estado (DE): es un digrafo con aristas etiquetadas, donde cada
estado se representa con un circulo, mientras que las aristas se etiquetan con la tupla
(entrada, salida) de cada transicion;

Definicion.  Funcion de salida en una MEF con salida para una cadena de entrada.
Sea una Maquina de Estado Finito (MEF) con salida M = (1,0, S, f, g, so), en donde una
cadena de entrada x = x;x;...x; va ingresando simbolo a simbolo, de izquierda a derecha.
La funcién de salida g de una cadena de entrada x = x;x;...x; genera la cadena de salida
y = yiy2...y; tal que y = g(x), donde cada simbolo de entrada va llevando a la MEF de un
estado a otro, y a su vez va generando la salida en la forma sucesiva:

. De sp a sy donde 51 = f(x1,50) y y1 = g(x1, S0);

. De sy a so donde 55 = f(x2,51) y y2 = g(x2, 51);

. etc.

. De s¢-1 a sg donde s; = f(xp, Sk-1) Y Sk = &(Xk» Sk-1)-

En literatura también se suelen distinguir las siguientes:
Definiciones.

a) MEF con salida de Mealy: aquellas MEF donde la salida depende de las transiciones
entre estados;

b) MEF con salida de Moore: aquellas MEF donde la salida depende sélo del estado;

¢) MEF sin salida (o Autémata de Estado Finito (AEF)): aquellas MEF donde hay un
conjunto final de estados y reconocen una cadena ssi llevan el estado inicial al estado
final.

Ejemplo.  Trace el diagrama de estados de la MEF descripta por la tabla de estados
listada en la Tabla|11.3| Solucion: el diagrama de estados para la Tabla[11.3|es trazado en

la Fig.[I1.3]
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estado siguiente f | funcién de salida g
estado | O 1 0 1
S0 51 S0 1 0
S1 83 S0 1 1
52 S1 52 0 1
853 S2 S1 0 0

Tabla 11.3: Tabla de estados de la MEF de la Fig.[T1.3]

0,1 A1

O
start —
0,0
1,0
uC@

Figura 11.3: Diagrama de estados de la MEF descripta por la tabla de estados listada en Tabla[IT.3]

Ejemplo. Dado el diagrama de estados mostrado en la Fig. de una MEF con
salida, obtenga la tabla de estados. Solucion: la tabla de estados asociado al diagrama de
estados de la Fig.[11.4]estd dada en la Tabla[I1.4]

Ejemplo.  Hallar la cadena de salida generada por la MEF de la Fig. cuando la
cadena de entrada es x = 101011. Solucién: los sucesivos estados y salidas se listan en la
Tabla

Ejemplo.  Construir una MEF que retarde una cadena de bits en un simbolo, i.e. cuando
la cadena de entrada es xjx;...xx, la cadena de salida debe ser Oxjx,...x;—1. Solucion: la
MEF tiene que admitir las entradas O y 1, y tiene que tener un estado inicial sg. Como
ademads tiene que recordar la entrada previa si ha sido un 0 o un 1, hacen falta dos estados
s1y s tales que estd en el estado sy si la entrada anterior fue un 1, y en el estado s; si fue
un 0. En la transicion inicial desde sg se tiene que producir la salida 0. Cada transicion
desde s; produce la salida 1, y cada transicion desde s, produce la salida 0. La salida a la

Figura 11.4: Diagrama de estados de la MEF descripta por la tabla de estados listada en Tabla[IT.4]
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estado siguiente f | funcién de salida g
estado | O 1 0 1
S0 51 53 1 0
S1 S1 A\ 1 1
A\Y) 83 S4 0 0
$3 S1 S0 0 0
S4 53 S4 0 0

Tabla 11.4: Tabla de estados de la MEF de la Fig.[TT.4]

entradax | 1 0 1 0 1 1 -
estadof | so s3 S1 S 0§53 S0 83
saliday | O O 1 O O 0 -

Tabla 11.5: Sucesivos estados y salidas con la cadena de entrada x y la MEF de la Fig.[TT.4]

entrada x;x,...x; es la cadena que empieza en 0, seguida de x;, seguida de x», ..., y finaliza
con xi_;. El diagrama de estados de esta MEF se muestra en la Fig.[I1.3]

Ejemplo.  Describir una MEF que retorna un 1 ssi la cadena de entrada x contiene tres
unos consecutivos al final. Solucién: la MEF pedida tiene que tener 3 estados:

= El estado s( recuerda que la entrada previa no es 1, si es que existe;

= El estado s; recuerda que la entrada previa ha sido 1 pero la entrada anterior a la
previa era un 0O;

= El estado s, recuerda que las dos entradas previas han sido un 1.

Entonces,

= Una entrada de 1 lleva de sy a s; porque se ha leido un dnico 1, y no dos unos
consecutivos;

Si se leen dos unos consecutivos, entonces se pasa del estado sy al s,, y del s, a s»,
porque se han leido al menos dos unos consecutivos;

La entrada 0 lleva de cualquier estado al sy porque interrumpe cualquier secuencia de
unos;

Cuando se lee un 1 estando en s, se queda en s;, pues se han aparecido tres unos
consecutivos;

Esta MEF es un ejemplo de un reconocedor de lenguajes, porque retorna un 1 sélo
cuando la cadena de entrada tiene una determinada propiedad.

start — 1,0 0,1

0,0

Figura 11.5: Diagrama de estados de una MEF que atrasa la entrada x; x;...x; en un simbolo, resultando la salida Ox; x;...x;—.
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1,0 1o
start —- K/@—’> 1,1
0,0

0,0 0,0

Figura 11.6: Diagrama de estados de una MEF que retorna un 1 ssi la cadena de entrada x contiene tres unos consecutivos.

El diagrama de estados de esta MEF se muestra en la Fig. [11.6]

11.3. Maquinas de estado finito sin salida

Intro

Una de las aplicaciones de los MEF es el reconocimiento de lenguajes con un correlato en
los compiladores. En la Sec. anterior se mostré un ejemplo de MEF con salida para reco-
nocer un lenguaje dando la salida 1 cuando la cadena tiene una determinada propiedad, o
0 en caso contrario. En otro tipo de MEF, en lugar de dar salidas a través de la funcion g,
producen so6lo estados finales, donde la cadena ingresada es reconocida ssi una transicion
del estado inicial a uno de los estados finales.

Conjunto de cadenas

Definiciones. Sean V un alfabeto, y A y B subconjuntos de V*.

» La concatenacion de A y B se denota con AB y es el conjunto de todas las cadenas
de la forma xy, donde x es una cadena de A e y es una cadena de B;

= Lan-concatenacion de A se denota con A", conn = 0, 1,2, ... y estadado por AV = {1},
yA’”1 =A"A,conn=0,1,2,..;

= El cierre de Kleene de A se denota con A* y estd dado por la unién de todos los

(e0]
subconjuntos con cualquier concatenacién de las cadenas de A A* = | AX.
k=0

Ejemplo. Seanlos conjuntos A = {0, 11}y B = {1, 10, 110}. Hallar las concatenaciones
ABYy BA. Solucién: AB = {01,010,0110, 11,110, 1110}, y BA = {10, 100, 1100, 11, 101, 1101}.

Ejemplo.  Sea el conjunto A = {1,00}. Hallar A" paran = 0, 1,2. Solucién: A? = {4},
Al = A%A = {4} = {1,00}, A2 = A'A = {11, 100,001, 0000}.

Ejemplo. Hallar el Cierre de Kleen (CK) de los conjuntos A = {0}, B = {0,1}, y
C = {11}. Solucion:

. A = {0}, el CK (A) es la concatenacion de la cadena 0 consigo mismo un nimero
arbitrario de veces, luego A* = CK(A) = {0"},conn =0,1,2,...;

. B = {0,1}, el CK (B) es la concatenacién de las cadenas 0 y 1 consigo mismo un
numero arbitrario de veces, luego B* = CK(B) = V*
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. C = {11}, el CK (C) es la concatenacion de la cadena 11 consigo mismo un nimero
arbitrario de veces, resultando un nimero par de unos, luego C* = CK(C) = {1?"},
conn=0,1,2,....

Definiciones.

= Autémata de Estado Finito Determinista (AEF determinista): es una MEF sin sa-
lida dada por la 5-tipla A = (S, 1, f, so, F), donde:

e Un conjunto finito S de estados;

e Un conjunto finito / de simbolos de entrada;

e Una funcioén de transicion f : § X I — §, que asigna a cada par (estado,entrada)
un dnico estado siguiente;

e Un estado inicial sg;

e Un subconjunto F de S de estados finales (o estados de aceptacion);

» Funcion de transicion en un AEF: sea una cadena x;x,...x; una cadena de I*, entonces
f(s, x) es el estado obtenido al tomar sucesivamente como entrada a cada simbolo de
la cadena x, de izquierda a derecha, comenzando en el estado inicial sy:

. De sg a s; donde 51 = f(x1, $o);
. De sy a s, donde s, = f(xp, 51);
. etc.
. De Sk—1 4 Sk donde Sk = f(xk, Sk—l)-
» Cadena reconocida o cadena aceptada por un AEF: si transforma el estado inicial sy
en algunas estado final, i.e. f(s¢, x) es un estado de f;
» Lenguaje reconocido o lenguaje aceptado por un AEF: es el conjunto de todas las
cadenas reconocidas por la tupla A;
» AEF equivalentes: dos AEF son equivalentes si ambos reconocen un mismo lenguaje.

Observacion.

= En un AEF el conjunto de salida es O = {0, 1}, y todas las aristas que llegan a cada
vértice tienen una misma etiqueta (ver el siguiente ejemplo);

» Diagrama de Estado de un AEF: es similar al de una MEF pero se lo simplifica eli-
minando los rétulos de las salidas, mientras que los estados de aceptacion se marcan
con circulos dobles.

Ejemplo. Trace el diagrama de estados del AEF descripto por la tupla A = (S, 1, f, so, F),
con los estados S = {so, 51, 52, $3}, las entradas I = {0, 1}, los estados finales F' = {sg, 53}, y
la funcién de transicién f listada en Tabla[I 1.6 Solucion: el diagrama de estados asociado

es trazado en la Fig.[I1.7]

Ejemplo.  Encontrar los lenguajes reconocidos por los AEF deterministas A;, Ay, y
Ajs trazados en la Fig. [T1.8] Solucién: en cada caso:

. En A;: el Gnico estado final es 5. Las cadenas que transforman sy en sq son la cadena
vacia y cualquier cadena vacia y cualquier cadena de unos. Entonces, el lenguaje es
L(My) ={1"|n=0,1,2,..}
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Figura 11.7: Diagrama de estados para el AEF descripto por la tabla de estados [11.6]

estado siguiente f

estado | O 1
S0 S0 S1
S1 S0 $2
$2 S0 S0
53 $2 S1

Tabla 11.6: Tabla de estados del AEF de la Fig.

. En Aj: el tnico estado final es s,. Las unicas cadenas que transforman sy en s; son 1
y 01. Entonces, el lenguaje es L(M,) = {1,01};

. En Aj: los estados finales son sy y s3. Las unicas cadenas que transforman sy en
so son A, 0, 00, 000, ... Las unicas cadenas que transforman sy en s3 son las que
empiezan con cero o0 mas ceros consecutivos, seguidos de la cadena 10, seguidos por
cualquier cadena. Entonces, el lenguaje es L(M3) = {0",0"10x}, donde n = 0, 1, 2, ...
y x es cualquier cadena.

Definicion.  Autémata de Estado Finito No-Determinista (AEF-ND): es una MEF
sin salida dada por la 5-tipla A = (S, 1, f, so, F'), donde:

= Un conjunto finito S de estados;

= Un conjunto finito / de simbolos de entrada;

» Una funcion de transicion f : S X I — §, que asigna a cada par (estado,entrada) un
conjunto P(S) de estados siguientes;

Un estado inicial sg;

Un subconjunto F de S de estados finales.

Observacion.

1
0 0
0
start —> start ~> start *»8‘

1

Figura 11.8: Diagrama de estados de los AEF deterministas A;, Az, y As.
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Figura 11.9: Diagrama de estados para el AEF no-determinista descripto por la tabla de estados

= En el AEF no-determinista, la funcién de transicion f ya no es univoca, como en el
caso anterior, es decir, se tiene mas de una chance para elegir el estado siguiente;

» Es facil darse cuenta de la no-unicidad mirando la tabla de estados porque para cada
tupla (estado,entrada), en lugar de un estado siguiente, ahora hay una lista de estados
siguientes;

= También es facil darse cuenta de la no-unicidad mirando el diagrama de estados por-
que hay una flecha desde cada estado a todos los posibles estados siguientes.

Definiciones.

» Cadena reconocida o cadena aceptada por un AEF-ND. Cuando la cadena x =
X1X;...X; es ingresada en un AEF-ND se tiene:

e El simbolo x; transforma el estado inicial sy en un conjunto de estados S ;

e El simbolo x, transforma cada uno de los estados de S| en otros conjuntos de
estados cuya union es S ;;

e Se continua iterando hasta el ultimo simbolo k incluyendo en cada iteracion todos
los estados obtenidos en la iteracidn previa y el simbolo de entrada analizado.

= Se dice que el AEF-ND reconoce o acepta la cadena x si en el conjunto de todos los
estados hay un estado final al que se llega desde s utilizando x;

» Lenguaje reconocido o lenguaje aceptado por un AEF ‘A no-determinista es el con-
junto de todas las cadenas reconocidas por A.

Ejemplo. Trace el diagrama de estados del AEF no-determinista descripto por la tupla
A =(S,1,f,so, F), donde: S = {so, s1, 52,53}, [ = {0, 1}, F = {s7, 53}, y la funcién de
transicién f listada en Tabla [I1.7] Solucién: el diagrama de estados asociado es trazado

en la Fig.[11.9

Ejemplo.  Dado el diagrama de estados del AEF no-determinista mostrada en la Fig.
[I1.10] y tabla de transicién en Tabla[I11.8] obtenga el lenguaje reconocido L por este AEF.
Solucién: Los estados sy y s4 son los estados finales. Cualquier cadena de entrada desde
el estado sg tal que estd en el conjunto de estados que pueden alcanzarse desde s(, es una
cadena reconocida por el lenguaje. Las tnicas que lo verifican son constan de cero o mas
ceros consecutivos seguidos por 01 o 11. Entonces L = {0",0"01,0"11}, paran = 0, 1, 2, ...
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estado siguiente f
estado | O 1
S0 S0, 51 53
S1 S0 51, 83
52 50,52
83 50, S1, 82 S1

Tabla 11.7: Tabla de estados del AEF no-determinista de la Fig. [TT.§]
Yoot

start — 1 0,1

Figura 11.10: Diagrama de estados del AEF-ND descripto por la tabla de estados listada en Tabla[I1.§]

Enunciado.  Si el lenguaje L es reconocido por un AEF no-determinista Ay, entonces
L también es reconocido por AEF determinista (A;.

Enunciado.  Receta para obtener un AEF determinista A; que reconoce a L a partir de
un AEF no-determinista Aj:

= El alfabeto de ‘A; es el mismo de Ajy;

Cada estado de A; estd formado por un conjunto de estados de Ajy;

El simbolo inicial de A; es {sp}, 0 sea, el conjunto que contiene al estado inicial de
Ao

Dado un estado {S;,,S,, ..., S} de Aj, el simbolo de entrada x transforma ese estado
en el conjunto union de los conjuntos f(s;,), f(si,), ..., f(8i,);

Los estados de ‘A; son todos los subconjuntos del conjunto S con los estados de Ay
obtenidos;

Los estados finales de A; son todos los conjuntos que contienen un estado final de
Ao.

Ejemplo.  Obtener un AEF determinista que reconozca el mismo lenguaje L que el
AEF no-determinista mostrado en la Fig. |1 1.10l Solucién:

estado siguiente f
estado | O 1
S0 S0, 52 51
S1 53 S4
S2 S4
S3 53
S4 53 53

Tabla 11.8: Tabla de estados del AEF no-determinista de la Fig. [TT.10}
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Figura 11.11: Un AEF determinista que es equivalente al no-determinista de la Fig. [IT.8| obtenido con la receta del texto.

50, 51, - -+, Sz |Unidad de Control (UC)

B|1{0{1|---({0|1|B

Figura 11.12: Esquema tradicional de una Maquina de Turing (MT).

= Los estados buscados de A; son subconjuntos del conjunto de todos los estados de
Ao

= El estado siguiente de un subconjunto y un simbolo de entrada es el subconjunto de
todos los estados siguientes de Ay. En este caso:

e Para la entrada 0, como f(sg,0) = {s¢, 52}, entonces el conjunto {sy} se transforma
en {so, $2};

e Para la entrada 1, como f(so, 1) = {s1} y f(s2, 1) = {s4}, entonces el conjunto
{s0, s2} se transforma en {sy, s4};

e Para la entrada 0, como f(s;,0) = {s3}y f(s4,0) = {s3}, entonces el conjunto
{s1, 54} se transforma en {s3};

¢ El conjunto vacio es uno de los estados de A; porque es el conjunto que contiene
todos los estados siguientes a {s3} con entrada 1;

e El estado inicial es {sg};

e El conjunto de todos los estados finales estd formado por todos aquellos que
incluyen a sp 0 s4.

11.4. Reconocimiento de lenguajes

Omitir.
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11.5. Maquina de Turing (MT)

Intro

» Las MEEF, incluyendo los AEF, no se pueden usar como modelos generales de compu-
tacion debido a diversas restricciones que tienen, e.g.

e Las MEF no pueden reconocer a todos los conjuntos regulares, incluso los de
facil descripcion, e.g. el conjunto {0"1"} con n = 0,1,2,... que las compus si
reconocen empleando memoria;

e Las MEF no pueden calcular todas las funciones, incluso funciones relativamente
simples, e.g. el producto de dos enteros.

» La Méaquina de Turing (MT) supera todas esas deficiencias, es mds potente que las
MEF, AEF, o las compus reales, porque tiene memoria infinita.

Definicion de la Maquina de Turing (MT)

Definiciones.

= Funcién siguiente parcial: una funcién siguiente parcial f(s,x) puede no estar de-
finida para algin par (estado,simbolo) pero, para aquellos estados en que si lo est4,
entonces es unica. Es decir, la tipla (estado, simbolo, siguiente), si existiera, es Unico;
= Una miquina de Turing queda definida por la tipla T = (S, I, f, so) y que consiste de:

e Un conjunto finito de estados S';

e Un alfabeto de simbolos de entrada / y que incluye al simbolo especial espacio
en blanco B;

e Una funcion siguiente parcial f : S X I — S X I X {L,R};

e Un simbolo inicial sg.

Funcionamiento: para pasar de la definicion matemdtica a una maquina (idealizada) sean
(ver Fig.[11.12):

» Una Unidad de Control (UC), y una cinta dividida en celdas en un nimero infinito en
ambos sentidos tal que, en cada paso, existe un niimero finito de simbolos no-blancos.
Notar que la cinta representa una memoria y es infinita;

= Al comenzar la MT esta un estado inicial sy, y que la UC esta sobre el simbolo no-
blanco ubicado mas a la izquierda, lugar que define la posicidn inicial. Caso especial:
si todos los simbolos son blancos, entonces la UC puede estar en cuaquier celda;

= [a accion de la MT depende en cada paso del valor que toma la funcion parcial
f(si, x;) en el estado s; y el simbolo x;;

= En cada paso, la unidad de control UC lee un simbolo x en la cinta;

= Sila MT estd en un estado s y la tupla de la funcién parcial f(s,x) = (s, X', d) estd
definida, entonces la UC:

e Pasa del estado s al estado s”;

e Escribe el simbolo x” en la celda actual, borrando el anterior x;

e La UC se mueve una celda o bien hacia la derecha si d = R (Right), o bien hacia
la izquierda si d = L (Left);
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S

0
S

1]
11
52

=

=]

S

[1]o]1]

1
S3

(o] 1]ofo]o]

=]
[=]

Figura 11.13: Funcionamiento de una MT dados por 7 estados.

Estas operaciones se simbolizan con la 5-tupla s, x, s, X', d’);
= Pero si la funcién parcial f(s, x) no estd definida, entonces la MT se detiene.

Entonces, una manera habitual de representar una MT es dar un conjunto de 5-tuplas
s, x,8",x',d"), quedando implicitos los conjuntos de estados y el alfabeto de entrada.

Ejemplo.  Muestre el funcionamiento de la MT definida por las tuplas:

T, Z(S(), 0, S(),O,R)
Tz I(S(), 1, S1, 1,R)
T3 Z(Sl,O, S(),O,R)
T4 Z(S(),l,Sl,l,R) (1125)
T5 Z(S], 1, S2,0, L)
T6 Z(SQ, 1, S3,0, R)
T7 :«(s2,1,53,0,R)

Solucién: la MT empieza con el estado inicial sy y con la UC en su posicion inicial, se
producen los cambios listados en la Tabla[I1.9]y representados en la Fig.[I1.13|donde, en
el paso 7, con la tupla (s;, 1, 53,0, R) no hay en las tuplas dato alguna que comience con
(53,0), por eso esta MT se detiene. Notar que la accion de esta MT es cambiar el primer
par de unos consecutivos por ceros, y luego se detiene.
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paso | tupla lee | UC pasa | escribe | mov.
1 (50,0,50,0,R) | 0 | 5o 0 der.
2 (So,],sl,l,R) ] S1 1 der,
3 (51,0,50,0,R) | O | s0 0 der.
4 (so, Lsi, LR) [ 1| s 1 der.
5 (s1,1,8,0,L) | 1 52 0 izq.
6 (52,1,53,0,R) | 1 | 53 0 der.
7 (Sz,],S3,0,R)

Tabla 11.9: Funcionamiento de una MT dados por 5-tuplas.

Uso de las MT para reconocer conjuntos

Definiciones. Sea una méaquina de Turing (MT) definida por la tupla T = (S, I, f, so), ¥
sea V un subconjunto del alfabeto /, entonces:

» Estado final en una MT: es un estado que no es el primer estado de ninguna de las
S-tuplas que definen a la MT. Ejemplo, el estado s3 en el ejemplo anterior;

» La miquina de Turing reconoce a una cadena x de V* ssi, comenzando desde la
posicion inicial de 7', se detiene en un estado final habiendo escrito la cadena x en la
cinta. Ademads, la MT reconoce a un subconjunto A de V* si x es reconocido por la
MT, donde x pertenece al suconjunto A;

» La maquina de Turing no reconoce a una cadena x de V* cuando, o bien T no se
detiene, o bien se detiene en un estado que no sea un estado final.

= Observ.: para reconocer un subconjunto A de V* se pueden emplear simbolos que no
estan en V, es decir, el alfabeto de entrada I puede incluir simbolos que no estidn en
V., los cuales tipicamente se utilizan como marcadores.

Ejemplo. Defina una MT que reconozca las cadenas de bits que tiene un 1 como
segundo bit, es decir, el conjunto regular (0 U 1)1(0 U 1).
Solucion:

» Empezar en el primer no-blanco de la cinta (desde la izquierda);

= Moverse un lugar hacia la derecha y leer el segundo simbolo;

= Si el segundo simbolo es un 1, entonces moverse hacia un estado final;

= Pero si el segundo simbolo no es un 1 entonces, o bien detenerse, o bien pasar a otro
estado que no sea un estado final;

Las operaciones anteriores se logran con las tuplas listadas en la Tabla [I1.10] con las
cuales:

= La MT termina en un estado final s3 ssi la cadena de bits tiene al menos 2 bits y el
segundo es un 1;

= Pero si la cadena tiene, o bien menos de dos bits, o bien el segundo bit no es un 1,
entonces la MT termina en el estado s, que no es un estado final.

Calculo de funciones con MT
Omitir.
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paso | tupla

T1 (S(),O,Sl,O,R)

T, (80, 1,81, 1,R) | Ty y T, paraleer el ler simbolo

T3 (S],O, SQ,O,R)

T4 (s1,1,83,1,R) | Tz y T4 para leer el 2do simbolo
donde s3 es un estado final

Ts (52,0, 52,0,R) | para no-reconocer cadenas cuyo 2do bit es 0
donde s, no es un estado final

Te (89, B, 52,0,R) | T¢ y T7 para no reconocer cadenas

T7 (s1, B, 52,0,R) | vacias ni cadenas de un bit

Tabla 11.10: Definicién de una MT con 5-tuplas.
Diferentes tipos de MT

Lectura para el hogar.

La tesis de Church-Turing

Enunciado.

» Tesis de Church-Turing: todo problema resoluble con un algoritmo efectivo admite
una Méaquina de Turing que también lo resuelve.

= Observ.: se dice fesis (en vez de teorema) porque la idea de un problema resoluble con
un algoritmo efectivo es informal e imprecisa, a diferencia de un problema resoluble
con una mdquina de Turing la cual es una idea precisa;

= Comentario 1: derivados de las MT: la teoria de Turing y el cédlculo lambda (de

Church);

= Comentario 2: el célculo lambda (de Church) — programacién funcional — lenguajes
de prgramacion: Lisp, Scheme, Haskell, etc.
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Nomenclatura

A — B :diferenciade los conjuntoS Ay B. ...
AN B :interseccion de losconjuntos Ay B. ... B3
AUB :uniondelosconjuntoS Ay B ...ttt B3
A @ B : diferencia simétricade los conjuntos Ay B. ... 34
A C B : el conjunto A es subconjuntodel conjunto B .......... ... ..o o i 30|
A C B : el conjunto A es subconjuntodel conjunto B ......... ... ..., 30|
A X B : producto cartesiano de losconjuntos Ay B. ...t
AB :concatenacionde Ay Ben V™ ... .. ... 183
A" cclerrede Kleene ... oo 183
G(R) : digrafo (o grafo orientado) asociado a la relacién R en un conjunto A.......... [11§]
G(T, N, P, sp) : gramética con estructurade frases...................ooiiiiii. ..
L(G) : lenguaje generado porla gramaticaG ...,
N  :simbolosnoterminales ......... ... e 171
P iprodUCCIONES . .. ....ouiti it [171]
R antisimétrica : ((a,b) € RA (b,a) e R) > a=bparatodoa,beA............... 114
Rreflexiva : (a,a) e Rparatodo a € A ... ..o 114
R simétrica : (a,b) €e R — (b,a) e Rparatodoa,b € A .......... ... ..., 114
R transitiva : ((a,b) € R A (b,c) € R) - (a,c) € Rparatodoa,b,c€A............. [116|
Ry o Ry : composicion de lasrelaciones Ry Y Ry ... vvvoiiiiinii e 117
T ssimbolos terminales . . ... ... 171l
|% : vocabulario (o alfabeto). ........ ..o
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" A; rinterseccion generalizada . ...... ... ..o
UL, A; tunién generalizada . ........... i
VL P(x;) s para cualquier P(X;) . ..o.ouene et
Nimg P(xi) :paratodo P(X;) .. oo
M(R; o Ry) = M(R;) ®© M (R,) : producto matricial booleano de las matrices M (R;) y

VIR ) o oot 119
0 COMJUNLO VACTO . o e ettt ettt et e e et e e e 30]
dx, P(x) : cuantificador existencial .............. . i
Vx, P(x) : cuantificador universal . . ......... ... i
[x] :techodel NUMETIO X .. ..ot e e
[x] piSOdel NUMETO X .. v vttt e
M=(,0,S, f,g, so) : maquina de estado finitoconsalida ....................... 180
M=(,S, f,sy) : mdquina de estado finito sinsalida............................. 184
SP INEZACION AE Puve ettt i
A :complementodel conjunto A . ...
mcd(a, 8) : maximo comun divisor de los enteros positivos @, ............oouu.... M4g|
mcm(a, §) : minimo comuin multiplo de los enteros positivos @, 8. .................. 49
f(C) : imagen de un subconjunto CdeAcon f:A—=B.........iiiiiiiinn.. M40|
frA> B:funcion fdeAen B ..... ... 39
p <> g : doble implicacién (o bicondicional)de py g..........cooiiiiii . 12
p@®q:disyuncionexclusivade py g ... 9
P —q IimMPlCaCiON de Py G oot [10]
PV G diSYUnCION de P Y G .o oottt e 9
pY g disyuncion exclusivade Py g ....ouvvinriiii 9]
PAG CONJUNCION A€ P Y G o vvv e et e ettt et e e B
so  csimboloinicial. ... .. ... ..
x € A :elemento x pertenece al conjunto A . ........... i 29
cociente y residuo : g =adivddonder=amodd................ ... ... . ... 48|
cociente-residuo :a=qgd +rdonde O <r<byd#0..........iiiii ... H4g|
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n-permutacion, [82]

r-permutacion, [83]

arbol, [153

arbol binario, [154]

arbol con raiz, [153]

arbol con raiz equilibrado (o balanceado),
156

arbol con raiz m-ario,

arbol con raiz m-ario completo,

arbol de derivacion, [176]

arbol de expansion, [160]

arbol de expansién minimo, [162]

arbol generador, [160]

arbol generador minimo, @

AEF equivalentes, {184

algoritmo de Hasse, [2]]

algoritmos para cuantificadores existencial
y universal, [19]

all, [1§]

altura, [156]

any,

argumento valido, 21]

arista puente,

aristas en serie, [152]

autémata de estado finito determinista, [[84]
automata de estado finito no determinista,

axioma, 21]
bicondicional,

cadena reconocida (o aceptada) por un AEF,

184

cadena reconocida (o aceptada) por un AEF-

ND, [186

cadena no reconocida por una maquina de

Turing, [191]

cadena reconocida por una miquina de Tu-
ring, [191]

camino (o ruta o trayectoria), [[36]

camino de Euler, [14]]

camino simple (o ruta o trayectoria simple),
136

camino de Hamilton, [144]

cara (o regién), [I51]

cicuito simple (o ciclo simple), [136]

cierre de Kleene, [183]

circuito (o ciclo),[136|

circuito de Euler, (141

circuito de Hamilton (o ciclo de Hamilton),
144

clases de equivalencia, [125]

coeficientes-binomiales, [88]

combinacion de r elementos, 84

complemento, 34]

componente conexa,

composicion de dos funciones, 42

composicion de dos relaciones,

condicién necesaria y condicion suficiente,
(1]

congruencia, [5]

conjetura, 2]

conjetura 3n + 1, 21]

conjetura de Collatz, 21]

conjuncion, [§]

conjunto, 29|
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conjunto por comprension, [29)
conjunto por enumeracion, [29]
conjunto universal, @
conjunto vacio, [30]
conjunto-imagen,
contatenacison, [183
contingencia, [[3]
contra-reciproca, [[ ]
contradiccion, [13]

corolario, 21]

cuantificador existencial, [I7]
cuantificador universal,
cuantificadores anidados,

definicion, 21]

demostracion, 21]

demostracion directa, 23]

demostracion indirecta, 23]

demostracién por contradiccion, 24]
demostracién por reduccién al absurdo,
demostracion trivial, 23]

demostracién vacua, 23

derivacién de una cadena,

derivacion directa,

diagrama en drbol, [80]

diagramas de Venn, [29]

diferencia de dos conjuntos, [3;3]

diferencia simétrica, [34]

digrafo asociado a una relacién finita, [T T§]
disyuncién (inclusiva), 9]

disyuncion exclusiva, [9]

divisor, 46| 48]

doble implicacién,

dominio de discurso, [16]

elemento, 29]

elementos incomparables, [126|

entero positivo n en una base B positiva, [53]
enunciados de la doble implicacién, [12]
enunciados de una implicacion,
equivalencia logica, [13]

equivalencias légicas con bicondicionales,

14

férmula de Euler para un grafo plano, [I57]
falacia, [21]

funcioén (def. 1) ,[39)

funcion (def. 2),[39]

funcién biyectiva, 41]

funcién inversa, 42

funcién inyectiva, 4]

funcién piso, 42

funcién proposicional, [I6]
funcién sobreyectiva, ¢
funcién techo, 42

funciones como relaciones, [113]

grafo, [128]

grafo bipartito, [131]

grafo bipartito completo, [I31]

grafo ciclo, [129]

grafo completo, [129]

grafo conexo,

grafo n-cubo (o hipercubo), [129]

grafo plano, [15]]

grafo rueda, 129

grafo simple, [12§]

grafos isomorfos, [133]

gramatica con estructura de frases,
gramdtica de tipo 0 (gramatica sin restricio-

nes),

gramdtica de tipo 1 (gramatica sensible al

contexto),

gramatica de tipo 2 (gramatica libre del con-

texto),
gramatica de tipo 3 (gramatica regular),

hijo derecho, [154]
hijo izquierdo, [I54]
homomorfismo, [152]

identidad combinatoria, 86}, [87], [00H92]
igualdad de dos conjuntos, [30]
imagen, 40|

implicacion, [I0]

interseccion, [33]

interseccion generalizada, [3§]

equivalencias l6gicas con condicionales, [14] invariante, [I33]

estado final en una maquina de Turing, [I91]]

isomorfismo, [133]
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lema, 21

lenguaje generado,
lenguaje generado por una gramatica,

lenguaje libre del contexto,

pertenece, 29|
postulado, 21]

premisa y conclusion,
principio, 21]

lenguaje reconocido (o aceptado) por un AEF, principio de inclusién-exclusion, [3§]

184

principio de la multiplicacion,

lenguaje reconocido (o aceptado) por un AEFprincipio de la suma,

ND, [T86]
lenguaje regular,
lenguaje sensible al contexto,
leyes de De Morgan en proposiciones cuan-
tificadas, [19]
leyes de De Morgan generalizadas, [19]
leyes de De Morgan para dos proposiciones,

minimo comun multiplo, 49|

madquina de estado finito con salida, [I80]

madquina de estado finito sin salida, [184]

maquina de estado finito sin salida no deter-
minista, [[85]

maquina de Turing,

maximo comun divisor, 48]

matriz de adyacencia, [132]

matriz de incidencia, [I33]

matriz de una relacion, [T118]

matriz de una relacion binaria, [117]

nimero compuesto, 46|

nimero de aristas en el grafo completo, [130]

nimero de aristas en el grafo n-cubo (o hi-
percubo), [130]

nimero primo, 46|

negacion, §]

negacion en proposiciones con cuantifica-
dores doblemente anidados, [20]

negacion en proposiciones cuantificadas,

nivel, [156]

notacion constructiva, [29]
operadores y conectivos 16gicos, [§]

paradoja,

particion, [123]

permutacion de n elementos, [§2]
permutacion de r elementos, @

principio del palomar, [§]

problema de Kakutani, [21]

problema de Siracusa, 21]

problema de Ulam,

produccion,

producto cartesiano, 33|

producto matricial de bits (o producto ma-
tricial booleano), 119

proposicion,

proposicion compuesta, [§]

razonamiento valido, 21]

reciproca, contrapositiva (o contra-reciproca)
e inversa,

reduccidén de una serie (o subdivision ele-
mental), [152]

regién (o cara), [I5]]

regla de la suma,

regla del producto,

reglas de inferencia, 21]

reglas de precedencia, [13]

relacion, [113]

relacion R" sobre un conjunto finito A, @

relacion antisimétrica, [[14]

relacién binaria, [113]

relacién de equivalencia, [123]

relacién de orden parcial, [126]

relacion de orden total, [126]

relacién de recurrencia (RR),

relacion de recurrencia homogénea, lineal,
de coeficientes constantes (RRHLCC,
108

relacién en un conjunto, @

relacion inversa, [115]

relacion reflexiva, [[14]

relacion simétrica,

relacion transitiva, [116]
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ruta de peso minimo,

simbolo inicial,

simbolos no terminales,

simbolos terminales,

solucién de las relaciones de recurrencia, [108]
suavizado (o alisado), [152]

subdarbol, [154]

subarbol derecho, [154]

subdrbol izquierdo, [154]

subconjunto, 30]

subdivisién elemental (o reduccién de una

serie), [152]
subgrafo, [131

tabla de equivalencias légicas, [14]

tabla de verdad, [§]

tabla de verdad con mds de dos proposicio-
nes, [10]

tablas de identidades de conjuntos, [34]

tautologia,

teorema, [21]

teorema de binomio, [89]

teorema de Newton, [89)

teorema de Pascal, [90]

teorema fundamental de la aritmética, 48|

teorema multinomial, [92]

torres de Hanoi, [111]

trayectorias y ciclos en una relacién, [119]

tridngulo (o identidad) de Pascal, [90]

union, [33]
unién de grafos, [131]
unién generalizada, [3§]

vértice aislado, [12§]

vértice antecesores, [154]
vértice de articulacion,
vértice descendiente, [154]
vértice hermano, [154]
vértice hijo, [I54]

vértice hoja,
vértice interno, [154]

vértice padre, [[54]

valor de verdad,
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Acronimos y abreviaturas empleadas

A.1. Lista de acronimos

AEDI [Algoritmos y Estructuras de Datos|

CE Clases de Equivalencia

[Computacién / Programacion

CI Condiciones Iniciales

[Diagrama en Arbol|

[DD! [Dominio de Discursol

DeD Demostracion Directa

Dell Demostracion Indirectal

[DrAl Demostracion por Reduccién al Absurdo)

EC Ecuacién Caracteristica

[ELl Equivalencia Ldgicadl
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F Falso (por False)

[Funcidén Proposicional|

|Guia de Trabajos Practicos|

[HI [Hipdtesis Inductival

[CEl [6gicamente equivalentes|

MCD| Méximo Comdn Divisor]

MCM| Minimo Comun Multiplo]

[PBI[Paso Basel

[PTEl [Principio de Inclusién-Exclusidn]|

[Principio de Induccién Fuerte]

PIMI| [Principio de Induccion Matematical

[PI [Paso de Inducciénl

[PRI[Paso Recursival

[Principio de Ta Suma)

PP Principio del Palomar

PM Principio de la Multiplicacién

RB Relacion Binaria

IReglas de precedencial
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APENDICE A. ACRONIMOS Y ABREVIATURAS EMPLEADAS A.2. LISTA DE ABREVIATURAS

[REl [Relacién de Equivalencial

[ROPI [Relacion de Orden Parciall

ROT]Relacion de Orden Totall

RPMI| Ruta de Peso Minimol

RR Relacion de Recurrencia

RRHLCC Relacién de Recurrencia Homogénea, Lineal, de Coeficientes Constantes

M [Verdadero (por True)|

TH Morres de Hanolil

[TV Tabla de Verdad

TP Tablas de Pertenencial

[VV|[Valor de Verdad

V Verdadero

A.2. Lista de abreviaturas

i.e. esdecir, o esto es, del latin id est

e.g. por ejemplo, del latin exempli gratia
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APENDICE B

GNU Free Documentation License

Version 1.1, March 2000

Copyright (C) 2000 Free Software Foundation, Inc.

59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA.

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document,
but changing it is not allowed.

0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other written document
“free” in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and
redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially.
Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for
their work, while not being considered responsible for modifications made by others.
This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document
must themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public
License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free
software needs free documentation: a free program should come with manuals providing
the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software
manuals; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it
is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose
purpose is instruction or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work that contains a notice placed by the
copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. The “Docu-
ment”, below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a licensee,
and is addressed as “you”.
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A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another
language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to
the Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall
directly within that overall subject. (For example, if the Document is in part a textbook
of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship
could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of
legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as
being those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released
under this License.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts
or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this
License.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in
a format whose specification is available to the general public, whose contents can be
viewed and edited directly and straightforwardly with generic text editors or (for images
composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available dra-
wing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation
to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise
Transparent file format whose markup has been designed to thwart or discourage sub-
sequent modification by readers is not Transparent. A copy that is not “Transparent” is
called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available
DTD, and standard-conforming simple HTML designed for human modification. Opaque
formats include PostScript, PDF, proprietary formats that can be read and edited only by
proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools
are not generally available, and the machine-generated HTML produced by some word
processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages
as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page.
For works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the
text near the most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of
the body of the text.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or non-
commercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice
saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you
add no other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical
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measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make
or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If you dis-
tribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section
3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly
display copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies of the Document numbering more than 100, and the Do-
cument’s license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that
carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and
Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify
you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all
words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers
in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title
of the Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other
respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the
first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto
adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100,
you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque
copy, or state in or with each Opaque copy a publicly-accessible computer-network lo-
cation containing a complete Transparent copy of the Document, free of added material,
which the general network-using public has access to download anonymously at no char-
ge using public-standard network protocols. If you use the latter option, you must take
reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to
ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at
least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your
agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before
redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an
updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions
of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely
this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing
distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it.
In addition, you must do these things in the Modified Version:

= A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the
Document, and from those of previous versions (which should, if there were any,
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be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a
previous version if the original publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for
authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of
the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has less than
five).

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the
publisher.

D. Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other
copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public
permission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form
shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover
Texts given in the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section entitled “History”, and its title, and add to it an item stating
at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given
on the Title Page. If there is no section entitled “History” in the Document, create
one stating the ftitle, year, authors, and publisher of the Document as given on its
Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous
sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to
a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in
the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the
“History” section. You may omit a network location for a work that was published at
least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version
it refers to gives permission.

K. In any section entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, preserve the sec-
tion’s title, and preserve in the section all the substance and tone of each of the con-
tributor acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in
their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section
titles.

M. Delete any section entitled “Endorsements”. Such a section may not be included
in the Modified Version.
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= N. Do not retitle any existing section as “Endorsements” or to conflict in title with
any Invariant Section.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as
Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your
option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to
the list of Invariant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be
distinct from any other section titles.

You may add a section entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorse-
ments of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review
or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a
standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up
to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified
Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added
by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes
a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the
same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace
the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.
The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission
to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified
Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under
the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in
the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified,
and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical
Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sec-
tions with the same name but different contents, make the title of each such section unique
by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or publisher of
that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section
titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections entitled “History” in the various ori-
ginal documents, forming one section entitled “History”; likewise combine any sections
entitled “Acknowledgements”, and any sections entitled “Dedications”. You must delete
all sections entitled “Endorsements.”

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released
under this License, and replace the individual copies of this License in the various docu-
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ments with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the
rules of this License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.
You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually
under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document,
and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent
documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, does not as a
whole count as a Modified Version of the Document, provided no compilation copyright is
claimed for the compilation. Such a compilation is called an “aggregate”, and this License
does not apply to the other self-contained works thus compiled with the Document, on
account of their being thus compiled, if they are not themselves derivative works of the
Document. If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of
the Document, then if the Document is less than one quarter of the entire aggregate, the
Document’s Cover Texts may be placed on covers that surround only the Document within
the aggregate. Otherwise they must appear on covers around the whole aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of
the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations
requires special permission from their copyright holders, but you may include translations
of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant
Sections. You may include a translation of this License provided that you also include the
original English version of this License. In case of a disagreement between the translation
and the original English version of this License, the original English version will prevail.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly pro-
vided for under this License. Any other attempt to copy, modify, sublicense or distribute
the Document is void, and will automatically terminate your rights under this License.
However, parties who have received copies, or rights, from you under this License will
not have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Do-
cumentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to
the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See
http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document
specifies that a particular numbered version of this License “or any later version” applies
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to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified
version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software
Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may
choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page:
Copyright (c) YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute
and/or modity this document under the terms of the GNU Free Documentation Li-
cense, Version 1.1 or any later version published by the Free Software Foundation;
with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts
being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST. A copy of the license is
included in the section entitled “GNU Free Documentation License”.
If you have no Invariant Sections, write “with no Invariant Sections” instead of saying
which ones are invariant. If you have no Front-Cover Texts, write “no Front-Cover Texts”
instead of “Front-Cover Texts being LIST”; likewise for Back-Cover Texts. If your do-
cument contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these
examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General
Public License, to permit their use in free software.
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