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Abstract. Consideramos algunos topicos en flujos incompresibles en cavidades cerradas.
Primero repasamos el problema de ondas inerciales dentro de cavidades rotantes cerradas
y completamente llenas, cuya formulacion diferencial es rederivada siguiendo la exposi-
cion de Kudlick/Greenspan, desde las ecuaciones de Navier-Stokes (caso viscoso) hasta la
de Poincaré (caso inviscido). Luego reproducimos algunas soluciones semi-analiticas para
esferoides (Kudlick) 1y, mediante el cédigo numérico PETSC-FEM?*, modelamos el caso de
una esfera completamente llena con un liquido incompresible, relativamente poco viscoso,
y que estd rotando con velocidad angular promedio constante, pero perturbada con una pe-
quena componente periodica. A continuacion, nos concentramos en un computo del flujo
dentro un cilindro completamente lleno con un fluido incompresible muy viscoso, y que
gira estacionariamente con un movimiento combinado de espin y de nutacion. Este mo-
vimiento es tipico del observado en propulsores rotantes estabilizados por un movimiento
rapido de espin, cuando su eje de rotacion instantdneo no coincide completamente con su
eje de simetria axisimétrica. FEn este caso, las ecuaciones diferenciales de movimiento en
el dominio del tiempo son expresadas en una terna de referencia no inercial que acompana
parcialmente los movimientos del cilindro (terna aerobalistica) y luego son discretizadas.
La solucion numérica del patron estacionario de flujo es también obtenida mediante el
citado codigo numeérico.



1 INTRODUCCION

Una onda inercial es un cierto tipo de movimiento de respuesta frente a una perturbacion
introducida en un flujo rotante, en donde las fuerzas de Coriolis resultan predominantes.
Tal movimiento de respuesta se relaciona con la conservacion del momento angular del
fluido y se presenta sélo bajo ciertas condiciones, e.g. ver Batchelor?. Especificamente,
éstas pueden surgir en un contenedor completamente lleno con un liquido, el cual esta
rotando con una dada velocidad de espin, y simultaneamente es expuesto a una pertur-
bacion armonica en el tiempo de amplitud casi constante, cuya frecuencia de excitacién
w. sea menor al duplo de la frecuencia de espin €, del flujo base, e.g. ver Manasseh?,
Herbert?.

A un nivel mucho maés simple, Stewartson® demostré que la rotacién rapida de un trom-
po con liquido en su interior puede volverse inestable cuando la frecuencia de nutacién
del trompo y alguna de sus ondas inerciales son cercanamente resonantes, e.g. ver Hen-
derson®. Ahi la nutacién actiia como un término forzante para las ondas inerciales, por lo
que son excitadas estacionariamente. Cuando el recipiente le transmite energia cinética
al liquido, éste la devuelve en la forma de una cupla sobre el contenedor, acentuando los
efectos de la nutacién y dando lugar asi a un proceso divergente.

Cuando se presentan condiciones propicias para su aparicién, los modos inerciales de
menor orden seran, en general, los mas faciles de excitar y pueden surgir en situaciones
no previstas, e.g. en ingenieria aerospacial, cuando hay recipientes con liquidos de bajas
viscosidades y que son estabilizados en su trayectoria mediante una rotacién rapida de
espin. Cuando en la dinamica del movimiento aparece alguna perturbacién cercanamente
periédica, podria hacer que el propulsor se salga de control, e.g. ver Herbert*, Vaughn”
et.al. En tales casos, interesa un diseno de los tanques que reduzcan el riesgo de las
oscilaciones inerciales. Tipicamente, estas inestabilidades de vuelo suelen caracterizarse
por un répido crecimiento en el dngulo de desvio (yaw) y una pérdida simultédnea en la
velocidad de espin. Experimentos de laboratorio y ensayos de prueba muestran que se
relaciona con el flujo interno confinado, e.g. ver Herbert,® Hall et.al® Para recipien-
tes cilindricos y bajas viscosidades, esta inestabilidad puede estimarse con la teoria de
Stewartson,® basada en aproximaciones de la capa limite, i.e. vélida para ntimeros de
Reynolds muy altos. Por otra parte, otros experimentos, e.g. ver D’Amico,” Miller!% !
muestran que también puede presentarse una inestabilidad nutacional y frenado de espin
equivalentes, ain con liquidos muy viscosos. En base a trabajos experimentales Herbert*
hace dos observaciones. Primero, cuando el momento de frenado de espin y el aspecto
de las fotografias en cilindros parcialmente llenos rotantes (Miller!?), son correlacionados
con el nimero de Reynolds, puede distinguirse al menos, tres regimenes:

e nimero de Reynolds bajos: el momento de frenado es proporcional al ntimero de
Reynolds, y la burbuja es practicamente paralela al eje de espin, lo cual sugiere un
movimiento del fluido simple que es practicamente independiente de la coordenada
axial, excepto en los entornos de las paredes;



e niumeros de Reynolds intermedios: el momento de frenado alcanza un maximo, y
la presencia de una distorsion ondulante de la burbuja parece indicar una estruc-
tura celular surgida de una inestabilidad hidrodindmica del flujo basico frente a
perturbaciones periddicas axiales;

e numeros de Reynolds altos: el momento de frenado decrementa de un modo poco
claro, pero las observaciones sugieren un movimiento turbulento.

Segundo, la presencia de un angulo de nutacién hace que las ecuaciones se desvien de la
rotacién rigida, en donde la misma nutacién es un término forzante. Cuando la frecuencia
de espin es bastante mayor que la de nutacién ws > w,, la burbuja queda muy cerca del
eje del cilindro en donde: (i) con fluidos muy viscosos, la forma de la burbuja es la de un
cilindro cuyo eje tiene el aspecto de una curva en forma de un S-suave, la cual permanence
constante en aspecto y orientacién con respecto al eje de nutacién; (ii) mientras que con
fluidos poco viscosos, la burbuja cilindrica se distorsiona bastante. Estas observaciones
experimentales respaldan la idea de que los fluidos viscosos tienen un campo de velocidad
practicamente estacionario en la terna aerobalistica, esto es, aquella terna cuyos ejes nutan
con el cilindro pero no lo acompanan en su movimiento de espin, ver Fig. 1, mientras
que en la terna fija al recipiente el flujo serd periédico, de periodo 27 /ws, donde w; es
la rapidez de espin medida desde la terna aerobalistica. En base a estas observaciones
Herbert propone un modelo simplificado en base a los parametros: relacién de aspecto,
angulo de nutacion, frecuencia de nutaciéon y nimero de Reynolds.

En este trabajo trataremos independientemente: (i) la excitaciéon de ondas inerciales
dentro de una esfera, llena con un fluido incompresible poco viscoso, y que esta rotando
alrededor de su eje vertical con velocidad angular variable Q(t) = Q + ew cos(wt), donde
t es el tiempo, €2 es constante y 0 < € < 1, caso basado en el trabajo experimental y
analitico de Aldridge y Toomre'?; y (ii) el flujo dentro de un cilindro completamente lleno
con un fluido incompresible muy viscoso, y que esta girando estacionariamente con un
movimiento combinado de espin y de nutacién, caso tratado por Vaughn et.al.” En este
caso, las condiciones de borde y los términos impulsores son estacionarios (desde la terna
aerobalistica), por lo que el régimen de flujo resultante también es estacionario.

2 ONDAS INERCIALES EN FLUJOS ROTANTES
2.1 Modos inerciales inviscidos

Consideramos un contenedor completamente lleno (i.e. sin superficie libre) con un fluido
viscoso e incompresible, rotando con velocidad angular §2 uniforme alrededor del eje
vertical z. El dominio de flujo cerrado es V' y su borde es A. En la terna solidaria al
contenedor rotante, la ecuaciéon viscosa linealizada y adimensional, para el balance en la
cantidad de movimiento, la escribimos en la forma

(0, +22 x —Re”'V*)u+Vp=0; (1)



donde u = u(r,t) es la velocidad, p = p(r,t) es la presién reducida (e incluye la presién
centrifuga), £2 = Q2 es la velocidad angular, Re es el niimero de Reynolds, V? = 0,, +
Oyy + 0. es el operador de Laplace, y x denota producto vectorial. En la aproximacién
inviscida, con Re — 00, las soluciones para la velocidad u = u(r, t) y la presion p = p(r, t),
las representamos como una superposicion de sus respectivos modos naturales, e.g. ver
Greenspan'?, Roberts/Soward!',

iAmt.

u= E U,.e"m"
m

} : iAmt

b= Pe )
m

donde (U, Py, M) es el modo inviscido inercial m e i es la unidad imaginaria. Introdu-
ciendo la representacion (2) en la Ec. 1 e incluyendo las condiciones de borde obtenemos,
para cada modo inercial m en el dominio de la frecuencia, el sistema de ecuaciones

(2)

AU, +22xU+F=0 enV;
V-U,=0 enV; (3)
n-U, =0 en A;

donde n es el versor normal de la superficie, las cuales expresan, respectivamente, el
balance de la cantidad de movimiento, incompresibilidad del fluido y flujo deslizante en
las paredes sélidas.

2.2 Velocidad inviscida en funcion de la presion

Para obtener una ecuacién de los modos inerciales y sus condiciones de contorno, Kudlick!®
primero expresa la velocidad como una funcién explicita de la presiéon. Para tal fin,
consideremos la ecuacién para cada modo U = U,,,

iINU+22xU+F=0; (4)
en donde F = Vp. Entonces,
U, X y z F, 0
N U, |+ 0 0 2 |+ | F | =]0]; (5)
U. v, U, U, F, 0

y tendremos el sistema de ecuaciones lineales
INU, —2Uy = —F,

i\U, +2U, = —F, (6)
iU, = —F,



Figura 1: Terna inercial X,Y, Z y aerobalistica (z,y, z) (acompaifia al cilindro solo en la nutacién).

El determinante del sistema D = i\(4 — A\?) es regular siempre que |\| # 2. Resolviendo

por determinantes, tendremos

(7)

; (9)

Uy, =alF, —(2i/\) F,] ;
Uy, =a[F, — (2i/\) F,] ;
donde
=i
a=1"3-"
Finalmente, teniendo en cuenta que
F,
-9 -9 Y
— F)=—| —-F,
i @xF) =3 .

obtendremos una expresién estdndar, e.g. ver Zhang!'®, Henderson®, para la

como una funcién explicita de la presion

=i
4= N2

U,
A\

2
VP, — — (2 xVP,) —

velocidad

4
o (2 VP,)2

m

(10)



2.3 Ecuacién para los modos de presion inviscidos

Para obtener la ecuacion de los modos de presion inerciales y sus condiciones de bor-
de, nos bastan las dos condiciones estandar correspondientes en los flujos incompresibles
inviscidos, esto es, la de incompresibilidad del fluido y que el flujo es deslizante sobre las
paredes sélidas. De la primera,

vV-U,,=0U,+9,U,+0.U,=0; (11)
e introduciendo la Ec. 10,
—iA 2
0, U, = 0. F, + =0, F, | ; 12
= ( D) y) (12)
—iA 2
o0,U, = PRy <8yFy — a@&) ; (13)
—iA 2
= F,.+—0.F. | ; 14
pero (F,, F, F,) = (P, Py, P.), reemplazando y sumando,
—iA 4
y asi resulta la ecuacion de Poincaré para los m modos inviscidos de presion, i.e.,
4
V%P, — ) (z-V)’P,=0 : enV; (16)

Ahora, introduciendo la Ec. 10 en la condicién de flujo deslizante n-U,,, = 0, i.e. velocidad
normal nula en las paredes solidas, nos conduce a su condicién de borde

2 4

Observaciones sobre la ecuacién de Poincaré:

e Una dificultad distintiva del sistema dado por las Ecs. (16-17) es que el autovalor
Amn aparece tanto en la ecuacién diferencial como en la condicién de borde;

e La ecuacién serd eliptica cuando A, > 4 e hiperbélica cuando A, < 4, por lo que las
ondas inerciales no existiran en el primer caso y si las habra en el segundo, i.e. s6lo
seran posibles cuando la perturbacion sea |\, /2| < 2. Este hecho es bien conocido
en geoffsica y en oceonografia, e.g. ver Roberts/Soward!?;

e (Cierto teorema, basado en principios de conservacion, establece que los autovalores
Am son reales y con médulo |A,,| < 2, e.g. ver Kudlick.



Lmk )\mkl )\mk2

Ly | 1.00000
L3y | 0.89443
Ls; | 1.38180
L3y | 0.66666
Ly | 1.30930
Ly | 0.61198
Ly | 1.23190
L4z | 0.50000

Lso | 0.57046 | 1.5301
Lsy | 1.32970 | 1.7404
Lsy | 0.46690 | 1.4964
Lss | 1.05320
Ls, | 0.38970

Tabla 1: Autovalores A,z por resoluciéon numérica de la Ec. 27 en la esfera unitaria, para los polinomios
asociados de Legendre L,,; indicados. Se excluyen las raices 0 y 2.

modo (m,n) | Q/w | w/Q
11 0.764 | 1.30890
21 1.066 | 0.93809
31 1.377 | 0.72622
41 1.691 | 0.59137

Tabla 2: Picos de resonancia experimentales/analiticos segin Aldrige/Toomre [AT] en las oscilaciones
inerciales dentro de una esfera llena con un liquido viscoso, rotando alrededor del eje vertical con velocidad
angular variable ) = Q + sw cos(wt), donde ¢ = 8". Los picos de presién fueron medidos en el centro de
la esfera.

2.4 Solucion semi-analitica para esferoides

La ecuacién de la superficie de una esfera unitaria estd dada por a2 + y?> + 2> = 1 en
coordenadas cartesianas, y por r2+ z? = 1 en coordenadas cilindricas, donde r? = 2% 42
La correspondiente a un esferoide la podemos poner como 72 + 22/b* = 1, donde b > 0,
pero también puede emplearse un sistema de coordenadas no-ortogonal (, ;1 de Greenspan,
relacionado con el cilindrico r, ¢, z mediante la transformacién

— 1 — 2\1/2 1 — 2\1/2
r=a(l- )R- "
z = afCu
donde «, (3 son constantes a determinar, y la ecuacion del esferoide se reduce a
¢ = b | b<1esferoide oblato (achatado en los polos); (19)
~af | b> 1 esferoide prolato (alargado en los polos).



La ventaja de este sistema de coordenadas no-ortogonal es que facilita la resolucién de
la ecuacion de Poincaré. Efectivamente, puede demostrarse que en tal sistema, e.g. ver
Zhang'¢, Kudlick!® o Lyttleton!”, las soluciones modales para la onda de presién inercial
estaran dadas por

siempre que
4
52 = 5—2 -1 ;
21
,_ 14— 2
(I+e)(1-¢)
en donde
§=A/2 ;
22
e =(1-b%)/b*% (22)
mientras que L,,, son los polinomios asociados de Legendre, e.g. ver Gray/Gubbins'®,
d*L
(1 2\k/2 @ Lm
que se calculan a partir de los polinomios de Legendre
1 d
Ly = —(u* = 1)". 24
2mm! du (u ) (24)

Los autovalores ¢ los obtenemos a partir de la condicién de borde dada por la Ec. 17, y
que se reduce al problema de autovalores

dL 1 2
(=) S = (555 ) L )

du 1+e¢

el cual tendra en general [ raices, excluyendo el 0 y el 1, y en donde

"= 3 | (26)

[1+e(1— )]

Para la esfera unitaria tendremos b = 1, ¢ = 0, a = 1, y los autovalores A = A\, = 2¢
seran las raices de

dLmk
U

(1 =)

En la Tabla 1 se muestran los autovalores A obtenidos por resoluciéon numérica de la Ec.
27 en la esfera unitaria mediante Octave, para los polinomios asociados de Legendre L,
indicados, los cuales estdn, en general, en buen acuerdo con los de Kudlick'®. En la Tabla
2 se incluyen los resultados experimentales de Aldridge y Toomre!?.

= kL, . (27)



variable valor

rapidez angular base Q 1.00

amplitud de la perturbacién | e, 0.15
paso de tiempo At | 27/w/32.0

numero de pasos de tiempo | ngep 320

nimero de Reynolds Re 5000

Tabla 3: Pardmetros en los ejemplos numéricos por elementos finitos del flujo dentro de una esfera rotante,
pertubada armoénicamente en su velocidad angular.

ejemplo w Q/w numero de vértices
1 1.75000 | 0.5714 > 1
2 1.30890 | 0.7640 | 1 vértice dominante
3 0.93810 | 1.0660 | 2 vértices dominantes
4 0.72622 | 1.3770 | 3 vértices dominantes
5 0.59137 | 1.6910 | 4 vértices dominantes

Tabla 4: Numero de vértices observados en las simulaciones numéricas de la esfera rotante oscilante.

2.5 Solucién numérica para una esfera oscilante

Consideremos ahora las oscilaciones inerciales que se producen dentro de una esfera de
radio R unitario, la cual esta completamente llena con un liquido poco viscoso, y que esta
rotando alrededor del eje vertical con la velocidad angular variable Q = Q + ew cos(wt),
donde € = 8°. Para este caso hemos empleado el cédigo numérico PETSC-FEM.!?

Se llevaron a cabo 5 corridas, denominadas aqui como ejemplos 1 a 5. Lo que se fue
variando fue el valor de la frecuencia de la perturbacién w, siendo el valor de la velocidad
de rotacién base (constante) 2 = 1 [rad/s|]. Usamos pasos de tiempo variables segin la
intensidad de la perturbacién w, de forma de tener en cada corrida 32 puntos por periodo
de la perturbacion y se simularon unos 5 periodos. En algunos casos la corrida se dio
por finalizada un poco antes, cuando ya estaba practicamente definido el patrén de flujo
resultante. Esto no altera, practicamente, los resultados obtenidos.

La malla consta de 4332 hexaedros y 8894 nodos asumiendo para la corrida una geo-
metria axisimétrica que para nuestro cédigo equivale a una malla 3D que tiene una sola
fila de elementos en la direccién circunferencial. La malla posee un refinamiento hacia
las paredes ya que el fenémeno fisico es gobernado por la interaccion a través de la capa
limite que se forma entre el movimiento de la pared de la esfera y el fluido contenido. Esta
capa limite es muy delgada, ya que se pretendié emular resultados tedricos inviscidos, con
lo cual se adopté el nimero de Reynolds

RU.
v

Re =

= 5000 (28)

donde el radio de la esfera R es elegido como su longitud caracteristica, U, es la velocidad
de rotacién de la pared de la esfera en el ecuador, por lo que la viscosidad cinematica v se
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Figura 2: Vista zy de la malla por elementos finitos en la esfera rotante perturbada.

la obtiene como un resultado en la Ec. 28. La corrida fue planteada primero en la terna
inercial, o sea el observador esta fuera del sistema modvil. Las condiciones de contorno
fueron las de rotacion rigida, de amplitud variable en el tiempo sobre la pared exterior
del contenedor esférico y, para evitar modos rigidos de presién, fijamos a ésta un valor
de referencia en un solo nodo arbitrario, en este caso se eligié el origen de la esfera. El
régimen de flujo asumido fue laminar.

A continuacion se detallan los valores de w tomados, que en los ejemplos 2 a 5 se corres-
ponden con las frecuencias naturales observadas experimentalmente y analiticamente por
Aldridge y Toomre!'?, mientras que en el primero fue tomado para un valor de perturba-
cién w tal que /w fuera inferior a la primera frecuencia de resonancia de la onda inercial.
Hay que tener en cuenta que el barrido se hizo en el pardmetro 2/w. Observaciones: (i)
en el ejemplo 1 se presentaron varias celdas de vortices, y no se forma un patrén con un
unico vortice, el cual también deberia aparecer, segiin datos experimentales. Suponemos
que eso pasard cuando logremos poner la perturbacién w en el primer modo; (ii) en el
ejemplo 2, al invertirse la velocidad, hace que se formen momentaneamente algunos otros
que luego se disipan. En la figura 2 se muestra una vista xy de la malla por elementos
finitos empleada. En la figura 3 se muestra la respuesta temporal de la presion en el nodo
vecino al origen por el eje de revolucién. Estan las 5 corridas incluidas. Se observa un
decrecimiento de la amplitud a medida que aumentamos la relaciéon Q/w, o sea a medida
que disminuimos la perturbacién w. Notemos como la onda periddica se va deformando a
medida que w disminuye. En la figura 4 se muestra las isocurvas de modulo de la velocidad
(descontada la rotacion rigida).
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Figura 3: Respuesta temporal de la presién en el nodo vecino al origen por el eje de revolucién.

3 FLUJO EN UN CILINDRO BAJO ESPIN Y NUTACION
3.1 Flujo rotante pseudo-compresible

Como ternas de referencia, en la literatura, se plantean: (i) la terna solidaria al cuerpo, por
lo cual tiene el mismo movimiento de espin y de nutaciéon con respecto al espacio inercial;
y (ii) la terna aerobalistica, cuyos ejes nutan con el cilindro pero no lo acompanan en su
movimiento de espin, ver Fig. 1. Ambas ternas de referencia son no-inerciales y para la
resolucion numérica se elige la segunda.

Denotemos con V' = (v}, v}, v’) la velocidad, relativa a la terna aerobalistica, del flujo
en las coordenadas cilindricas r, ¢, z. Las condiciones de borde de un flujo viscoso en las
paredes del recipiente son la de adherencia y flujo normal nulo

v, =0
v;, = rw, (29)
v, =0

donde wy es el espin con respecto a la terna aerobalistica. La condicion de borde para v(’Zj
se debe a que el cilindro esta rotando con respecto a dicha terna.

Para fluidos muy viscosos bajo rotacion rapida, el flujo sera bastante parecido a la
rotacion rigida del fluido, i.e. vy ~ rw,. Para resaltar la desviacién en el campo de

velocidades con respecto a esta ultima, se elimina la rotacién rigida mediante el cambio
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Figura 4: Isocurvas del médulo de la velocidad (descontada la rotacién rigida) en la esfera oscilante.

de variables

v, = v,
'U;) = Uy + rws (30)
vl =,

sustituyendo en las ecuaciones de Navier-Stokes y de continuidad, escritas en la terna
aerobalistica, Vaughn et.al” obtienen:



Figura 5: Flujo en un cilindro bajo espin y nutacién. Izq.: vista parcial de la malla de elementos finitos.
Der.: lineas de contorno de presién.

i) balance de momento radial r,

avr__ 8vr_v_¢8vr_ 8%_'_@_ %—1—2
ot~ or v o For r Tap U

+ 2v,w, sin ¢ + rwg + rw?sin® ¢ — zw,w, cos ¢

(31)
10p v, 10v, v, 10%, 20v, 0,
e to St S — o+ ;
por or2  ror r2 r20¢*> r20¢ 022
ii) balance de momento circunferencial ¢,

vy Ovy vy Ovg vy U0 vy

a, — Ur - — Uz - —WsTy T — 2 T

a " or  roap Faz  r  Pap LU

+ 20,Ww,, COS @ + 2Zw,w, sin ¢ + rwfc sin ¢ cos ¢
10 0%v 10v
p + ¢ ¢

, Lovy v ia%d, 2 Ov,  D%v,
rp 0o ar? r or

r2 - r?2 0¢? +7’2 0¢ + 022 ;




Figura 6: Flujo en un cilindro bajo espin y nutacién. Izq.: vista en perspectiva de las lineas de corriente.
Der.: vista en perspectiva del campo de velocidades.

iii) balance de momento axial z,

v, Ov, vy Ov, ov, v, 5
=V — ——— — Uy — Wy — Wy
ot or 1 0¢ 0z By ¢
— 20w, SIn @ — 2rw,w,, COS ¢ — rwyw, cos ¢ + zwi (33)

_i@_}_y 82v2+1%+i82v2+5‘2vz .
rp Op o2 ror  r20¢r 022

iv) conservacién de masa,

o 0

8r+r T28¢+8z

op p[avr v, 1 0vy 81}1 (34)

3.2 Condiciones iniciales y de borde

Las condiciones iniciales del fluido no afectan al patrén de flujo estacionario. Se elige
el estado de rotacion rigida. Las condiciones de borde para las velocidades relativas son
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Figura 7: Flujo en un cilindro bajo espin y nutacién. Momento de rolido M, en funcién de: (i) la
viscosidad cinemdtica v, arriba a la izquierda; (ii) la velocidad de espin wg arriba a la derecha; y (iii) la
velocidad y angulo de nutacién 0 y w,,, respectivamente, con velocidad de espin w, = 3000 [rpm], abajo a
la izquierda. Se incluyen resultados experimentales de Miller y los numéricos por FDM de Vaughn et.al.

v, = Uy = v, = 0, mientras que para la presién hacemos cero todos los términos de
velocidad en las Ec. de balance de momento. De las Ecs. 31 a 33 resultan

integrando estas ecuaciones

p=p

% = [rwi + rw?sin® ¢ — 2w,w, cos gzﬂ ; (35)

%g—z = p [+rw’ sin ¢ cos ¢ + zw,w, sin @] ; (36)

% = p [~rw,w, cos ¢ + 2w?] ; (37)

Lo 0 o b + L2 2 gne b+ L2, + Po ; (38)
5" W Wz 5" We 5% Yo 0>



en donde la constante de integracion pg es la presiéon hidrostatica sin rotacién. Se adopta
po = 0. Las condiciones de borde para la velocidad son idénticas a las de continuo,
mientras que para la presion se adapta la ecuaciéon de continuidad auxiliar, esto es, en las
superficies laterales tendremos

0 Ov,
Pl L (39)
ot | p d Or|g
con R = Ry, Rine, mientras que en las tapas inferior y superior
0 v,
o __pou| (0
ot 0L 0 0z 0.L

3.3 Solucién numérica del flujo en un cilindro bajo espin y nutacion

Se adoptaron las mismas situaciones de célculo consideradas en el trabajo de Vaughn et.al,
a efectos de validar los resultados obtenidos con el codigo PETSC-FEM y para los cuales
se disponen resultados experimentales, e.g. los de D’Amico o Miller. Especificamente, las
Figs. 9-11 del citado trabajo en donde, emplearon un cilindro de radio R = 2.375 in ~
144 mm y de altura H = 20.75 in =~ 1252 mm.

En la Fig. 5: a la Izq. vemos una vista de la malla de elementos finitos empleada,
donde los elementos son hexaedros, con n,, ~ 430 nodos en los planos perpendiculares al
eje del cilindro, con n, = 6 capas de nodos a lo largo del eje axisimétrico, dando un total
de N = 2600 nodos; mientras que a la Der. mostramos las lineas de contorno de presion.

En la Fig. 6 (izq.) vemos una vista en perspectiva de las lineas de corriente, mientras
que a la Der. graficamos la correspondiente al campo de velocidades.

En la Fig. 7 se muestra el momento de rolido M, en funcién de: (i) la viscosidad
cinematica v, arriba a la izquierda; (ii) la velocidad de espin wyg, arriba a la derecha; y
(iii) la velocidad y dngulo de nutacién 6 y w,, respectivamente, con velocidad de espin
ws = 3000 [rpm], abajo a la izquierda. Se incluyen resultados experimentales de Miller y
los numéricos por FDM de Vaughn et.al.

En la Fig. 8 se muestra los campos de velocidades segiin los planos axi-simétricos yz
(izq.) y xz (der.).

Finalmente, en la Fig. 9 se muestra una perspectiva de las lineas de contorno de
velocidad en planos perpendiculares al eje axi-simétrico.

4 CONCLUSIONES

Hemos considerado dos problemas de flujos en cavidades cerradas bajo rotacion con flui-
dos incompresibles: (i) la excitacién de ondas inerciales de presiéon dentro de una esfera,
completamente llena con un fluido incompresible viscoso, rotando alrededor de su eje ver-
tical con velocidad angular variable Q(t) = Q + ew cos(wt), donde Q2 es su componente
constante y 0 < ¢ < 1. El nimero de vortices observados en las simulaciones numéricas



Figura 8: Flujo en un cilindro bajo espin y nutacién. Campo de velocidades segun: plano axi-simétrico
yz (izq.); plano axi-simétrico zz (der.).

concuerdan, en general, con los reportados en el trabajo experimental /analitico de Aldrid-
ge y Toomre!'?, segiin lo resumido en la Tabla 4; y (ii) el flujo dentro de un cilindro cerrado,
completamente lleno con un fluido muy viscoso, bajo un movimiento combinado de espin
y de nutaciéon, en donde las ecuaciones tridimensionales de Navier-Stokes escritas desde la
terna aerobalistica, estos es, aquella terna que acompana sélo la nutacién del cilindro pero
no sigue su movimiento de espin, han sido resueltas en forma numérica también mediante
una técnica de elementos finitos. Hay acuerdo general con los resultados de Vaughn et
al.”, es decir, visto desde la terna aerobalistica, el flujo es estacionario y dominado por
la fuerza de Coriolis, ademas hay un razonable acuerdo con los resultados experimentales
de Miller y los numéricos por FDM de Vaughn et.al, en lo que respecta a la dependencia
del momento de rolido M, con: la viscosidad cinematica v; la velocidad de espin wy; y
la velocidad y angulo de nutacion 6 y w,,, respectivamente, dependencias resumidas en la
Fig. 7.
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