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Capitulo 1

Flujo incompresible

1.1 Definicién de flujo incompresible

Un flujo incompresible es dquel donde el fluido no se comprime, como es tipicamente el caso de los
liquidos, pero también puede pasar que bajo ciertas condiciones un fluido que es compresible (como
los gases en general) no manifiesta efectos de compresibilidad para un patrén o régimen de flujo en
particular. En ese caso se le asigna a la propiedad de flujo compresible o incompresible al patrén de
flujo. Para los fluidos compresibles, puede demostrarse que los efectos compresibles van con el n’umero
de Mach al cuadrado, es decir que la variacién relativa de la densidad

A
2P~ o(Mm?) (1.1)
P
donde u
M= (1.2)
C

es el numero de Mach, u es la velocidad del fluido y ¢ es la velocidad del sonido. Podemos decir
entonces que el flujo es compresible si el niimero de Mach es menor que un cierto valor, digamos 0.1.
Por ejemplo, un auto a 100 Km/h en atmdsfera estdndar posee un Mach de approx. 0.1, con lo cual
en esas condiciones podemos considerar que el flujo es incompresible.

Es de notar que si las variaciones de densidad son provocadas por otros efectos que no sean la
presiéon mecdnica como la dilatacién térmica, expansién solutal (p.ej. salinidad), etc... entonces
el patrén de flujo puede considerarse (con respecto a los efectos sobre los algoritmos numéricos)
incompresible, ain si la densidad resulta no ser constante ni espacialmente ni en el tiempo. El
término compresible/incompresible se aplica a las variaciones de densidad producidad exclusivamente
por efecto de la presion.

Si bien en principio uno podria pensar que la incompresibilidad es una ventaja, ya que permite
eliminar (en muchos casos) una variable (la densidad), desde el punto de vista numérico suele traer
mas problemas que soluciones.



1.2 Ecuaciones de Navier-Stokes incompresible

Las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles son

Ju 1
e +(u-Viju= —;Vp +vAu (1.3)
V-u=0 (1.4)

La primera es la “ecuacion de momento”, mientras que la segunda es la “ecuacion de continuidad”
o “balance de masa”. Es importante notar que en el limite de “flujo reptante” o “flujo de Stokes”
(es decir, despreciando el término convectivo), las ecuaciones resultantes son exactamente iguales a
las de elasticidad lineal incompresible isotrépica, si reemplazamos el vector de velocidad por el de
desplazamiento y la viscosidad por el mdédulo de elasticidad.

Las siguientes observaciones nos permiten adelantar el problema ocasionado por la incompresibi-
lidad:

e La condicion de incompresibilidad no tiene un término temporal: Esto quiere decir
que “la presién no tiene historia”. El estado del fluido sélo sta dado por la velocidad. También
podemos decir que la ecuacién de continuidad aparece como una restricciéon, méds que como una
ecuacién de evolucién. La presién, pasa a ser el multiplicador de Lagrange asociado.

e Las ecuaciones son no locales: Esto es mas facil de ver en el caso de elasticidad. Se sabe
bien que en el caso de elasticidad compresible el problema es eliptico, de manera que hay una
cierta localidad de los efectos. Esto se pierde en el caso incompresible. Por ejemplo, conside-
remos un s6lido incompresible que ocupa una regién € (ver figura ?7). Las condiciones son de
desplazamiento nulo en toda la frontera, menos en una cierta parte I'y donde se aplica un cierto
desplazamiento uniforme, y otra cierta parte I'o donde las condiciones son libres, es decir traccion
nula. En el caso compresible, el operador es eliptico, local, y la influencia del desplazamiento
impuesto sobre el dominio I'; en el dominio I's dependeré de la distancia entre ambas regiones,
sus tamanos relativos, etc... Si el tamano de ambas regiones es similar y muy pequenos con
respecto a la distancia que los separa, entonces los desplazamientos en I'y seran despreciables.
Por el contrario, en el caso incompresible, el cambio de volumen total en I'y debe ser igual al
impuesto en I'y, por lo tanto los desplazamientos en I'y seran del mismo orden que aquellos
impuestos en I'; (asumiendo que ambas regiones de la frontera tienen dimensiones similares).

e Cambia el cdracter matematico de las ecuaciones: También en el caso eldstico, estacio-
nario las ecuaciones dejan de ser elipticas al pasar al caso incompresible. Esto se debe a que la
ecuacién de continuidad “no tiene término en derivadas seqgundas”.

e La ecuacion de la energia se desacopla de la de momento y continuidad: El campo de
temperaturas se puede obtener a posteriori a partir de el campo de velocidades obtenido.

1.3 Formulacion vorticidad-funcion de corriente

La vorticidad se define como
Q=Vxu (1.5)



Figura 1.1: No localidad en elasticidad incompresible.

el cual, para un flujo bidimensional se reduce a

Jv Ou
Q=Q,= — — — 1.
ox Oy (1.6)

En 2D se puede encontrar una funcién de corriente i tal que

_ %

= 1.7
u=% (1.7)
oY
=—— 1.8
V= (1.8)
Tomando rotor de (?7?) se llega, despues de un cierto trabajo algebraico, a
Q
88—t+(u-V)Q—(Q~V)u:VAQ (1.9)

pero (sélo en 2D!) el tercer término es nulo, ya que Vu debe estar en el plano y € esté fuera del plano,
de manera que la ecuacion se reduce a una ecuacién de adveccion difusion para la vorticidad

%—? + (u- V)Q = vAQ (1.10)

Por otra parte, recombinando (?7) con (??) se llega a una ecuacién de Poisson para la funcién de
corriente:
Atp = —Q (1.11)

La “formulacion vorticidad/funcién de corriente” consiste en resolver (??) y (??) en forma aco-
plada.

Las ventajas y desventajas de la formulacion, con respecto a la formulacién en variables primitivas
(??7-77) son



e La extension a 3D de la formulacién vorticidad/funcién de corriente es muy compleja.
e La formulacién vorticidad/funcién de corriente tiene un grado de libertad menos por nodo.

e Las condiciones de contorno para la presién son desconocidas para la formulacién en variables
primitivas.

e Las condiciones de contorno para la vorticidad son desconocidas para la formulacién vortici-
dad/funcién de corriente .

e La formulacién vorticidad/funcién de corriente requiere de cierto cuidado en cuanto a la discre-
tizacién.

1.4 Discretizacién en variables primitivas

A pressure node

N — u velocity node
T v velocity node

-1 i i+1
Figura 1.2: Grilla estdndar (no staggered) usada para flujo incompresible en variables primitivas.
Si despreciamos el término convectivo (problema de Stokes) y consideramos el caso estacionario

en una malla de paso homogéneo h, la siguiente discretizacién (espacial) de segundo orden parece ser
un buen punto de partida (ver figura ?7) :

v(Apu)i; — Pit1j —Pi-lj _ 0

2ph
V(Apv)i; — W =0 (1.12)
=0
2h * 2h

donde Ay, reresenta el operador de Laplace discreto estandar de 5 puntos

Ui1,j + Wim1,j + Ui + Uij—1 — duij
72
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Figura 1.3: Grilla no staggered. Stencil para la ecuacién de momento segtiin z
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Figura 1.4: Grilla no staggered. Stencil para la ecuacién de momento segin y

En las figuras 7?7, 77 y 7?7 pueden verse los stenciles usados para cada una de las ecuaciones.
Pero resulta ser que las presiones en los nodos impares se desacopla de los pares dando lugar a modos
“checkerboard” en la presion. Las formas des resolver esto es

e Resolver una ecuacién alternativa para la presién llamada PPE (Poisson Pressure Equation).
e Usar mallas “staggered” (en espanol “desparramadas” (777))

e Usar métodos de compresibilidad artificial.

Discutiremos a continuacion el uso de mallas staggered.
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Figura 1.5: Grilla no staggered. Stencil para la ecuacién de continuidad

1.5 Uso de mallas staggered

Si consideramos la ecuaciéon de momento segun x, entonces vemos que lo ideal seria tener una malla
para los nodos de velocidad x desplazada en h/2 con respecto a la malla de los nodos de presién, en
ese caso podriamos tener una ecuacién de la forma (ver figura ?77?)

Pi+1,5 — Pij -0 (1.14)

V(ARU)ipy, 5 — oh

Similarmente, para la ecuacién de momento segin y tenemos (ver figura ?7)

Dij+1 — Dij —0 (1.15)

V(Ahv)i,j+1/2 - oh

Esto evita el desacoplamiento de las presiones entre nodos pares e impares. Entonces tenemos 3
redes “staggered” a saber (ver figura ?7)

e Los nodos de presion: p;; ~ p(ih, jh)
e Los nodos de velocidad x: u;y, ; = u((i + %)h, jh)
e Los nodos de velocidad y: v; j, &~ v(ih, (j + 2)h)

con i,j enteros. Por otra parte, la ecuacion de continuidad también queda en un stencil mas
compacto, si lo imponemos sobre los nodos de presién (ver figura 77)

Uitlp,j = Wilh,j Yij+1h ~ YVij—Y —0 (1.16)
h h
Por otra parte, las condiciones de contorno también se simplifican algo, en cuanto a las condiciones
sobre la presion, ya que utilizando sélo contornos que coinciden con lineas semienteras (i, j=entero+1,).
El método de mallas staggered es probablemente el mas robusto y prolijo para tratar flujo incom-
presible por diferencias finitas.
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Figura 1.6: Grilla staggered usada para flujo incompresible en variables primitivas.

1.6 Discretizacion por elementos finitos

Considerando el caso estacionario, flujo reptante, un término forzante f y condiciones de contorno
Dirichlet, las ecuaciones de gobierno son

vAu—-Vp=1f enQ (1.17)
V:u=0 en( (1.18)
u=u, enl (1.19)
y espacios de interpolacién
Xy =span{Ny,,p=1...N} (1.20)
Vi, = span{Ny,,u=1...N} (1.21)

La formulacién débil Galerkin se obtiene pesando la ecuacién de momento por una funcién de
interpolacién de velocidad y pesando la ecuacion de continuidad con las funciones de interpolacién de
presion.

/ ¢ (V-u)d2 =0, Vpe X, (1.22)
Q
/(V-qﬁ)de—F/ v(Vv: Vu)dQ:/f~de+/v-t-f1dF, Vv eV (1.23)
Q Q Q r
Notar que, como no aparecen derivadas de p ni ¢ entonces es posible utilizar aproximaciones discon-

tinuas para p.
El sistema al que se llega es;
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Grilla staggered. Stencil para la ecuacién de momento segin x
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Notese que la matriz K es simétrica y definida positiva, mientras que la matriz total A sélo es
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Figura 1.8: Grilla staggered. Stencil para la ecuacién de momento segin y

simétrica y de hecho no puede ser definida positiva ya que tiene elementos diagonales (en el bloque 0)
nulos.

Como K es no-singular podemos eliminar U de la ecuacién de momento e insertarla en la ecuaciéon
de continuidad obteniendo una ecuacion para P de la forma

HP = (Q'K'QP=-Q'K'F (1.32)

La matriz H es simétrica y semidefinida positiva. Para que el problema este bien planteado
debemos al menos exigir que la matriz sea no-singular. Podemos ver que esto ocurre si y sélo si Q
tiene rango de filas (el nimero de filas linealmente independiente) N, (el nimero de grados de libertad
de presién). Efectivamente, si Q tiene rango menor que N, entonces existe algun vector P tal que
QP = 0 y entonces HP = 0. Por otra parte, si Q tiene rango igual a N, entonces para todo P # 0
vale que u = QP # 0 y entonces

PT(QTK'QP=u'K'u>0 (1.33)

con lo cual H resulta ser definida positiva y por lo tanto no-singular.

1.7 El test de la parcela

Ahora bien Q es de dimensién N, x NN, de manera que, para que Q sea no singular debemos pedir
que al menos N,, > N,,. Si bien esto parece un requerimiento bastante simple, en realidad sirve para
descartar toda una serie de familias de interpolacién y da lugar al famoso “test de la parcela” ( “patch
test”).

Consideremos por ejemplo la interpolacién mds simple que se nos pueda ocurrir es P1/P0 para
tridngulos, es decir velocidades lineales continuas y presiones constantes por elemento (ver figura 77).
(La convencién aqui es poner primero el espacio de interpolacién para velocidades y después el que se
usa para presiones. En general, a menos que se mencione lo contrario el espacio para velocidades se

10
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Figura 1.9: Grilla staggered. Stencil para la ecuacién de continuidad.

asume continuo y el de presiones discontinuo. Pn denota el espacio de funciones que es polinomial de
grado n por elemento, mientras que @n denota el espacio de funciones bilineales (trilineales en 3D)
de grado n.) En una malla estructurada de cuadréangulos, donde dividimos cada cuadréngulo en dos
tridngulos, tenemos (para una malla suficientmente grande) N,=2 grados de libertad de presién por
cada cuadrédngulo y un nodo de velocidad (es decir N,, = 2), por lo tanto no se satisface el test de la
parcela y la aproximacién es inestable. Si tomamos parcelas mas pequenas la situacion es peor, ya que
el N, es mayor o igual al N, asintético pero imponiendo las condiciones de contorno “mds inestables
posibles”, es decir todo el contorno de la parcela con velocidades impuestas el N,, resulta ser

N, = (Nypor elemento) x (nimero de elementos)

+ (numero de nodos adicionales de contorno) (1.34)

— (ntimero de condiciones de contorno)

< (Nypor elemento) x (nimero de elementos) = (N, asintético)

Entonces, si bien el test de la parcela asintético permite descartar una serie de familias de inter-
polacién, el test aplicado sobre parcelas méas pequeno resulta ser mas restrictivo. Por ejemplo para la
interpolacién @1/P0 el analisis asintético da N, por celda = 2, N, por celda = 1 lo cual en principio
esta bien, pero cuando vamos a una parcela de 2 x 2 = 4 elementos cuadrangulares tenemos N, = 2
(sélo el nodo de velocidad del medio esta libre), N, = 3 (uno de los nodos de presién siempre estd
restingido) lo cual estd mal.

Sin embargo, puede verse que un macroelemento triangular formado por 3 elementos Q1/P0 es
estable.

La relacién asintética mds apropiada parece ser N, = 2/N,,.

11



1.8 La condicion de Brezzi-Babuska

Si bien el test de la parcela es muy 1til para descartar posibles familias de interpolacién, no es suficiente
para asegurar la convrgencia. Rios de tinta han corrido en cuanto a cual es la condicién para asegurar
convergencia en problemas de este tipo y la respuesta es la conocida “condicion de Brezzi-Babuska”
tambien conocida como condicion “nf-sup”.

V- v, dQ _
inf  su Joan¥ v — BB >C #C(h) (1.35)

b _
3 EX=0v, w0 ( [ Vv 2dQ) " ( [,y g2 ds)

Trabajando un poco esta ecuacién puede llegarse a la conclusién de que

BB = minimo autovalor de{QK 'Q"M, '} (1.36)

donde M, es la “matriz de masa” de las funciones de presion es decir

My, = /Q Ny Ny, dQ2 (1.37)

Como M, es una “matriz de masa”, tiene un nimero de condicién muy bajo y no afecta mucho la
expresién anterior, de manera que podemos tomar también

BB = minimo autovalor de{QK'Q”} (1.38)

Notemos que la matriz en cuestién es la misma que se obtiene si condensamos el sistema total en
el vector de presiones, ec. (?77). De manera que el criterio de BB parece relacionar la convergencia del
espacio de interpolacion con el comportamiento de los autovalores para h — 0.

1.9 Métodos FEM estabilizados

Podemos modificar el sistema de ecuaciones a resolver si agregamos a la ecuacién de momento un
término de estabilizacién que proviene de tomar el gradiente de la ecuacion de continuidad y otro
proporcional a la divergencia de la ecuacién de momento a la ecuacion de continuidad. El sistema
modificado es

vAu—Vp—pV(V-u)=f (1.39)
V-u—alAp=—a(V-f) (1.40)
El sistema de ecuaciones es
_ —_OT _

alLi Q P _ aS (1.41)

-Q vK+ 4G U F

donde

H,, = /Npp,,kNpV,k dQ (1.42)
Gipjv = /Nuu,iNu,,J dQ (1.43)

12



son aproximaciones a los operadores de Laplace (vectorial) y “grad-div”.

Notar que con el agregado de estos términos de estabilizaciéon ahora el bloque que antes era nulo
yva no lo es. Por otra parte el sistema es ahora eliptico, con lo cual deberian imponerse también
condiciones de contorno sobre la presién. (Lo cual no es trivial). En la practica “se deja la presion
libre” lo cual es equivalente a imponer derivada normal de la presién nula (g—ﬁ = 0) lo cual no es
cierto pero se absorbe en una capa limite de espesor h.

13
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Figura 1.10: Combinaciones de espacios de interpolaci ’on de elementos finitos. Velocidades continuas,

presiones discontinuas.
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Figura 1.11: Parcela de 2 x 2 elementos cuadrangulares. Nodos pintados de negro indican grados de
libertad restringidos.
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