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Espacios vectoriales
Espacio vectorial

Espacio vectorial (real) V: Conjunto de elementos u,v,w, ...
(“vectores”) t.q.

@ VYu,v,w € V, se verifica

utveV
u+t+v=v-+u, ut+(v+w)=(u+v)+w

@ Jo € V (vector nulo) t.q.

v+o=v, YveV
VueV, I(—u)eVtqu+(-u)=o

Q Va, B € R se verifica:

a(fu) = (aBf)u, (a+plu=au+pu, a(u+v)=au+av
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Espacios vectoriales Espacio vectorial Euclideo - Producto escalar

Espacio vectorial Euclideo

Espacio vectorial Euclideo E: Espacio vectorial real t.q., Yu,v € E, se
define el producto escalar u - v con las propiedades:

u-v=v-u
>0 (u-u=0&u=o0)

@ El producto escalar es bilineal:
(au+pv)-w=a(u-w)+3(v-w), Vo,feR uv,weck

@ Siu-v =0, entonces u y v son ortogonales
o Se define el médulo de u € E: |u| = /u-u

o Si |u] =1 entonces u es un vector unitario o versor
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Espacios vectoriales Producto vectorial

Producto vectorial

Producto vectorial: dados u,v € E C R3 (notar: esta operacién
esta restringida a R3), se define u x v =w € E con las propiedades:

UXv=-vxu (1)
ux v = (- u)(v-v) - (u-v)? 2)
u-(uxv)=0 = ul(uxv)lv

(au+ pv) x w = a(u x w) + (v x w), Va,B €R

Usando (1) para u =v:
uxu=o YueE
Usando (2) para u y v unitarios:

lux v+ (u-v)?>=1

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018



Espacios vectoriales Producto vectorial

Interpretacion geométrica de producto escalar y vectorial

u-v=ul|v|cosf

uxv=|u|l|v|senfk
_uxv
©Jux v

Demostracién de (2):

luxv]®=(uxv)(uxv)=|ufv]?sen?d = |u|?|v|*(1 — cos’ 0)

= [uf?[v[? — (lul [v| cos ) = (u- u)(v - v) — (u-v)?
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Espacios vectoriales Bases en el espacio vectorial Euclideo 3D

Bases en E C R3

e Base {v;} en E C R3: triada de vectores Vi, Vs, v3 € E linealmente
independientes (L.I.).

e Base ortonormal {e;} en E: base formada por vectores e, ez, e3 € E
unitarios y mutuamente ortogonales, i.e.

1=\ _ . )
e-e = { 0 i) } =J;; (delta de Krdonecker)

€;
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Espacios vectoriales Descomposicién de vectores

Descomposicion de vectores

@ Todo u € E puede descomponerse como

u =uje; + ures + uzes (3)

u; : componente de u respecto de e;

Haciendo (3)-e; :
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Espacios vectoriales Convencién de sumatoria de Einstein

Convencidn de sumatoria de Einstein

En notacién indicial, la convencién de sumatoria de Einstein implica suma
sobre cada indice que aparece repetido (indice “dummy” o mudo).
Se llama indice libre al que aparece sélo una vez.

Ejemplo

w |

u = uje; + uep + uzes = E ujej = ujej,
j=1
djjuj = 0j1u1 + Ojpuz + 0j3U3 = Uj
u-v=(uiej) - (vje)) =ujvje;-e = ujvjdj; = ujv;
uf> =u-u=uy;
[AB]jj = AixByj
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Espacios vectoriales = Simbolo de permutacién

Simbolo de permutacion

Sea {e;} una triada dextrdgira, i.e.:
e Xez=e;, e3z3Xe =ey, e Xe=e3 (4)

Se define el simbolo de alternancia, de permutacién o de
Levi-Civita:

1 si ijk permutacién ciclica de 123
gjk = § —1 si ijk permutacién ciclica de 321

0 demds casos.
= Ejki = Ekij = —Eikj
Ahora, (4) puede escribirse

€ X € = gjjkex
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Espacios vectoriales Producto vectorial en notacién indicial

Producto vectorial en notacion indicial

Siendo
€ X € = gjjke

Producto vectorial en notacion indicial:
uxyv= (u,-e,-) X (VjEj) = ujvje; X € = gjjujvj ek
——

[uxv]k
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Producto escalar triple

(uxv)-w=(gjpuiviep) - (Wkek) = &ijicliVj Wi (5)
Expandiendo (5):

(u X V) - W = £123U1VoW3 + £132U1 V3Wo + €231 U V3W1
+ €213U2VI W3 + €312U3VI W2 + €321 U3Vo W]

= u1(vows — vawp) — up(vaws — vawy ) + uz(viwa — vowy)

uy us us u vi w
= |1 %) V3| = |Ux Vo Wo ( 6 )
wy w2 w3 uz vz w3
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Producto escalar triple

@ Regla de conmutatividad

iy ux2 U3
(UXV)'W: %1 Vo V3
wy w2 w3

vi V2 V3
= |wi Wy w3 :(VXW)'I.I
iy u2 U3
wy w2 w3
= | u» us :(WXU)-V
vi V2 V3

e u,v,w linealmente dependientes (L.D.) < (uxv) -w=20
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Interpretacion geométrica del producto escalar triple

[(u > v) - w| = [(Juf v]sen &) (|w] cos ¢)|
= (4rea de la base)(altura)
= volumen del paralelepipedo

de lados paralelos a u, vy w
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Sea A una matriz 3 x 3 de elementos Aj;. Usando (5) y (6), mostrar:
det A = €;jkA,'1AJ'2Ak3 = €ijkA1iA2jA3k = det AT (7)
Deducir luego:

EijkAipAjgAkr = (det A)epgr (8)
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Espacios vectoriales Producto escalar triple entre vectores base

Producto escalar triple entre vectores base

(ei x €)) - ex = epgrleilplejlqlen]r
= epgr(ei - ep)(ej - eq)(ex - er)
01 dj1 Ok 0i1 O 0j3
= 5pqr6ip5jq5kr = |02 5] Ok2| = 6.1 51 6.1
0i3  0j3 Ok3 0k1 Ok2 O3
= €igr0jgOkr = EijrOkr

= €jjk

e Dada una triada ortonormal {e1, ez, e3}, si

{e1,ep,e3} es dextrogira

1,
(e1x ep)-e3 = { —1,  {e1,ep, e3} es sinistrégira
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Espacios vectoriales Igualdad epsilon-delta

lgualdad epsilon-delta

e Dado

01 i1 O 0i1 02 0i3
Eijk = €pgrOip0igOkr = |0i2 0j2 k2| = |0j1 dj2 ;3
0i3 0j3 Ok3 Okt Ok2 Ok3

resulta
di1 02 03| [dp1 g1 Orm1 dip  Oig  Ojr
€ijkEpqr = det (Sj (5] 5j 5,32 5q2 Or2 = (5jp 5jq 5jr
Ok1 Ok2 O0k3] [0p3 0g3 Or3 Okp kg Okr

Notar: 5,‘1(5,,1 + 5,‘2(5,32 + (5,’35,,3 = 5U5Pj = (5,',,
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Espacios vectoriales Igualdad epsilon-delta

lgualdad epsilon-delta

Hagamos r = k en (9):
dip dig ik
EijkEpgk = |0jp  Ojg  Oj
Okp Okg Okk
= Okp(digOjk — Oikdjq) — Okg(dipdjk — dikjp)
+ 0k (0ipdjq — Sigjp)
= (0igdjp — dipdjq) — (dipdjg — Gigdjp) + 3(8ipdjq — digdjp)
= dipdjq — digljp

— lgualdad ¢-6:

EijkEpak = Oipdjg — igljp (10)
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Espacios vectoriales Producto vectorial triple

Producto vectorial triple

u X (VX W)= uses X (ExpgVpWqek)
= Ekpq€krsVpWqls€r
= (0prdgs — OpsOgr)VpWaquse,

= (wqug)(vpep) — (vpup)(wyeq)

=(u-wv—(u-v)w

@ Regla nemotécnica: haciendoa=u, b=v, c=w,

ax(bxc)=(c-a)b—(b-a) (abc = cab — bac)
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Espacios vectoriales Cambio de base ortonormal

Cambio de base ortonormal

@ Sea {e!} una segunda base
ortonormal dextrdgira

e En la base {e;}:
e; = (e} -ep) e, = Qppep
——

el

@ Interpretacién geométrica:

QU = ei- ‘€ = Cos(e:'vef)
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Espacios vectoriales Propiedades de la matriz de rotacién

Propiedades de la matriz de rotacién

Definimos la matriz de rotacion:

Qu Q2 Q3 [e1]r [e1]2 [e}]s
Q=[Qj] = [Qa1 Q2 Qx| =|[e5]1 [e5]> [e5]3

@31 @32 (33 [e3]: [e3]2 [e3]3

@ Por la ortonormalidad de {e’}:

\59‘/: e e = Qil(ex €)= QuQix = %
=[]y =[QQT;
QQT=1— Q" =Q! (matriz ortogonal)
[QTQl; = Qi Quj = QuiQij = Jj;

= QuiQx = 6jj = Qi Qi (11)
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Espacios vectoriales Propiedades de la matriz de rotacién

Propiedades de la matriz de rotacién

{e}} dextrégira

1
Q ortogonal propia (rotacién)
Q ortogonal impropia (reflexion)

/ - - 7 -
{e}} sinistrégira
@ Notar que

le1]: [er]> [e]s
detQ = |[es]1 [e5]a [er]s| = (e1 x €))-e;
le3]1 [e5]2 [e3]s
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Espacios vectoriales Propiedades de la matriz de rotacién

Cambio de base ortonormal

Dado
e; = Qipep (12)
Premultiplicando (12) por Qj; y usando (11):

/
Qijei = Qi Qipep = djpep = €;
— e; = Qji€]
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Espacios vectoriales Componentes de vectores en dos bases ortonormales

Componentes de vectores en dos bases ortonormales

Dadas las bases ortonormales {e;} y {€/} relacionadas entre si por
e, = Qjpe e = Qj€]
i — Wip€p, i — i€
/ / .
Sean v;, v/ componentes de v respecto de {e;}, {e}}, luego:
v=vie = viQue, =v.e, = v, = Qv
— VS T NSk = VkEk k = WkiVj
Y Y A _ i ,
v = vy = v Qe = viej = vj = Qv

—> las componentes de v transforman como los vectores de base
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Espacios vectoriales Componentes de vectores en dos bases ortonormales

Ejemplo
o Sea {e!} resultante de rotar {e;} un dngulo 6 alrededor de e3:
NG
e} =cosfej +senfe, e
e, = —senfle; + cosfep (13)
e; =e3 e
cosf) senf 0O 0
= Q= |—senf cosf 0 e=e e,
0 0 1
@ Puede verificarse que Q es ortogonal propia.

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018 24 / 96



Espacios vectoriales Espacio Euclideo de puntos

Espacio Euclideo de puntos

o Espacio Euclideo de puntos:
conjunto £ de puntos x,y,z t.q.,
Vx,y € &, v(x,y) €R, y
Vx,y,z € £ se verifica

v(x,y) =v(x,z) +v(z,y) (14) T
v(x,y) =v(x,z) <=y =z
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Espacios vectoriales Origen y vector posicién

Origen y vector posicion

Introducimos la notacién x(y) = v(x, y)
Adopcion de un origen: tomamos un punto fijo arbitrario o € £

como origen.
Luego, x = x(0) es el vector posicion de x (relativo a o).

Notar que x(y) = x(0) — y(o0) es
independiente de la eleccion de o.
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Espacios vectoriales Distancia - Espacio métrico

Distancia - Espacio métrico

e Distancia d(x,y) entre x,y € &:

d(x,y) =Ix—yl = V(x~y)- (x-y) (15)

El mapeo bilineal d : £ x £ — R es una métrica, i.e.:
Q d(x,y) =d(y,x)
Q d(x,y) <d(x,z) +d(z.y)
Q d(x,y)>0,cond(x,y)=0<=x=y

@ Al estar dotado de una métrica, £ constituye un espacio métrico
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Espacios vectoriales Coordenadas cartesianas

Coordenadas cartesianas

Para o fijo, a cada x € £ corresponde Ix € E
Sea {e;} una base ortonormal de E

Las componentes x; de x estdn dadas por x; = x - €;

Definimos el mapeo ¢ : £ — R como:

ei(x) =x-ej, i=1,2.3

o {o,¢;}: sistema coordenado cartesiano rectangular en £
e x;: coordenadas cartesianas del punto x en {o, ¢}
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

@ Sean dos sistemas coordenados {o, €},
{0/, e/} t.q. € = Qjje;

@ Dado el punto x € &, su posicién en
{0, e} resulta

x' =x(0') =x(0) —0'(0) =x—¢

e Tomando producto escalar con e:

xi=x-e=(x—c) (Qe;) = Qslej - x—ej-¢) = Qi(x — g)
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

o La transformacién de {o, ei} — {0, e/} estd definida por
x = Qu(xk — cx), Qix, ¢k € R constantes (16)

La matriz jacobiana de esta transformacion es la matriz cuya
componente jj es:

a /
8XJ Q:ka X = Qidij = Qjj (17)
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

e Multipliquemos (16) por Qjx:
Qux; = Qi Qij(xj — ¢j) = dkixj — Qik(Qjicj) = xk — Qikc;
= la transformacién {0, e/} — {o, ;} estd definida por
xk = Qi(x! + ) Qik, ¢! € R constantes

La matriz jacobiana de esta transformacién es la matriz cuya
componente ij es:

Ox; ox!
8;(( = Qkiaixl? = Quidkj = Qji (18)
J J
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

Comparando (17) y (18):

@ Por regla de la cadena:

Ox;  Ox; 0x _
By ox Dx = Q = [Qjj] ortogonal
~— =~
0jj Qui Quj
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Tensores cartesianos ~ Tensién en un continuo

Tensidon en un continuo

@ Sea un elemento infinitesimal de drea dS con normal n. El material a
un lado de dS ejerce sobre el material al otro lado una fuerza tdS.

@ El vector de tension t verifica:
© Dimensién: [fuerza/area]
@ Depende de la orientacién n de dS = t = t(n)
Q t(—n) = —-t(n)

@ Postulamos que t depende linealmente de n:
t(n)=Tn (19)

o T:E — E: mapeo lineal independiente de n
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Tensores cartesianos ~ Tensién en un continuo

@ Respecto de la base {e;}, (19) toma la forma
t,-(n) = T,'jnj (20)

T;j: componentes (cartesianas) de T respecto de la base {e;}.
e Adoptemos n = e; en (19):

tier) = Tile1]; = Tjd1; = Ta

N
e3

™

oy 0o

as
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Tensores cartesianos ~ Tensién en un continuo

e Adoptando n = ej en (19):

tile) =T,
e Adoptando n = e3 en (19):

ti(es) = Tiz

= Tjj son las componentes de los vectores de tensién actuantes sobre
los tres planos coordenados, mutuamente perpendiculares, que pasan
por un punto material
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Tensores cartesianos ~ Tensor de tensién

Tensor de tensidon

o El estado de tension estd caracterizado por:
@ las componentes Tj; en una base {e;}, o
@ el mapeo lineal T (descripcién invariante)
@ T es un tensor (de 2° orden) en EE. En este caso, es el tensor de
tensiones

Para un fluido inviscido a presion p, T = —pl (en componentes,
Tij = —pdj)
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Tensores cartesianos ~ Tensores cartesianos de 2° orden

o Sean t;, Ty, njy t;, Tj;, n; componentes de t, T.n en {e;} y {e}},

respectivamente. Luego

/ !/
t; = 7_,jnj = Qirtk
= Qik Ty
/
= Qik Tk Qjin;

Dado que nj’- es arbitrario, llegamos a la regla de transformacion de
componentes de un tensor de segundo orden bajo cambio de
base ortonormal {e;} a {e/}:

Ti = Qi@ T

o Esta regla serd usada para caracterizar tensores
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Tensores cartesianos ~ Tensores cartesianos de 2° orden

Tensores cartesianos de 2° orden

e Tensor cartesiano de 2° orden (CT(2)): entidad T de
componentes Tj; respecto de una base {e;} que transforma como

T/_// = Qinjq qu (21)

bajo cambio de base e; — €. = Qjje;

@ Si ordenamos los componentes de los tensores en las matrices
T =[T;], T'=[T;], Q=[Qj], podemos rescribir (21) como

T/ _ QTQT
Por la ortogonalidad de Q, Q' = QT luego
T=Q'T'Q
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Tensores cartesianos ~ Tensores cartesianos de orden n

Tensores cartesianos de orden n

e Tensor cartesiano de orden n (CT(n)): entidad T de componentes
Tiiy..i, (n indices) respecto de una base {e;} que transforma como

T/1 ih.. Qlljl lejz : Qinjn 7}1]2.--,/,1 (22)

bajo cambio de base e; — €. = Qjje;
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Tensores cartesianos ~ Tensores cartesianos de orden n

Q Un escalar es CT(0)

@ Un vector es CT(1)

@ Un tensor de tensiones es CT(2)

Q La delta de Krénecker es CT(2) porque

5 = e - € = (Qipep) - (Qjgeq) = QipQjqlpq

© El simbolo de permutacion ey es CT(3)
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Tensores cartesianos Producto tensorial entre vectores

Producto tensorial entre vectores

@ Definimos el producto tensorial o diadico u ® v entre los vectores
u,v € E como el CT(2) de componentes [u ® v];j = u;v;.

Se verifica que es CT(2):
[u® V] = ujvj = QipQjgupVg = QipQjg[u & V]pq
@ u®v aplicado a w € E da el vector

[(u@v)w]; = (ujvj)w; = (vjw))u;

(u@v)w = (v-w)u, Vu,v,w € E

En particular:

(ei®ej)n=(ej-n)e;=nje; Vnck (23)
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Tensores cartesianos Representacién indicial de un tensor de 2° orden

Representacidn indicial de un tensor de 2° orden

e Para T € CT(2), se multiplica (23) por Tj:
(Tijei @ ej)n = Tjnje; = [Tn];e; = Tn
Como n es arbitrario, tenemos
T=Tje®e (24)

= {e; ® e;} constituye una base en R? (espacio vectorial real 9D) de
tensores de 2° orden

@ Asi como v; =v-e; para v € E, podemos obtener las componentes
del tensor de 2° orden T en la base {e;} haciendo:

ey - Te, = T,'J' ey - (e,- &® ej)e/ = T,'j e ([e/]je,-) = T,-jéljdk,- = Tk/
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Tensores cartesianos Representacién indicial de un tensor de 2° orden

Notar:

© En general, no pueden encontrarse u,v € E tal que T = u® v para
T € CT(2) arbitrario

@ |, tensor identidad de componentes cartesianas ¢j;, resulta

I=djei®e =€ ®e; V{e;} ortonormal
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Tensores cartesianos Representacién indicial de un tensor de 2° orden

Tensores de orden n > 2

© El producto tensorial se puede repetir, por ejemplo:
UR VAW = ujvjwe ® e Qe es un CT(3)

. . 33 .
= {e; ® ej ® e} constituye una base en el espacio R*>" (espacio
vectorial real 27D) de tensores de tercer orden.

La expresién general de un CT(3) es:
T=Tje ®e; @ e
@ La expresion general de un CT(n) es:
T=Ti, i€, ®Ve,® Qe

referido a la base {e;, ® e, ®--- ® e; } del espacio R3" (espacio
vectorial real 3"D) de tensores de orden n.
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Tensores cartesianos Producto tensorial entre tensores

Producto tensorial entre tensores

o Se define el producto tensorial entre los tensores S € CT(m) y
T € CT(n) como el tensor S® T € CT(m + n):

SOT =S5 inTj.j€s @ - Qej,Re; ® Qe

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecénica de Sélidos 19 de septiembre de 2018 45 /



Tensores cartesianos Contraccién

Contraccién

Contraccién: Sean T, i, ..i...i, componentes de un CT(n).
Hacemos i, = i y sumamos sobre i, de 1 a 3. Estos indices se dicen
contraidos y el orden del tensor se reduce en dos.
@ u®vcontraeenu-v
@ T € CT(2) contrae en el escalar T;; = tr T (traza de T), invariante
escalar de T pues

T,/, = QipQig Tpg = 0pg Tpg = Tpp

© Dados S, T € CT(2), el producto tensorial S® T € CT(4) de
componentes [S ® T]jy = S Ti contrae de diversas maneras, por
ejemplo:
Jj=k: S;Ty=[ST]y, donde ST € CT(2) es el producto interno entre Sy T,
que contrae a su vez en el escalar tr(ST) = S; T},
j=1 S;Ti =[ST ], donde ST € CT(2) es el producto interno entre S y
T, que contrae a su vez en el escalar tr(ST") = S5;T; =S: T
Q@ TT=T2 TT?=T3 ...,TT("Y = T" (n entero) contraen en
tr(T?), tr(T3), ..., tr(T"), invariantes escalares de T
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Tensores cartesianos Tensores isétropos

Tensores isétropos

Tensor isotropo: aquél cuyas componentes no cambian por cambios
de base (ortogonal propia) arbitrarios.

CT(0): Todos los escalares son isétropos.
CT(1): No existen vectores isétropos no triviales.
CT(2): Los dnicos tensores isétropos son al con a € R.

CT(3): Los dnicos tensores isétropos son aquéllos de componentes
agjik con o € R.

CT(4): Los dnicos tensores T € CT(4) isétropos tienen componentes
T = 0oy + Boudj + vdidji con o, B,y € R.

CT(>4): Sus componentes se expresan como combinaciones lineales
de productos de deltas de Kronecker y simbolos de permutacién.
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Tensores cartesianos Isotropia en vectores

Isotropia en CT(1)

@ Supongamos que el vector v es isétropo, entonces

Qjjvj = vi, o Qv = v, YQ ortogonal propia
Elegimos:
0 10
Q=1|-1 0 0 (25)
0 01

(rotacién 7/2 en torno a e3), tenemos v; = vo = 0.
e Similarmente, tomando rotacién 7/2 en torno a e; o e, vemos que
V3 = 0.

= Sélo v = o es isétropo.
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Tensores cartesianos Isotropia en tensores de 2° orden

Isotropia en CT(2)

@ Sea T un CT(2) isétropo:
QipQigTpg = Tjj, o QTQT =T, VQ ortogonal propia (26)

Para Q dada por (25), tenemos :

Ty —Tor  Ta3 Tiin T2 T13
—Tio Tun —Tiz| = |Taa T T3
T2 —T31  T33 T31 T3 Ts3
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Tensores cartesianos Isotropia en tensores de 2° orden

Isotropia en CT(2)

La eleccién
1 0 0
Q=10 0 1
0 -1 0
(rotacién /2 alrededor de e1) da Tio = To1 =0y T33 = Ti1, de
forma que
T,'J' = T11(5,'J'

Como (26) vale para oT, con « escalar arbitrario, necesariamente T
es miltiplo de I.
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Tensores cartesianos Isotropia en tensores de tercer orden

Isotropia en CT(3)

@ Se demuestra que todo miltiplo del tensor CT(3) de componentes
Ejjk €s isétropo:

Ef-jk = QipQjqQurepgr = (det Q)ejik = ejjk,  VQ ortogonal propia
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Algebra tensorial Tensores de 2° orden como mapeo lineal

Tensores de 2° orden como mapeo lineal

@ Revemos ahora la teoria en forma invariante, i.e., sin recurrir a la
definicién de una base.

o Tensores de 2° orden como mapeo lineal: el tensor de 2° orden T
es el mapeo lineal T: E — E, o:

T:u—Tu con Tue EVueE
Linealidad implica
T(au+ fv) = aTu+ 5Tv, YuveE a,5€R

@ Los tensores de 2° orden pertenecen al conjunto £(EE,E) de todos los
mapeos lineales de E en [E, que es un espacio vectorial.

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018 52 / 96



Algebra tensorial Producto interno entre tensores de 2° orden

Producto interno entre tensores de 2° orden

@ Se define el producto interno ST como
(ST)u = S(Tu), VS, Te L(E,E),ucE

En componentes cartesianas, [ST]; = Si Tyj, que es una contraccién
deS®T.

@ Los tensores cero 0 y unitario o identidad | de 2° orden satisfacen

Ou = o, lu=u, VYuekE
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Algebra tensorial Tensores de 2° orden como mapeo bilineal

Tensores de 2° orden como mapeo bilineal

@ Tensores de 2° orden como mapeo bilineal: el tensor de 2° orden
T es la funcién bilineal T: Ex E — R

T(u,v) =u-(Tv)

@ Los tensores de 2° orden pertenecen al conjunto L(E x E, R) de todos
las funciones bilineales de [E x E en R, que es un espacio vectorial.

@ Dado el tensor T de 2° orden, podemos decir indistintamente que
TecL(EXE,R)oqueTe L(EE).

Tales espacios se dicen isomorfos.
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Algebra tensorial Tensores de 2° orden como mapeo bilineal

Dada una base ortonormal {e;} para E

(e,~ ® ej)(u,v) =u- (e,- ® ej)v =u- (6j . v)e,~

=u-vie;=(u-e)y; = vy = (U v);
Para T arbitrario,
T(u,v) = T(uiei, viej) = ujviT(ej, e)) = T(ej, ej)(e; @ ej)(u, v)
Como u,v € [E son arbitrarios,
T =T(ei,ej)e;®e; (representacion de T en la base {e; @ e;})
Luego, por (24),

T(ei,e)) =Tj (componente de T relativa a la base {e; ® e;})
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Algebra tensorial Tensor transpuesto

Tensor transpuesto

@ Definimos el tensor transpuesto T t.q.
T (uv)=u-T'v=v-Tu, VuveE
@ En componentes cartesianas:

u[T v = viTiu  Vui,v
T _ T
=T, =[T ]j=T;

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018



Algebra tensorial Tensor simétrico de 2° orden

Tensor simétrico de 2° orden

Un tensor de 2° orden S es simétrico si S = S’ . En componentes
cartesianas, S;j = Sji.

El tensor identidad de 2° orden | es simétrico, pues

u-v=v-u, Yu,v e E

u-lv=v-1"u =1=17
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Algebra tensorial Tensor antisimétrico de 2° orden

Tensor antisimétrico de 2° orden

Un tensor de 2° orden W es antisimétrico (o skew) si W' = —W.
En componentes cartesianas, W; = —Wj;.

@ El vector w de componentes cartesianas w; = %s,-jk Wy es llamado
vector axial de W

Mostrar:

Q cipgwi = Wep
Q@ wxa=Wa VackE
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Algebra tensorial Tensores simétricos y antisimétricos de 2° orden

Tensores simétricos y antisimétricos de 2° orden

@ Un tensor simétrico de 2° orden (en R3) tiene 6 componentes
independientes.
@ Un tensor antisimétrico de 2° orden (en R3) tiene 3 componentes
independientes.
@ Un tensor arbitrario puede escribirse como suma de uno simétrico y
uno antisimétrico:
T:%<T+TT>+% <T—TT>

simétrico antisimétrico
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Algebra tensorial Determinante de tensores de 2° orden

Determinante de tensores de 2° orden

@ Definimos el determinante de T como el determinante de la matriz
T de componentes de T en una base ortonormal:

detT = Eijk Ti sz T3
Siendo T = QTQT, resulta:
det T = det Qdet Tdet Q7 = det T

= det T es un invariante escalar de T
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Algebra tensorial Inversa de un tensor 2° orden

Inversa de un tensor de 2° orden

o SidetT # 0, existe un tnico tensor T, llamado tensor inverso de
T, t.q.

TT l=1=T71!T
det(T™1) = (det T) ! (27)
(ST) ! =T71s7!  VvScL(EE)

@ Se define el tensor adjunto de T:

adjT=(detT) T 7T conT T =(TH)1=(THT
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Algebra tensorial Autovalores y autovalores de un tensor de 2° orden

Autovectores y autovalores de un tensor de 2° orden

o Autovectores de un tensor de 2° orden: dado T € L(E,E), ve E
es autovector de T si existe A € R t.q.

Tv = )\v (28)

A: autovalor de T correspondiente a v

@ Las ecuaciones (28) tienen solucién no trivial v # o si

det(T—Al)=0 (ecuacion caracteristica para T) (29)
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Algebra tensorial Invariantes principales de un tensor de 2° orden

Invariantes principales de un tensor de 2° orden

@ La expansién de (—1)x(29) da:

Tii— A T12 T13
- det(T - )\l) =— T T — A T32 =
T31 T32 T33 — A

Mo MM+ LMA-K(T)=0 (30
donde /; son los invariantes principales de T:
W(T)=trT
h(T) = % [(tr T)? — tr T2
B(T)=detT=2[(trT)* = 3tr T tr T> + 2tr T°]

@ Para cada solucidn real de

—~ =

30) tenemos un autovector v real.
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Algebra tensorial Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema de Cayley-Hamilton

Aplicando T a (28) r — 1 veces, tenemos
T'v=\v (31)
Multiplicando (30) por v y usando (31):

A3 — B(T)A%v + h(T)Av — (T)v =0
[T}~ ()T + (T - K(Mljv=o0

de donde
T - (DT 4+ L(MT-K(MI=0 (32)

@ Teorema de Cayley-Hamilton: todo tensor de 2° orden satisface su
propia ecuacién caracteristica
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Algebra tensorial Teorema de Cayley-Hamilton
Ejercicio

SidetT # 0 mostrar:
det(T"1=A71) =0

y luego:
AT —h(T A2+ (T HA T —K(T =0

h(T™Y) = h(T)/k(T)
b(T™) = h(T)/k(T)
K(T™Y) =1/K(T)

19 de septiembre de 2018

Mecdnica de Sélidos

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos



Algebra tensorial Teorema de Cayley-Hamilton

Mostrar

T = (T = h(T)T + L(T))/h(T)

y deducir que T' puede expresarse en términos de |, T, y T2, con
coeficientes invariantes de T, para r entero positivo o negativo.

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018



Algebra tensorial Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Sean \; y v(), [ =1,2 3, autovalores y autovectores de T. Luego:

Tvl) = \v() (no suma en 1)
de donde:
v - (Tvl)) = A0 -y (33)
v (Tv0)) =0 (TTy()) = )\j\,(i) v (34)

Si T=TT, haciendo (33)—(34) obtenemos:

(A = 2 vl =0 (35)

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018 67 / 96



Algebra tensorial Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Autovalores y autovectores para tensores simétricos

@ De (35), resulta
Q SiN#N, i #J:
v .yU) =0 (36)
e Si)\,':>\j7é/\k,i§éj7£k7£i:
vy — Oy = o
Pueden elegirse vectores v(), vU) arbitrarios, normales a v(¥) y normales
entre si.

@ Si\i=)\ =M\, i#j#k#i, pueden elegirse vectores v() vU) y(¥)
Y
(arbitrarios) mutuamente ortogonales.

@ En todo caso, los autovectores de T simétrico son mutuamente
ortogonales
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Algebra tensorial Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Autovalores para tensores simétricos

Probaremos que \; € R por el absurdo:
o Si \; € C satisface la ecuacién caracteristica, también lo hace su
conjugado \; € C
o Siv() es el autovector correspondiente a \;, su conjugado V(") es el
autovector correspondiente a \;

o Luego: o _
(N =)y v 0
#£0 =|v()|2>0
= Imposible verificar (35) = los autovalores de T simétrico deben ser
reales
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Algebra tensorial Representacién espectral de tensores simétricos

Representacidn espectral de tensores simétricos

o Sean v() autovectores de T normalizados (i.e., [v()| =1) t
= v gyl (suma sobre /)

Llegamos a la representacién espectral de T:
T=TI=(Tv) Z)\V()@)V

o La matriz de componentes T’ en la base {v())} es diagonal, con
componentes A1, Ao, A3

e En la base {e;}, la matriz de componentes T
T=Q'TQ

con Q;j = vl . ¢;
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Algebra tensorial Representacién espectral de tensores simétricos

Representacidn espectral de tensores simétricos

SI )\2 = )\12
T=Ml+ (3 — 2O @v®

OSi)\3:>\2:/\12
T =Ml

Autovectores de T = ejes principales de T

e Dos tensores simétricos de 2° orden T y S con los mismos ejes
principales se dicen coaxiales

Autovalores de T = valores principales de T
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Algebra tensorial Representacién espectral de tensores simétricos

Mostrar que si A1, A2, A3 son valores principales de T, los invariantes
principales resultan

h(T)=A1+ X2+ A3

/2(T) = XoA3 + A3 + Ao
/3(T) = A A2)\3

Mostrar que S y T son coaxiales si ST = TS.
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Algebra tensorial Tensores definidos/semidefinidos positivos

Tensores definidos/semidefinidos positivos

@ Un tensor T de 2° orden se dice definido positivo si
v-(Tv) >0WE€eE v#o

@ Un tensor T de 2° orden se dice semidefinido positivo si
v:(Tv) >0VYv € E, v # o, con al menos un v # o para el que valga
la igualdad

@ Si T es simétrico y definido positivo, luego A; > 0 para i =1,2,3

@ Si T es simétrico y semidefinido positivo, luego A; > 0 para
i=1,2,3, conalgin \; =0
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Algebra tensorial Tensores definidos/semidefinidos positivos

@ Definimos la raiz positiva de T como

3
TV2 2 37 220 gy

i=1

e Si )\ >0, i=1,23 lainversa de T existe y su representacion
espectral es:

3
i=1

o Notar que T2 y T~1 son coaxiales con T
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Algebra tensorial Tensores antisimétricos de 2° orden

Tensores antisimétricos de 2° orden

@ Sea W antisimétrico de 2° orden:
W’ =_-w (37)
Sus invariantes principales resultan
h(W)=trW =20
h(W) = % [(trW)? —trW?] = —%trWz
= _%WijWﬁ = %WUWU = Wi + Wi + W3
(W) =detW =0
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Algebra tensorial Tensores antisimétricos de 2° orden

@ La ecuacidn caracteristica resulta:
A+ h(W)A = A2+ h(W)|A=0

Como h(W) > 0 VW # 0, W tiene un dnico autovalor real A\; =0,
al que corresponde el autovector v(V) t.q.

wv(d) = o
o Siw = e/ Wi;je; es vector axial de W:
wWvl) =w x v = o

= vl = aw, a € R, es el unico autovector real de W
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Algebra tensorial Tensores antisimétricos de 2° orden

Ejercicio
Sean u,v y W = w/|w| una base ortonormal, con w vector axial de W.

Mostrar:
W= (v-Wu)(vRu—u®v)

Deducir ademds que

W = (Wu) ® u —u® (Wu)
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Algebra tensorial Tensores ortogonales de 2° orden

Tensores ortogonales de 2° orden

@ En general, el producto escalar u - v no se conserva bajo la
transformacién lineal T E — E, i.e.:

(Tu) - (Tv) =u-(T'Tv) #u-v en general

@ Se denomina tensor ortogonal Q a aquél que conserva el producto
escalar:

(Qu)- (Qv) =u-(Q"Qv) =u-v
de donde
Q'Q=1=QQ" (38)
@ Q sera propio o impropio segtin

detQ — 1 tensor ortogonal propio
| =1 tensor ortogonal impropio
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Algebra tensorial Tensores ortogonales de 2° orden

Tensores ortogonales de 2° orden

De (38):
QA'Q-Q"=1-Q7
QTQ-1N=—-(Q" -1
@ Para Q propia, tomando determinante obtenemos:
det(QT(Q —1)) = —det(Q" — 1)
det(Q—1)=—det(Q—1)
= det(Q—-1)=0
= X\ = 1 es autovalor, al que corresponde el autovector u t.q.
Qu=u

= u no se modifica por aplicacién de Q
= u es eje de rotacién
@ Q impropia también tiene a autovalor A = 1.
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Algebra tensorial Tensores ortogonales de 2° orden

Tensores ortogonales de 2° orden

@ Si u (autovector de Q para el autovalor A = 1), v y w forman una
base ortonormal:

O=v-u=v- (QTQu) = (Qv) - (Qu) = Qv y Qu ortogonales
= (Qv) -u = Qv y u ortogonales
O=w-u=w- (QTQu) = (Qw) - (Qu) = Qw y Qu ortogonales
= (Qw) -u = Qw y u ortogonales
e Para Q propia, por (13) sabemos que 36 t.q.
Qv =vcosf +wsenf, Qw = —vsenf + wcos
con lo cual Q resulta:
Q=Q=QUuUeu+veV+wRw)
=QuRu+Qvav+Qwaw
=uu+(vedv+wew)cosfd+ (w@v—vew)send (39)
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Ejercicio
Usando (39), mostrar:
Qa=acosf + (a-u)u(l —cosf)+uxasenf, Vack
Si U es un tensor antisimétrico de 2° orden con vector axial u, mostrar:

Q = cosdl + (1 — cosf)(u ® u) + sen U

Mostrar que los invariantes principales de Q ortogonal son

h(Q)=h(Q)=1+2cosf,  h(Q)=1

Obtener la ecuacién caracteristica y ver que existe un dnico autovalor real.
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Campos tensoriales
Campos tensoriales

Dominio D: subconjunto abierto del espacio Euclideo de puntos £.
Campo: funcién f(x) que depende de la posicién x € D.

Campo escalar: funcién ¢ : D — R

Campo vectorial: funcion v: D — E

Campo tensorial de 2° orden: funcién T : D — L(E,E)

Campo tensorial de orden n: funcién T: D — L(E, ... E)
——

n veces

Genéricamente:

f=o¢,v,T

(40)
I =R,E, L(E,E), L(E, ... ,E)

f: D — 7 (Imagen) con {

@ Asumiremos o fijo y tnico (punto origen), asi que a cada x € £
corresponde !x € E. Luego, indicamos la posicién de un punto en D
como x € D o x € D, indistintamente.
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Campos tensoriales Continuidad de campos tensoriales

Continuidad de campos tensoriales

@ Un campo f es continuo en x € D si Ve > 0, existe un escalar
d(e,x) >0 t.q.

dz(f(y), f(x)) < € siempre que d(y,x) < (e, x)

d y dz: métricas asociadas con £ e 7.

Para T = L(E,R), se puede definir el producto escalar S : T =tr(STT), el
médulo |S|z = /S : S, y luego la distancia

dr(S, T) =[S - Tz

@ Si f es continua Vx € D, f es continua en D.
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Campos tensoriales Diferenciabilidad de campos tensoriales

Diferenciabilidad de campos tensoriales

@ Un campo f es diferenciable en x € D si existe un (inico mapeo
lineal G(x) t.q.
f(x+ ta) — f(x)

d
G(x)a = lim = —f(x+ ta) , VaeE
t—0 t dt =0

@ Si f es diferenciable Vx € D, f es diferenciable en D.

@ Si f es un campo tensorial de orden n, luego G es un campo tensorial
de orden n+ 1.
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Campos tensoriales Gradiente de campos tensoriales

Gradiente de campos tensoriales

@ G es llamado gradiente de f y escribimos G = grad f:

f(x+ ta) — f(x)

(grad f(x))a = tll_% .
d
= —f(x+ta)] VacE (41)
dt t=0

e Notar que si a es unitario, (grad f(x))a es la derivada direccional de
f en la direccién a calculada en x.
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Campos tensoriales Gradiente de campos escalares

Gradiente de campos escalares

@ Para un campo escalar ¢, grad ¢ = V¢ es el campo vectorial t.q.

(Vé(x)) -a= %(b(x tta)| ., VacE (42)
t=0
En componentes cartesianas:
¢
(V(ZS) ra= 87)@'3,
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Campos tensoriales Gradiente y divergencia de campo vectorial

Gradiente y divergencia de campo vectorial

o Gradiente de un campo vectorial v: campo tensorial
gradv =V ® v de 2° orden dado por

d
(Vev(x)a= —v(x+ta)] , VacE
dt t=0
En componentes cartesianas:

ov;
Vav],=-—=v,
U9 J

o Divergencia de v: campo escalar dado por
divv =V -v=tr(Vav)

En componentes cartesianas:

av;
Vov=_— =y
i

6X,'

(contraccién del campo tensorial V & v)

Victor D. Fachinotti, Juan C. Alvarez Hostos Mecdnica de Sélidos 19 de septiembre de 2018



Campos tensoriales Rotor de campo vectorial

Rotor de campo vectorial

@ Rotor de v: campo vectorial dado por
(rotv(x))-a=(V xv(x))-a=V-(v(x) xa), VacE

En componentes cartesianas:

0 0
[V x V] ak = &(V X a); = g(sijk‘/jak) = (kijVj,i) ak

= [V x V], = ejvj,i = €kij [V ®"]ji
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Campos tensoriales Rotor de campo vectorial

Ejercicio
Demostrar que V x v es el vector axial del tensor V@ v — (V@ v)T.

Luego demostrar que V x v puede definirse alternativamente por la
identidad

(V xv(x)} xa= {v ®v(x) — (V ®v(x))T}a, VacE

| \

Ejercicio

Si ¢ es campo escalar, mostrar que V x (V¢) = 0.

| A

Ejercicio

Mostrar que V - (V x v) =0 Vv campo vectorial.
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Campos tensoriales Gradiente de campos tensoriales de orden n

Gradiente de campos tensoriales de orden n

@ Para un campo tensorial T de orden n, grad T=V ® T es un
campo tensorial de orden n+ 1 t.q.:

(Ve T(x))a= %T(x + ta) , VaeE (43)
t=0

En componentes cartesianas:

OTiiy...i
[V T]. = T b
.. aXJ 1112...0n,J
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Campos tensoriales Divergencia de tensores de 2° orden

Divergencia de tensores de 2° orden

@ Si T es un campo tensorial de 2° orden, V® T es un campo tensorial
de orden 3 con tres contracciones posibles:
QdvT=V-T
Q@ dvT ' =Vv.-T7
Q grad(trT)=V(trT)

@ Es una cuestion de convencién decidir cual de las dos contracciones
posibles entre Vy T es V- T. Asumimos:

(V-T(x))-a=V-(T(x)a), Vack (44)
En componentes cartesianas:
0
[V Tlja = 5 [Tal; = Ty.iaj

— V- T, =Ty = [V.TTL = Tii,
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Campos tensoriales Divergencia de tensores de 2° orden

Ejercicio

Mostrar:
VR (@T)=9oVRT+TRVe

Si T es un campo tensorial de 2° orden, deducir
V- (pT)=¢V -T+T'Vs

Ademas:
V-A(Tv)=(V-T) v+tr{T(VavV)}

con v campo vectorial.
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Campos tensoriales Divergencia de tensores de 2° orden

Sea el campo tensorial de 2° orden:
S=-¢l+a{Veav+(Vev)'}

donde ¢ es un campo escalar, v es un campo escalar tal que V -v =0
y a € R es constante.

Mostrar:

V-S=-Vé+aV
V(trS) = —-3V¢
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Campos tensoriales Integracién de campos tensoriales

Integraciéon de campos tensoriales

@ Si T es un campo tensorial de orden n, su integral es el campo
tensorial de orden n:

/ TdV = </ Tii.ind V) e, Re,R - Qe (45)
D D

= Para calcular la integral de un campo tensorial, es suficiente calcular
las integrales de sus componentes (campos escalares).
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Campos tensoriales = Teorema de Gauss

Teorema de Gauss

@ Si D C & es un dominio con frontera cerrada S de normal unitaria
saliente ny f es un campo con derivadas continuas en D y continuo
en S, resulta:

/gradde:/fndS (46)
D S

@ Para un campo tensorial T de orden n:

/V@TdV:/T@ndS (47)
D S

En componentes cartesianas:

/ Tii.injdV = / Tiiy...iynjd S (48)
D S
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Campos tensoriales Teorema de Gauss

Ejercicio
Si T es un campor tensorial de 2° orden simétrico y w es un campo
vectorial, ambos suficientemente suaves en D, demostrar :

/(V-T)-de:/t-wdS—/T:V®sde
D S D

donde S es la frontera de D con normal saliente unitarian, t =Tn y
V ®° w es la parte simétrica de V @ w.
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