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Caṕıtulo I: Tensores

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos
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Espacios vectoriales

Espacio vectorial

Espacio vectorial (real) V : Conjunto de elementos u, v,w, . . .
(“vectores”) t.q.

1 ∀u, v,w ∈ V , se verifica

u + v ∈ V

u + v = v + u, u + (v + w) = (u + v) + w

2 ∃o ∈ V (vector nulo) t.q.

v + o = v, ∀v ∈ V

∀u ∈ V , ∃(−u) ∈ V t.q. u + (−u) = o

3 ∀α, β ∈ R se verifica:

α(βu) = (αβ)u, (α + β)u = αu + βu, α(u + v) = αu + αv
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Espacios vectoriales Espacio vectorial Eucĺıdeo - Producto escalar

Espacio vectorial Eucĺıdeo

Espacio vectorial Eucĺıdeo E: Espacio vectorial real t.q., ∀u, v ∈ E, se
define el producto escalar u · v con las propiedades:

u · v = v · u
u · u ≥ 0 (u · u = 0⇔ u = o)

El producto escalar es bilineal:

(αu + βv) ·w = α(u ·w) + β(v ·w), ∀α, β ∈ R, u, v,w ∈ E

Si u · v = 0, entonces u y v son ortogonales

Se define el módulo de u ∈ E: |u| =
√

u · u
Si |u| = 1 entonces u es un vector unitario o versor
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Espacios vectoriales Producto vectorial

Producto vectorial

Producto vectorial: dados u, v ∈ E ⊂ R3 (notar: esta operación
está restringida a R3), se define u× v = w ∈ E con las propiedades:

u× v = −v × u (1)

|u× v|2 = (u · u)(v · v)− (u · v)2 (2)

u · (u× v) = 0 =⇒ u ⊥ (u× v) ⊥ v

(αu + βv)×w = α(u×w) + β(v ×w), ∀α, β ∈ R

Usando (1) para u = v:

u× u = o ∀u ∈ E

Usando (2) para u y v unitarios:

|u× v|2 + (u · v)2 = 1
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Espacios vectoriales Producto vectorial

Interpretación geométrica de producto escalar y vectorial

u · v = |u| |v| cos θ

u× v = |u| |v| sen θ k

k =
u× v

|u× v|

v

u

u´v

k
q

|v| cosq

|v
| s

en
q

Demostración de (2):

|u× v|2 = (u× v) · (u× v) = |u|2|v|2 sen2 θ = |u|2|v|2(1− cos2 θ)

= |u|2|v|2 − (|u| |v| cos θ)2 = (u · u)(v · v)− (u · v)2
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Espacios vectoriales Bases en el espacio vectorial Eucĺıdeo 3D

Bases en E ⊂ R3

Base {vi} en E ⊂ R3: tŕıada de vectores v1, v2, v3 ∈ E linealmente
independientes (L.I.).

Base ortonormal {ei} en E: base formada por vectores e1, e2, e3 ∈ E
unitarios y mutuamente ortogonales, i.e.

ei · ej =

{
1 i = j
0 i 6= j

}
≡ δij (delta de Krönecker)

e3

e2

e1
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Espacios vectoriales Descomposición de vectores

Descomposición de vectores

Todo u ∈ E puede descomponerse como

u =u1e1 + u2e2 + u3e3 (3)

uj : componente de u respecto de ej

Haciendo (3)·ei :
ui = u · ei

e3

e2

e1

u

u2

u1

u3
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Espacios vectoriales Convención de sumatoria de Einstein

Convención de sumatoria de Einstein

En notación indicial, la convención de sumatoria de Einstein implica suma
sobre cada ı́ndice que aparece repetido (́ındice “dummy” o mudo).
Se llama ı́ndice libre al que aparece sólo una vez.

Ejemplo

u = u1e1 + u2e2 + u3e3 =
3∑

j=1

ujej ≡ ujej ,

δijuj = δi1u1 + δi2u2 + δi3u3 = ui

u · v = (uiei ) · (vjej) = uivj ei · ej = uivjδij = ujvj

|u|2 = u · u = ujuj

[AB]ij = AikBkj
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Espacios vectoriales Śımbolo de permutación

Śımbolo de permutación

Sea {ei} una tŕıada dextrógira, i.e.:

e2 × e3 = e1, e3 × e1 = e2, e1 × e2 = e3 (4)

Se define el śımbolo de alternancia, de permutación o de
Levi-Civita:

εijk =


1 si ijk permutación ćıclica de 123

−1 si ijk permutación ćıclica de 321

0 demás casos.

= εjki = εkij = −εikj

Ahora, (4) puede escribirse

ei × ej = εijkek
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Espacios vectoriales Producto vectorial en notación indicial

Producto vectorial en notación indicial

Siendo
ei × ej = εijkek

Producto vectorial en notación indicial:

u× v = (uiei )× (vjej) = uivj ei × ej = εijkuivj︸ ︷︷ ︸
[u×v]k

ek
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Producto escalar triple

(u× v) ·w = (εijpuivjep) · (wkek) = εijkuivjwk (5)

Expandiendo (5):

(u× v) ·w = ε123u1v2w3 + ε132u1v3w2 + ε231u2v3w1

+ ε213u2v1w3 + ε312u3v1w2 + ε321u3v2w1

= u1(v2w3 − v3w2)− u2(v1w3 − v3w1) + u3(v1w2 − v2w1)

=

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣ (6)

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 11 / 96



Espacios vectoriales Producto escalar triple

Producto escalar triple

Regla de conmutatividad

(u× v) ·w =

∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
v1 v2 v3

w1 w2 w3

u1 u2 u3

∣∣∣∣∣∣ = (v ×w) · u

=

∣∣∣∣∣∣
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ = (w × u) · v

u, v,w linealmente dependientes (L.D.) ⇐⇒ (u× v) ·w = 0
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Interpretación geométrica del producto escalar triple

|(u× v) ·w| = |(|u| |v| sen θ)(|w| cosφ)|
= (área de la base)(altura)

= volumen del paraleleṕıpedo

de lados paralelos a u, v y w
v

u

q

êw
ú c

os
 f f

w

êv
ú s

en
 q
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Espacios vectoriales Producto escalar triple

Ejercicio

Sea A una matriz 3× 3 de elementos Aij . Usando (5) y (6), mostrar:

detA = εijkAi1Aj2Ak3 = εijkA1iA2jA3k = detAT (7)

Deducir luego:

εijkAipAjqAkr = (detA)εpqr (8)
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Espacios vectoriales Producto escalar triple entre vectores base

Producto escalar triple entre vectores base

(ei × ej) · ek = εpqr [ei ]p[ej ]q[ek ]r

= εpqr (ei · ep)(ej · eq)(ek · er )

= εpqrδipδjqδkr =

∣∣∣∣∣∣
δi1 δj1 δk1

δi2 δj2 δk2

δi3 δj3 δk3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
δi1 δi2 δi3
δj1 δj2 δj3
δk1 δk2 δk3

∣∣∣∣∣∣
= εiqrδjqδkr = εijrδkr

= εijk

Dada una tŕıada ortonormal {e1, e2, e3}, si

(e1 × e2) · e3 =

{
1, {e1, e2, e3} es dextrógira
−1, {e1, e2, e3} es sinistrógira
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Espacios vectoriales Igualdad epsilon-delta

Igualdad epsilon-delta

Dado

εijk = εpqrδipδjqδkr =

∣∣∣∣∣∣
δi1 δj1 δk1

δi2 δj2 δk2

δi3 δj3 δk3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
δi1 δi2 δi3
δj1 δj2 δj3
δk1 δk2 δk3

∣∣∣∣∣∣
resulta

εijkεpqr = det

δi1 δi2 δi3
δj1 δj2 δj3
δk1 δk2 δk3

δp1 δq1 δr1

δp2 δq2 δr2

δp3 δq3 δr3

 =

∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir
δjp δjq δjr
δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣
(9)

Notar: δi1δp1 + δi2δp2 + δi3δp3 = δijδpj = δip
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Espacios vectoriales Igualdad epsilon-delta

Igualdad epsilon-delta

Hagamos r = k en (9):

εijkεpqk =

∣∣∣∣∣∣
δip δiq δik
δjp δjq δjk
δkp δkq δkk

∣∣∣∣∣∣
= δkp(δiqδjk − δikδjq)− δkq(δipδjk − δikδjp)

+ δkk(δipδjq − δiqδjp)

= (δiqδjp − δipδjq)− (δipδjq − δiqδjp) + 3(δipδjq − δiqδjp)

= δipδjq − δiqδjp

=⇒ Igualdad ε-δ:

εijkεpqk = δipδjq − δiqδjp (10)
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Espacios vectoriales Producto vectorial triple

Producto vectorial triple

u× (v ×w) = uses × (εkpqvpwqek)

= εkpqεkrsvpwquser

= (δprδqs − δpsδqr )vpwquser

= (wquq)(vpep)− (vpup)(wqeq)

= (u ·w)v − (u · v)w

Regla nemotécnica: haciendo a = u, b = v, c = w,

a× (b× c) = (c · a)b− (b · a)c (abc = cab − bac)
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Espacios vectoriales Cambio de base ortonormal

Cambio de base ortonormal

Sea {e′i} una segunda base
ortonormal dextrógira

En la base {ei}:

e′i = (e′i · ep)︸ ︷︷ ︸
[e′i ]p

ep = Qipep

Interpretación geométrica:

Qij = e′i · ej = cos(e′i , ej)
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Espacios vectoriales Propiedades de la matriz de rotación

Propiedades de la matriz de rotación

Definimos la matriz de rotación:

Q = [Qij ] =

Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q31 Q32 Q33

 =

[e′1]1 [e′1]2 [e′1]3
[e′2]1 [e′2]2 [e′2]3
[e′3]1 [e′3]2 [e′3]3


Por la ortonormalidad de {e′i}:

δij︸︷︷︸
=[I]ij

= e′i · e′j = Qik(ek · e′j) = QikQjk = QikQ
T
kj︸ ︷︷ ︸

=[QQT ]ij

QQT = I =⇒ QT = Q−1 (matriz ortogonal)

[QTQ]ij = QT
ikQkj = QkiQkj = δij

=⇒ QkiQkj = δij = QikQjk (11)
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Espacios vectoriales Propiedades de la matriz de rotación

Propiedades de la matriz de rotación

det(QQT ) ≡ (detQ)2 = 1

⇒ detQ =


1 ⇒

{
Q ortogonal propia (rotación)

{e′i} dextrógira

−1 ⇒

{
Q ortogonal impropia (reflexión)

{e′i} sinistrógira

Notar que

detQ =

∣∣∣∣∣∣
[e′1]1 [e′1]2 [e′1]3
[e′2]1 [e′2]2 [e′2]3
[e′3]1 [e′3]2 [e′3]3

∣∣∣∣∣∣ ≡ (e′1 × e′2) · e′3
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Espacios vectoriales Propiedades de la matriz de rotación

Cambio de base ortonormal

Dado

e′i = Qipep (12)

Premultiplicando (12) por Qij y usando (11):

Qije
′
i = QijQipep = δjpep = ej

=⇒ ei = Qjie
′
j
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Espacios vectoriales Componentes de vectores en dos bases ortonormales

Componentes de vectores en dos bases ortonormales

Dadas las bases ortonormales {ei} y {e′i} relacionadas entre śı por

e′i = Qipep, ei = Qjie
′
j

Sean vi , v
′
i componentes de v respecto de {ei}, {e′i}, luego:

v = vjej = vjQkje
′
k ≡ v ′ke′k =⇒ v ′k = Qkjvj

v = v ′ke′k = v ′kQkjej ≡ vjej =⇒ vj = Qkjv
′
k

=⇒ las componentes de v transforman como los vectores de base
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Espacios vectoriales Componentes de vectores en dos bases ortonormales

Ejemplo

Sea {e′i} resultante de rotar {ei} un ángulo θ alrededor de e3:

e′1 = cos θ e1 + sen θ e2

e′2 = − sen θ e1 + cos θ e2

e′3 = e3

 (13)

⇒ Q =

 cos θ sen θ 0
− sen θ cos θ 0

0 0 1


Puede verificarse que Q es ortogonal propia.
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Espacios vectoriales Espacio Eucĺıdeo de puntos

Espacio Eucĺıdeo de puntos

Espacio Eucĺıdeo de puntos:
conjunto E de puntos x , y , z t.q.,
∀x , y ∈ E , ∃v(x , y) ∈ E, y
∀x , y , z ∈ E se verifica

v(x , y) =v(x , z) + v(z , y) (14)

v(x , y) =v(x , z)⇐⇒ y ≡ z

Por (14):

v(x , x) = o ∀x ∈ E
v(y , x) = −v(x , y) ∀x , y ∈ E
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Espacios vectoriales Origen y vector posición

Origen y vector posición

Introducimos la notación x(y) ≡ v(x , y)

Adopción de un origen: tomamos un punto fijo arbitrario o ∈ E
como origen.

Luego, x ≡ x(o) es el vector posición de x (relativo a o).

Notar que x(y) = x(o)− y(o) es
independiente de la elección de o.
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Espacios vectoriales Distancia - Espacio métrico

Distancia - Espacio métrico

Distancia d(x , y) entre x , y ∈ E :

d(x , y) = |x− y| =
√

(x− y) · (x− y) (15)

El mapeo bilineal d : E × E → R es una métrica, i.e.:
1 d(x , y) = d(y , x)
2 d(x , y) ≤ d(x , z) + d(z , y)
3 d(x , y) ≥ 0, con d(x , y) = 0⇐⇒ x ≡ y

Al estar dotado de una métrica, E constituye un espacio métrico

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 27 / 96



Espacios vectoriales Coordenadas cartesianas

Coordenadas cartesianas

Para o fijo, a cada x ∈ E corresponde !x ∈ E
Sea {ei} una base ortonormal de E
Las componentes xi de x están dadas por xi = x · ei
Definimos el mapeo ei : E → R como:

ei (x) = x · ei , i = 1, 2, 3

{o, ei}: sistema coordenado cartesiano rectangular en E
xi : coordenadas cartesianas del punto x en {o, ei}

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 28 / 96



Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

Sean dos sistemas coordenados {o, ei},
{o ′, e ′i} t.q. e′i = Qijej

Dado el punto x ∈ E , su posición en
{o ′, e ′i} resulta

x′ = x′(o ′) = x(o)− o′(o) = x− c

Tomando producto escalar con e′i :

x ′i ≡ x′ · e′i = (x− c) · (Qijej) = Qij(ej · x− ej · c) = Qij(xj − cj)
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

La transformación de {o, ei} → {o ′, e ′i} está definida por

x ′i = Qik(xk − ck), Qik , ck ∈ R constantes (16)

La matriz jacobiana de esta transformación es la matriz cuya
componente ij es:

∂x ′i
∂xj

= Qik
∂xk
∂xj

= Qikδkj = Qij (17)
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

Multipliquemos (16) por Qik :

Qikx
′
i = QikQij(xj − cj) = δkjxj − Qik(Qijcj) = xk − Qikc

′
i

⇒ la transformación {o ′, e ′i} → {o, ei} está definida por

xk = Qik(x ′i + c ′i ) Qik , c
′
i ∈ R constantes

La matriz jacobiana de esta transformación es la matriz cuya
componente ij es:

∂xi
∂x ′j

= Qki
∂x ′k
∂x ′j

= Qkiδkj = Qji (18)
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Espacios vectoriales Cambio de coordenadas cartesianas

Cambio de coordenadas cartesianas

Comparando (17) y (18):

Qij =
∂x ′i
∂xj

=
∂xj
∂x ′i

Por regla de la cadena:

∂xi
∂xj︸︷︷︸
δij

=
∂xi
∂x ′k︸︷︷︸
Qki

∂x ′k
∂xj︸︷︷︸
Qkj

=⇒ Q ≡ [Qij ] ortogonal
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Tensores cartesianos Tensión en un continuo

Tensión en un continuo

Sea un elemento infinitesimal de área dS con normal n. El material a
un lado de dS ejerce sobre el material al otro lado una fuerza tdS .

n

t(n)
dS

S

dS

El vector de tensión t verifica:
1 Dimensión: [fuerza/área]
2 Depende de la orientación n de dS =⇒ t = t(n)
3 t(−n) = −t(n)

Postulamos que t depende linealmente de n:

t(n) = Tn (19)

T : E→ E: mapeo lineal independiente de n
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Tensores cartesianos Tensión en un continuo

Respecto de la base {ei}, (19) toma la forma

ti (n) = Tijnj (20)

Tij : componentes (cartesianas) de T respecto de la base {ei}.
Adoptemos n ≡ e1 en (19):

ti (e1) = Tij [e1]j = Tijδ1j = Ti1
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Tensores cartesianos Tensión en un continuo

Adoptando n ≡ e2 en (19):

ti (e2) = Ti2

Adoptando n ≡ e3 en (19):

ti (e3) = Ti3

⇒ Tij son las componentes de los vectores de tensión actuantes sobre
los tres planos coordenados, mutuamente perpendiculares, que pasan
por un punto material
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Tensores cartesianos Tensor de tensión

Tensor de tensión

El estado de tensión está caracterizado por:
1 las componentes Tij en una base {ei}, o
2 el mapeo lineal T (descripción invariante)

T es un tensor (de 2o orden) en E. En este caso, es el tensor de
tensiones

Ejemplo

Para un fluido inv́ıscido a presión p, T = −pI (en componentes,
Tij = −pδij)
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Tensores cartesianos Tensores cartesianos de 2o orden

Sean ti ,Tij , nj y t ′i ,T
′
ij , n
′
j componentes de t,T,n en {ei} y {e′i},

respectivamente. Luego

t ′i = T ′ijn
′
j = Qiktk

= QikTklnl

= QikTklQjln
′
j

Dado que n′j es arbitrario, llegamos a la regla de transformación de
componentes de un tensor de segundo orden bajo cambio de
base ortonormal {ei} a {e′i}:

T ′ij = QikQjlTkl

Esta regla será usada para caracterizar tensores
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Tensores cartesianos Tensores cartesianos de 2o orden

Tensores cartesianos de 2o orden

Tensor cartesiano de 2o orden (CT(2)): entidad T de
componentes Tij respecto de una base {ei} que transforma como

T ′ij = QipQjqTpq (21)

bajo cambio de base ei → e′i = Qijej

Si ordenamos los componentes de los tensores en las matrices
T = [Tij ], T

′ = [T ′ij ], Q = [Qij ], podemos rescribir (21) como

T′ = QTQT

Por la ortogonalidad de Q, Q−1 ≡ QT , luego

T = QTT′Q
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Tensores cartesianos Tensores cartesianos de orden n

Tensores cartesianos de orden n

Tensor cartesiano de orden n (CT(n)): entidad T de componentes
Ti1i2...in (n ı́ndices) respecto de una base {ei} que transforma como

T ′i1i2...in = Qi1j1Qi2j2 . . .QinjnTj1j2...jn (22)

bajo cambio de base ei → e′i = Qijej
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Tensores cartesianos Tensores cartesianos de orden n

Ejemplo

1 Un escalar es CT(0)

2 Un vector es CT(1)

3 Un tensor de tensiones es CT(2)

4 La delta de Krönecker es CT(2) porque

δ′ij = e′i · e′j = (Qipep) · (Qjqeq) = QipQjqδpq

5 El śımbolo de permutación εijk es CT(3)
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Tensores cartesianos Producto tensorial entre vectores

Producto tensorial entre vectores

Definimos el producto tensorial o diádico u⊗ v entre los vectores
u, v ∈ E como el CT(2) de componentes [u⊗ v]ij = uivj .

Se verifica que es CT(2):

[u⊗ v]′ij = u′iv
′
j = QipQjqupvq = QipQjq[u⊗ v]pq

u⊗ v aplicado a w ∈ E da el vector

[(u⊗ v)w]i = (uivj)wj = (vjwj)ui

o
(u⊗ v)w = (v ·w)u, ∀u, v,w ∈ E

En particular:

(ei ⊗ ej)n = (ej · n)ei = njei ∀n ∈ E (23)
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Tensores cartesianos Representación indicial de un tensor de 2o orden

Representación indicial de un tensor de 2o orden

Para T ∈ CT(2), se multiplica (23) por Tij :

(Tijei ⊗ ej)n = Tijnjei = [Tn]iei = Tn

Como n es arbitrario, tenemos

T = Tij ei ⊗ ej (24)

⇒ {ei ⊗ ej} constituye una base en R9 (espacio vectorial real 9D) de
tensores de 2o orden

Aśı como vi = v · ei para v ∈ E, podemos obtener las componentes
del tensor de 2o orden T en la base {ei} haciendo:

ek · Tel = Tij ek · (ei ⊗ ej)el = Tij ek · ([el ]jei ) = Tijδljδki = Tkl
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Tensores cartesianos Representación indicial de un tensor de 2o orden

Notar:

1 En general, no pueden encontrarse u, v ∈ E tal que T = u⊗ v para
T ∈ CT(2) arbitrario

2 I, tensor identidad de componentes cartesianas δij , resulta

I = δijei ⊗ ej = ei ⊗ ei ∀{ei} ortonormal

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 43 / 96



Tensores cartesianos Representación indicial de un tensor de 2o orden

Tensores de orden n > 2

1 El producto tensorial se puede repetir, por ejemplo:

u⊗ v ⊗w = uivjwkei ⊗ ej ⊗ ek es un CT(3)

⇒ {ei ⊗ ej ⊗ ek} constituye una base en el espacio R33
(espacio

vectorial real 27D) de tensores de tercer orden.

La expresión general de un CT(3) es:

T = Tijkei ⊗ ej ⊗ ek

2 La expresión general de un CT(n) es:

T = Ti1i2...inei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ ein

referido a la base {ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ ein} del espacio R3n (espacio
vectorial real 3nD) de tensores de orden n.
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Tensores cartesianos Producto tensorial entre tensores

Producto tensorial entre tensores

Se define el producto tensorial entre los tensores S ∈ CT(m) y
T ∈ CT(n) como el tensor S⊗ T ∈ CT(m + n):

S⊗ T = Si1...imTj1...jnei1 ⊗ · · · ⊗ eim ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn
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Tensores cartesianos Contracción

Contracción

Contracción: Sean Ti1i2...ip ...iq ...in componentes de un CT(n).
Hacemos ip = iq y sumamos sobre ip de 1 a 3. Estos ı́ndices se dicen
contráıdos y el orden del tensor se reduce en dos.

1 u⊗ v contrae en u · v
2 T ∈ CT(2) contrae en el escalar Tii = tr T (traza de T), invariante

escalar de T pues

T ′ii = QipQiqTpq = δpqTpq = Tpp

3 Dados S,T ∈ CT(2), el producto tensorial S⊗ T ∈ CT(4) de
componentes [S⊗ T]ijkl = SijTkl contrae de diversas maneras, por
ejemplo:

j = k: SijTjl = [ST]il , donde ST ∈ CT(2) es el producto interno entre S y T,
que contrae a su vez en el escalar tr(ST) = SijTji ,

j = l : SijTkj = [STT ]ik , donde STT ∈ CT(2) es el producto interno entre S y
TT , que contrae a su vez en el escalar tr(STT ) = SijTij ≡ S : T

4 TT = T2, TT2 = T3, . . . ,TT(n−1) = Tn (n entero) contraen en
tr(T2), tr(T3), . . . , tr(Tn), invariantes escalares de T
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Tensores cartesianos Tensores isótropos

Tensores isótropos

Tensor isótropo: aquél cuyas componentes no cambian por cambios
de base (ortogonal propia) arbitrarios.

CT(0): Todos los escalares son isótropos.

CT(1): No existen vectores isótropos no triviales.

CT(2): Los únicos tensores isótropos son αI con α ∈ R.

CT(3): Los únicos tensores isótropos son aquéllos de componentes
αεijk con α ∈ R.

CT(4): Los únicos tensores T ∈ CT(4) isótropos tienen componentes
Tijkl = αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk con α, β, γ ∈ R.

CT(>4): Sus componentes se expresan como combinaciones lineales
de productos de deltas de Krönecker y śımbolos de permutación.
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Tensores cartesianos Isotroṕıa en vectores

Isotroṕıa en CT(1)

Supongamos que el vector v es isótropo, entonces

Qijvj = vi , o Qv = v, ∀Q ortogonal propia

Elegimos:

Q =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 1

 (25)

(rotación π/2 en torno a e3), tenemos v1 = v2 = 0.

Similarmente, tomando rotación π/2 en torno a e1 o e2, vemos que
v3 = 0.

⇒ Sólo v = o es isótropo.
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Tensores cartesianos Isotroṕıa en tensores de 2o orden

Isotroṕıa en CT(2)

Sea T un CT(2) isótropo:

QipQjqTpq = Tij , o QTQT = T, ∀Q ortogonal propia (26)

Para Q dada por (25), tenemos : T22 −T21 T23

−T12 T11 −T13

T32 −T31 T33

 =

T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33


⇒ T22 = T11,T12 = −T21,T23 = T32 = T13 = T31 = 0
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Tensores cartesianos Isotroṕıa en tensores de 2o orden

Isotroṕıa en CT(2)

La elección

Q =

1 0 0
0 0 1
0 −1 0


(rotación π/2 alrededor de e1) da T12 = T21 = 0 y T33 = T11, de
forma que

Tij = T11δij

Como (26) vale para αT, con α escalar arbitrario, necesariamente T
es múltiplo de I.
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Tensores cartesianos Isotroṕıa en tensores de tercer orden

Isotroṕıa en CT(3)

Se demuestra que todo múltiplo del tensor CT(3) de componentes
εijk es isótropo:

ε′ijk ≡ QipQjqQkrεpqr = (detQ)εijk = εijk , ∀Q ortogonal propia
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Álgebra tensorial Tensores de 2o orden como mapeo lineal

Tensores de 2o orden como mapeo lineal

Revemos ahora la teoŕıa en forma invariante, i.e., sin recurrir a la
definición de una base.

Tensores de 2o orden como mapeo lineal: el tensor de 2o orden T
es el mapeo lineal T : E→ E, o:

T : u→ Tu con Tu ∈ E ∀u ∈ E

Linealidad implica

T(αu + βv) = αTu + βTv, ∀u, v ∈ E, α, β ∈ R

Los tensores de 2o orden pertenecen al conjunto L(E,E) de todos los
mapeos lineales de E en E, que es un espacio vectorial.
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Álgebra tensorial Producto interno entre tensores de 2o orden

Producto interno entre tensores de 2o orden

Se define el producto interno ST como

(ST)u = S(Tu), ∀S,T ∈ L(E,E),u ∈ E

En componentes cartesianas, [ST]ij = SikTkj , que es una contracción
de S⊗ T.

Los tensores cero 0 y unitario o identidad I de 2o orden satisfacen

0u = o, Iu = u, ∀u ∈ E
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Álgebra tensorial Tensores de 2o orden como mapeo bilineal

Tensores de 2o orden como mapeo bilineal

Tensores de 2o orden como mapeo bilineal: el tensor de 2o orden
T es la función bilineal T : E× E→ R

T(u, v) = u · (Tv)

Los tensores de 2o orden pertenecen al conjunto L(E×E,R) de todos
las funciones bilineales de E× E en R, que es un espacio vectorial.

Dado el tensor T de 2o orden, podemos decir indistintamente que
T ∈ L(E× E,R) o que T ∈ L(E,E).

Tales espacios se dicen isomorfos.
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Álgebra tensorial Tensores de 2o orden como mapeo bilineal

Dada una base ortonormal {ei} para E

(ei ⊗ ej)(u, v) = u · (ei ⊗ ej)v = u · (ej · v)ei

= u · vjei = (u · ei )vj = uivj = (u⊗ v)ij

Para T arbitrario,

T(u, v) = T(uiei , vjej) = uivjT(ei , ej) = T(ei , ej)(ei ⊗ ej)(u, v)

Como u, v ∈ E son arbitrarios,

T = T(ei , ej)ei ⊗ ej (representación de T en la base {ei ⊗ ej})

Luego, por (24),

T(ei , ej) = Tij (componente de T relativa a la base {ei ⊗ ej})
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Álgebra tensorial Tensor transpuesto

Tensor transpuesto

Definimos el tensor transpuesto TT t.q.

TT (u, v) = u · TTv = v · Tu, ∀u, v ∈ E

En componentes cartesianas:

ui [T
T ]ijvj = vjTjiui ∀ui , vj

⇒ TT
ij ≡ [TT ]ij = Tji
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Álgebra tensorial Tensor simétrico de 2o orden

Tensor simétrico de 2o orden

Un tensor de 2o orden S es simétrico si S = ST . En componentes
cartesianas, Sij = Sji .

Ejemplo

El tensor identidad de 2o orden I es simétrico, pues

u · v = v · u, ∀u, v ∈ E
u · Iv = v · ITu ⇒ I = IT

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 57 / 96



Álgebra tensorial Tensor antisimétrico de 2o orden

Tensor antisimétrico de 2o orden

Un tensor de 2o orden W es antisimétrico (o skew) si WT = −W.
En componentes cartesianas, Wij = −Wji .

El vector w de componentes cartesianas wi = 1
2εijkWkj es llamado

vector axial de W

Ejercicio

Mostrar:

1 εipqwi = Wqp

2 w × a = Wa ∀a ∈ E
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Álgebra tensorial Tensores simétricos y antisimétricos de 2o orden

Tensores simétricos y antisimétricos de 2o orden

Un tensor simétrico de 2o orden (en R3) tiene 6 componentes
independientes.

Un tensor antisimétrico de 2o orden (en R3) tiene 3 componentes
independientes.

Un tensor arbitrario puede escribirse como suma de uno simétrico y
uno antisimétrico:

T =
1

2

(
T + TT

)
︸ ︷︷ ︸

simétrico

+
1

2

(
T− TT

)
︸ ︷︷ ︸

antisimétrico
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Álgebra tensorial Determinante de tensores de 2o orden

Determinante de tensores de 2o orden

Definimos el determinante de T como el determinante de la matriz
T de componentes de T en una base ortonormal:

det T = εijkTi1Tj2Tk3

Siendo T′ = QTQT , resulta:

detT′ = detQ detT detQT = detT

⇒ det T es un invariante escalar de T
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Álgebra tensorial Inversa de un tensor 2o orden

Inversa de un tensor de 2o orden

Si det T 6= 0, existe un único tensor T−1, llamado tensor inverso de
T, t.q.

TT−1 = I = T−1T

det(T−1) = (det T)−1 (27)

(ST)−1 = T−1S−1 ∀S ∈ L(E,E)

Se define el tensor adjunto de T:

adj T = (det T)T−T con T−T = (TT )−1 = (T−1)T
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Álgebra tensorial Autovalores y autovalores de un tensor de 2o orden

Autovectores y autovalores de un tensor de 2o orden

Autovectores de un tensor de 2o orden: dado T ∈ L(E,E), v ∈ E
es autovector de T si existe λ ∈ R t.q.

Tv = λv (28)

λ: autovalor de T correspondiente a v

Las ecuaciones (28) tienen solución no trivial v 6= o si

det(T− λI) = 0 (ecuación caracteŕıstica para T) (29)
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Álgebra tensorial Invariantes principales de un tensor de 2o orden

Invariantes principales de un tensor de 2o orden

La expansión de (−1)×(29) da:

− det(T− λI) =−

∣∣∣∣∣∣
T11 − λ T12 T13

T21 T22 − λ T32

T31 T32 T33 − λ

∣∣∣∣∣∣ =

λ3 − I1(T)λ2 + I2(T)λ− I3(T) = 0 (30)

donde Ii son los invariantes principales de T:

I1(T) = tr T

I2(T) =
1

2

[
(tr T)2 − tr T2

]
I3(T) = det T =

1

6

[
(tr T)3 − 3 tr T tr T2 + 2 tr T3

]
Para cada solución real de (30) tenemos un autovector v real.
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Álgebra tensorial Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema de Cayley-Hamilton

Aplicando T a (28) r − 1 veces, tenemos

Trv = λrv (31)

Multiplicando (30) por v y usando (31):

λ3v − I1(T)λ2v + I2(T)λv − I3(T)v = o[
T3 − I1(T)T2 + I2(T)T− I3(T)I

]
v = o

de donde

T3 − I1(T)T2 + I2(T)T− I3(T)I = 0 (32)

Teorema de Cayley-Hamilton: todo tensor de 2o orden satisface su
propia ecuación caracteŕıstica
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Álgebra tensorial Teorema de Cayley-Hamilton

Ejercicio

Si det T 6= 0 mostrar:
det(T−1 − λ−1I) = 0

y luego:
λ−3 − I1(T−1)λ−2 + I2(T−1)λ−1 − I3(T−1) = 0

con:

I1(T−1) = I2(T)/I3(T)

I2(T−1) = I1(T)/I3(T)

I3(T−1) = 1/I3(T)
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Álgebra tensorial Teorema de Cayley-Hamilton

Ejercicio

Mostrar
T−1 = (T2 − I1(T)T + I2(T)I)/I3(T)

y deducir que Tr puede expresarse en términos de I,T, y T2, con
coeficientes invariantes de T, para r entero positivo o negativo.
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Álgebra tensorial Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Sean λi y v(i), i = 1, 2, 3, autovalores y autovectores de T. Luego:

Tv(i) = λiv
(i) (no suma en i)

de donde:

v(j) · (Tv(i)) = λiv
(j) · v(i) (33)

v(i) · (Tv(j)) = v(j) · (TTv(i)) = λjv
(i) · v(j) (34)

Si T = TT , haciendo (33)−(34) obtenemos:

(λi − λj)v(i) · v(j) = 0 (35)

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 67 / 96



Álgebra tensorial Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Autovalores y autovectores para tensores simétricos

De (35), resulta

1 Si λi 6= λj , i 6= j :

v(i) · v(j) = 0 (36)

2 Si λi = λj 6= λk , i 6= j 6= k 6= i :

v(i) · v(k) = v(j) · v(k) = 0

Pueden elegirse vectores v(i), v(j) arbitrarios, normales a v(k) y normales
entre śı.

3 Si λi = λj = λk , i 6= j 6= k 6= i , pueden elegirse vectores v(i), v(j), v(k)

(arbitrarios) mutuamente ortogonales.

En todo caso, los autovectores de T simétrico son mutuamente
ortogonales
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Álgebra tensorial Autovalores y autovectores para tensores simétricos

Autovalores para tensores simétricos

Probaremos que λi ∈ R por el absurdo:

Si λi ∈ C satisface la ecuación caracteŕıstica, también lo hace su
conjugado λi ∈ C
Si v(i) es el autovector correspondiente a λi , su conjugado v(i) es el
autovector correspondiente a λi

Luego:
(λi − λi )︸ ︷︷ ︸
6=0

v(i) · v(i)︸ ︷︷ ︸
=|v(i)|2>0

6= 0

=⇒ Imposible verificar (35) =⇒ los autovalores de T simétrico deben ser
reales

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 69 / 96



Álgebra tensorial Representación espectral de tensores simétricos

Representación espectral de tensores simétricos

Sean v(i) autovectores de T normalizados (i.e., |v(i)| = 1) t.q.

I = v(i) ⊗ v(i) (suma sobre i)

Llegamos a la representación espectral de T:

T = TI = (Tv(i))⊗ v(i) =
3∑

i=1

λiv
(i) ⊗ v(i)

La matriz de componentes T′ en la base {v(i)} es diagonal, con
componentes λ1, λ2, λ3

En la base {ei}, la matriz de componentes T:

T = QTT′Q

con Qij = v(i) · ej
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Álgebra tensorial Representación espectral de tensores simétricos

Representación espectral de tensores simétricos

Si λ2 = λ1:
T = λ1I + (λ3 − λ1)v(3) ⊗ v(3)

Si λ3 = λ2 = λ1:
T = λ1I

Autovectores de T ≡ ejes principales de T
Dos tensores simétricos de 2o orden T y S con los mismos ejes
principales se dicen coaxiales

Autovalores de T ≡ valores principales de T
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Álgebra tensorial Representación espectral de tensores simétricos

Ejercicio

Mostrar que si λ1, λ2, λ3 son valores principales de T, los invariantes
principales resultan

I1(T) = λ1 + λ2 + λ3

I2(T) = λ2λ3 + λ3λ1 + λ1λ2

I3(T) = λ1λ2λ3

Ejercicio

Mostrar que S y T son coaxiales si ST = TS.
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Álgebra tensorial Tensores definidos/semidefinidos positivos

Tensores definidos/semidefinidos positivos

Un tensor T de 2o orden se dice definido positivo si
v · (Tv) > 0 ∀v ∈ E, v 6= o

Un tensor T de 2o orden se dice semidefinido positivo si
v · (Tv) ≥ 0 ∀v ∈ E, v 6= o, con al menos un v 6= o para el que valga
la igualdad

Si T es simétrico y definido positivo, luego λi > 0 para i = 1, 2, 3

Si T es simétrico y semidefinido positivo, luego λi ≥ 0 para
i = 1, 2, 3, con algún λi = 0
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Álgebra tensorial Tensores definidos/semidefinidos positivos

Definimos la ráız positiva de T como

T1/2 =
3∑

i=1

λ
1/2
i v(i) ⊗ v(i)

Si λi > 0, i = 1, 2, 3, la inversa de T existe y su representación
espectral es:

T−1 =
3∑

i=1

λ−1
i v(i) ⊗ v(i)

Notar que T1/2 y T−1 son coaxiales con T
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Álgebra tensorial Tensores antisimétricos de 2o orden

Tensores antisimétricos de 2o orden

Sea W antisimétrico de 2o orden:

WT = −W (37)

Sus invariantes principales resultan

I1(W) = tr W = 0

I2(W) =
1

2

[
(tr W)2 − tr W2

]
= −1

2
tr W2

= −1

2
WijWji =

1

2
WijWij = W 2

12 + W 2
23 + W 2

31

I3(W) = det W = 0
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Álgebra tensorial Tensores antisimétricos de 2o orden

La ecuación caracteŕıstica resulta:

λ3 + I2(W)λ =
[
λ2 + I2(W)

]
λ = 0

Como I2(W) > 0 ∀W 6= 0, W tiene un único autovalor real λ1 = 0,
al que corresponde el autovector v(1) t.q.

Wv(1) = o

Si w = 1
2εijkWkjei es vector axial de W:

Wv(1) = w × v(1) = o

⇒ v(1) = αw, α ∈ R, es el único autovector real de W
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Álgebra tensorial Tensores antisimétricos de 2o orden

Ejercicio

Sean u, v y ŵ = w/|w| una base ortonormal, con w vector axial de W.
Mostrar:

W = (v ·Wu)(v ⊗ u− u⊗ v)

Deducir además que

W = (Wu)⊗ u− u⊗ (Wu)
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Álgebra tensorial Tensores ortogonales de 2o orden

Tensores ortogonales de 2o orden

En general, el producto escalar u · v no se conserva bajo la
transformación lineal T : E→ E, i.e.:

(Tu) · (Tv) = u · (TTTv) 6= u · v en general

Se denomina tensor ortogonal Q a aquél que conserva el producto
escalar:

(Qu) · (Qv) = u · (QTQv) = u · v

de donde

QTQ = I = QQT (38)

Q será propio o impropio según

det Q =

{
1 tensor ortogonal propio
−1 tensor ortogonal impropio
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Álgebra tensorial Tensores ortogonales de 2o orden

Tensores ortogonales de 2o orden

De (38):

QTQ−QT = I−QT

QT (Q− I) = −(QT − I)

Para Q propia, tomando determinante obtenemos:

det(QT (Q− I)) = − det(QT − I)

det(Q− I) = − det(Q− I)

=⇒ det(Q− I) = 0

⇒ λ = 1 es autovalor, al que corresponde el autovector u t.q.

Qu = u

⇒ u no se modifica por aplicación de Q

⇒ u es eje de rotación

Q impropia también tiene a autovalor λ = 1.
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Álgebra tensorial Tensores ortogonales de 2o orden

Tensores ortogonales de 2o orden

Si u (autovector de Q para el autovalor λ = 1), v y w forman una
base ortonormal:

0 = v · u = v · (QTQu) = (Qv) · (Qu) ⇒ Qv y Qu ortogonales

= (Qv) · u ⇒ Qv y u ortogonales

0 = w · u = w · (QTQu) = (Qw) · (Qu) ⇒ Qw y Qu ortogonales

= (Qw) · u ⇒ Qw y u ortogonales

Para Q propia, por (13) sabemos que ∃θ t.q.

Qv = v cos θ + w sen θ, Qw = −v sen θ + w cos θ

con lo cual Q resulta:

Q = QI = Q (u⊗ u + v ⊗ v + w ⊗w)

= Qu⊗ u + Qv ⊗ v + Qw ⊗w

= u⊗ u + (v ⊗ v + w ⊗w) cos θ + (w ⊗ v − v ⊗w) sen θ (39)
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Álgebra tensorial Tensores ortogonales de 2o orden

Ejercicio

Usando (39), mostrar:

Qa = a cos θ + (a · u)u(1− cos θ) + u× a sen θ, ∀a ∈ E

Si U es un tensor antisimétrico de 2o orden con vector axial u, mostrar:

Q = cos θI + (1− cos θ)(u⊗ u) + sen θU

Ejercicio

Mostrar que los invariantes principales de Q ortogonal son

I1(Q) = I2(Q) = 1 + 2 cos θ, I3(Q) = 1

Obtener la ecuación caracteŕıstica y ver que existe un único autovalor real.
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Campos tensoriales

Campos tensoriales

Dominio D: subconjunto abierto del espacio Eucĺıdeo de puntos E .

Campo: función f (x) que depende de la posición x ∈ D.

Campo escalar: función φ : D → R
Campo vectorial: función v : D → E
Campo tensorial de 2o orden: función T : D → L(E,E)
Campo tensorial de orden n: función T : D → L(E, . . . ,E︸ ︷︷ ︸

n veces

)

Genéricamente:

f : D → I (Imagen) con

{
f = φ, v,T

I = R,E,L(E,E),L(E, . . . ,E)
(40)

Asumiremos o fijo y único (punto origen), aśı que a cada x ∈ E
corresponde !x ∈ E. Luego, indicamos la posición de un punto en D
como x ∈ D o x ∈ D, indistintamente.
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Campos tensoriales Continuidad de campos tensoriales

Continuidad de campos tensoriales

Un campo f es continuo en x ∈ D si ∀ε > 0, existe un escalar
δ(ε, x) > 0 t.q.:

dI(f (y), f (x)) < ε siempre que d(y, x) < δ(ε, x)

d y dI : métricas asociadas con E e I.

Ejemplo

Para I ≡ L(E,E), se puede definir el producto escalar S : T = tr(STT ), el
módulo |S|I =

√
S : S, y luego la distancia

dI(S,T) = |S− T|I

Si f es continua ∀x ∈ D, f es continua en D.
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Campos tensoriales Diferenciabilidad de campos tensoriales

Diferenciabilidad de campos tensoriales

Un campo f es diferenciable en x ∈ D si existe un único mapeo
lineal G(x) t.q.

G(x)a = ĺım
t→0

f (x + ta)− f (x)

t
=

d

dt
f (x + ta)

∣∣∣∣
t=0

, ∀a ∈ E

Si f es diferenciable ∀x ∈ D, f es diferenciable en D.

Si f es un campo tensorial de orden n, luego G es un campo tensorial
de orden n + 1.

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 84 / 96



Campos tensoriales Gradiente de campos tensoriales

Gradiente de campos tensoriales

G es llamado gradiente de f y escribimos G ≡ grad f :

(grad f (x))a = ĺım
t→0

f (x + ta)− f (x)

t

=
d

dt
f (x + ta)

∣∣∣∣
t=0

, ∀a ∈ E (41)

Notar que si a es unitario, (grad f (x))a es la derivada direccional de
f en la dirección a calculada en x.
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Campos tensoriales Gradiente de campos escalares

Gradiente de campos escalares

Para un campo escalar φ, gradφ = ∇φ es el campo vectorial t.q.

(∇φ(x)) · a =
d

dt
φ(x + ta)

∣∣∣∣
t=0

, ∀a ∈ E (42)

En componentes cartesianas:

(∇φ) · a =
∂φ

∂xi
ai
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Gradiente y divergencia de campo vectorial

Gradiente de un campo vectorial v: campo tensorial
grad v = ∇⊗ v de 2o orden dado por

(∇⊗ v(x))a =
d

dt
v(x + ta)

∣∣∣∣
t=0

, ∀a ∈ E

En componentes cartesianas:

[∇⊗ v]ij =
∂vi
∂xj
≡ vi ,j

Divergencia de v: campo escalar dado por

div v ≡ ∇ · v = tr(∇⊗ v)

En componentes cartesianas:

∇ · v =
∂vi
∂xi
≡ vi ,i

(contracción del campo tensorial ∇⊗ v)
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Rotor de campo vectorial

Rotor de v: campo vectorial dado por

(rot v(x)) · a ≡ (∇× v(x)) · a = ∇ · (v(x)× a), ∀a ∈ E

En componentes cartesianas:

[∇× v]k ak =
∂

∂xi
(v × a)i =

∂

∂xi
(εijkvjak) = (εkijvj ,i ) ak

=⇒ [∇× v]k = εkijvj ,i = εkij [∇⊗ v]ji
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Ejercicio

Demostrar que ∇× v es el vector axial del tensor ∇⊗ v − (∇⊗ v)T .
Luego demostrar que ∇× v puede definirse alternativamente por la
identidad

{∇ × v(x)} × a =
{
∇⊗ v(x)− (∇⊗ v(x))T

}
a, ∀a ∈ E

Ejercicio

Si φ es campo escalar, mostrar que ∇× (∇φ) = 0.

Ejercicio

Mostrar que ∇ · (∇× v) = 0 ∀v campo vectorial.
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Gradiente de campos tensoriales de orden n

Para un campo tensorial T de orden n, grad T = ∇⊗ T es un
campo tensorial de orden n + 1 t.q.:

(∇⊗ T(x))a =
d

dt
T(x + ta)

∣∣∣∣
t=0

, ∀a ∈ E (43)

En componentes cartesianas:

[∇⊗ T]i1i2...inj =
∂Ti1i2...in

∂xj
≡ Ti1i2...in,j

V́ıctor D. Fachinotti, Juan C. Álvarez Hostos ( Programa de Doctorado en Ingenieŕıa Facultad de Ingenieŕıa y Ciencias H́ıdricas (FICH) Universidad Nacional del Litoral (UNL) )Mecánica de Sólidos 19 de septiembre de 2018 90 / 96



Campos tensoriales Divergencia de tensores de 2o orden

Divergencia de tensores de 2o orden

Si T es un campo tensorial de 2o orden, ∇⊗T es un campo tensorial
de orden 3 con tres contracciones posibles:

1 div T ≡ ∇ · T
2 div TT ≡ ∇ · TT

3 grad(tr T) ≡ ∇(tr T)

Es una cuestión de convención decidir cual de las dos contracciones
posibles entre ∇ y T es ∇ · T. Asumimos:

(∇ · T(x)) · a = ∇ · (T(x)a), ∀a ∈ E (44)

En componentes cartesianas:

[∇ · T]j aj =
∂

∂xi
[Ta]i = Tij ,iaj

=⇒ [∇ · T]j = Tij ,i =⇒
[
∇ · TT

]
j

= Tji ,i
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Ejercicio

Mostrar:
∇⊗ (φT) = φ∇⊗ T + T⊗∇φ

Si T es un campo tensorial de 2o orden, deducir

∇ · (φT) = φ∇ · T + TT∇φ

Además:
∇ · (Tv) = (∇ · T) · v + tr{T(∇⊗ v)}

con v campo vectorial.
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Ejercicio

Sea el campo tensorial de 2o orden:

S = −φI + α{∇ ⊗ v + (∇⊗ v)T}

donde φ es un campo escalar, v es un campo escalar tal que ∇ · v = 0
y α ∈ R es constante.

Mostrar:

∇ · S = −∇φ+ α∇2v

∇(tr S) = −3∇φ
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Integración de campos tensoriales

Si T es un campo tensorial de orden n, su integral es el campo
tensorial de orden n:∫

D
T dV =

(∫
D
Ti1i2...in dV

)
ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ ein (45)

⇒ Para calcular la integral de un campo tensorial, es suficiente calcular
las integrales de sus componentes (campos escalares).
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Teorema de Gauss

Si D ⊂ E es un dominio con frontera cerrada S de normal unitaria
saliente n y f es un campo con derivadas continuas en D y continuo
en S, resulta: ∫

D
grad f dV =

∫
S
f n dS (46)

Para un campo tensorial T de orden n:∫
D
∇⊗ T dV =

∫
S

T⊗ n dS (47)

En componentes cartesianas:∫
D
Ti1i2...in,j dV =

∫
S
Ti1i2...innj dS (48)
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Campos tensoriales Teorema de Gauss

Ejercicio

Si T es un campor tensorial de 2o orden simétrico y w es un campo
vectorial, ambos suficientemente suaves en D, demostrar :∫

D
(∇ · T) ·w dV =

∫
S

t ·w dS −
∫
D

T : ∇⊗s w dV

donde S es la frontera de D con normal saliente unitaria n, t = Tn y
∇⊗s w es la parte simétrica de ∇⊗w.
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